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Presentacio

Lobjectiu principal daquest material és proporcionar als estudiants una eina, estruc-
turada en format de llibre, que els permeti consultar clarament i rapidament com es
pot aplicar de manera practica la teoria relacionada amb qualsevol dels continguts que
formen part d'un curs basic destadistica de nivell universitari.

En aquest material es defuig tant com és possible un llenguatge massa técnic i
teoric, el qual és dificil dentendre pels estudiants, i susa un llenguatge més planer i
en queé es fa émfasi especialment en l'aplicaci6 de les diverses técniques estadistiques.
Sexplica quan i com es poden aplicar aquestes técniques pas a pas, de manera que es
guia l'alumnat en el procediment que cal seguir en cada situacié. El material esta farcit
dexemples on també s'ha desenvolupat la solucié seguint els passos marcats a la part
tedrica. S'utilitza aquesta estructura per afavorir laprenentatge; sassisteix lestudiant en
la resolucié dels exercicis que es proposen en l'assignatura, ja que es marca el cami que
ha de seguir per aplicar cada técnica.

En aquest material també sexplica quines son les funcions i les eines estadistiques
d’Excel que es poden fer servir per automatitzar els calculs que es requereixen per apli-

car les diverses técniques estadistiques.






1. Estadistica descriptiva

1.1 Concepte d’estadistica. Contingut de lestadistica

Definicié. Lestadistica és la ciéncia, el métode, les técniques, loperacié d’analisi mate-
matica que permeten estudiar numéricament amb el maxim de precisié els fenomens
col-lectius incompletament coneguts.

El contingut de lestadistica es pot dividir en dos grans grups:

+ Estadistica descriptiva

+ Estadistica inferencial (o inductiva)

Definicié. Lestadistica descriptiva estudia la manera dordenar i analitzar totes les
dades d’'una poblacid, amb l'objectiu d'obtenir conclusions sobre aquesta poblacid.

Exemples. La direccié d'un centre escolar vol fer un estudi sobre els resultats aca-
démics d'un curs determinat o es vol estudiar els resultats dels diferents equips de fut-
bol de primera divisié durant els 10 dltims anys. Aquests son problemes destadistica

descriptiva, ja que disposem de les dades de tots els elements que volem estudiar.

Definicié. Lestadistica inferencial té com a finalitat obtenir conclusions respecte
d'una poblacid, mitjancant 'analisi d'una mostra de la poblacié.

Exemples. Es vol estudiar l'alcada de tots els catalans i només disposem de lalcada
de 1.000 persones o es vol fer un estudi sobre la durada de les bombetes d'una determi-
nada marca i només disposem de la durada de 100 bombetes d'aquesta marca. Aquests
s6n problemes destadistica inferencial, ja que no disposem de les dades de tots els ele-

ments que volem estudiar, siné d'una mostra.
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1.2 Concepte de poblacié, mostra, individu i variable estadistica

Definicié. Sanomena poblacié el conjunt sobre el qual es vol portar a terme lestudi
estadistic.

Definicié. Sanomena mostra qualsevol subconjunt de la poblacié.

Definicié. Sanomena individu qualsevol element del conjunt de la poblacié.

Definicié. Sanomena variable estadistica la caracteristica que es vol estudiar d'una
poblacid.

Exemple. Agafant lexemple anterior sobre lestudi de les bombetes, la poblacid
la formen totes les bombetes daquella marca: cada bombeta és un individu, les 100
bombetes de les quals sabem la durada formen una mostra de la poblacié i la variable
estadistica que estem estudiant és la durada de les bombetes.

Observacié. Depenent del que vulguem estudiar, un mateix conjunt pot ser una
mostra o una poblacid. Per exemple, si només tenim les notes dels alumnes que han
seguit certs estudis a la universitat URV i volem treure conclusions sobre aquest grup
en concret, aquest grup dalumnes de la URV és la poblacié; en canvi, si volem treure
conclusions sobre els estudiants universitaris de Catalunya, el grup dalumnes de la

URV és una mostra i tots els estudiants universitaris de Catalunya sén la poblacié.

1.3 Classificaci6 de les variables estadistiques

Les variables estadistiques les classificarem segons el tipus de valors que poden prendre.
Una primera divisid és:
+ Variables estadistiques qualitatives (o nominals)

+ Variables estadistiques quantitatives (o numériques)

Definicié. Les variables estadistiques qualitatives sén aquelles que no prenen va-
lors numerics.

Exemples. El color dels ulls, el sexe, el tipus de distraccié preferit.

Definicié. Les variables estadistiques quantitatives sén aquelles que prenen va-
lors numerics. Dintre d'aquestes tltimes encara podem fer una subdivisié:
+ Variables estadistiques quantitatives discretes

+ Variables estadistiques quantitatives continues
Definicié. Una variable estadistica és quantitativa discreta quan entre dos valors

qualssevol que pot prendre la variable només hi ha un nombre finit de possibles valors

de la variable. També es pot dir que una variable estadistica és quantitativa discreta
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quan el nombre de possibles valors que pot prendre la variable és una quantitat nume-
rable (finita o infinita), és a dir que els possibles valors es poden numerar i que després
d'un possible valor sempre sé quin és el segiient.

Exemples. El nombre de germans, el nombre de cotxes que passen en un dia per un

cert punt, el nombre de trucades que es reben cada hora en una ciutat.

Definicié. Una variable estadistica és quantitativa continua quan entre dos valors
qualssevol que pot prendre la variable hi pot haver un nombre infinit de possibles valors
de la variable. Aquesta definici6 és equivalent a dir que, si agafem dos valors que pot
prendre la variable, tan propers com vulguem, sempre és possible trobar un altre valor
de la variable que estigui entre els dos valors anteriors. Els possibles valors d'una vari-
able quantitativa continua sén infinits i no numerables i després d'un possible valor no
es pot concretar quin és el segiient.

Exemples. Lalcada de les persones, el pes de les taronges, el temps que es tarda a
fer un examen. S’ha dobservar, per exemple en el primer cas, que, si agafem les al¢ades
de dues persones, sempre és possible trobar-ne una altra que tingui una alcada entre
les dues anteriors. En aquest sentit, cal pensar que l'algada exacta d'una persona és una
quantitat amb infinites xifres decimals perd que, per problemes amb la precisié dels
aparells de mesura, la majoria de vegades només donem lalcada en centimetres, és a dir,
generalment discretitzem variables de naturalesa continua.

Observacié. Cal remarcar que una variable estadistica quantitativa discreta no és
només aquella que pot prendre un nombre finit de resultats, sin6 que de vegades podra
prendre un nombre infinit de possibles resultats. Per exemple, en el cas del nombre de
cotxes que passen per cert punt en un dia, la variable és discreta, perd els possibles va-

lors que pot prendre sén infinits.

1.4 Distribuci6 de freqiiéncies. Representacions grafiques
1.4.1 Taula de freqiiéncies

Si observem una variable estadistica sobre un conjunt d’individus, obtindrem una série
3
de dades (que poden estar repetides o no). Aquestes dades, si sdn quantitatives, les
que p p q q

podem ordenar. Si sén qualitatives, lordenacié és arbitraria. Els valors de les dades ot-
denades els notarem com a Xy Xy o0y Xy ON X, €5 el valor de la dada més petita, x, el valor
de la segona i aixi successivament.

Definicié. La freqiiéncia absoluta d'un valor és el nombre de vegades que apareix

aquest valor a la série. La freqiiéncia absoluta del valor x. la notarem amb ..
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Definicié. La freqiiéncia relativa d'un valor x. és el quocient entre la freqiiencia

absoluta del valor i el nombre total de dades de la série. Notarem amb N el nombre
total de dades i amb f, la freqiiéncia relativa del valor x. Aixi obtenim: f,= % .

Definicié. La freqiiéncia absoluta acumulada d'un valor x. és la suma de totes les
freqiiencies absolutes dels valors de la série des del principi fins al valor x. Notarem
amb N la freqiiéncia absoluta acumulada del valor x. Aixi obtenim: N. = n + n,+ ...
+ n. També es pot obtenir N fent N. = N._ + n.

Definicié. La freqiiéncia relativa acumulada d'un valor x. és la suma de totes les
freqiiencies relatives dels valors de la serie des del principi fins al valor x. Notarem amb
F la freqiiencia relativa acumulada del valor x. Aixi obtenim: F. = f + f, + ... + f. Tam-

bé es pot obtenir F fent F=F_ +fl. o bé fent f,= ]]\\/[’ .

Propietats de les freqiiéncies

+ La suma de les freqiiéncies absolutes és igual al nombre total de dades de la
serie.

+ Lafreqiiéncia relativa d'un valor sempre estara entre 01 1.

+ La suma de totes les freqiiéncies relatives és igual a 1.

+ Simultipliquem la freqiiéncia relativa d'un valor per 100 obtindrem el tant per

cent de vegades que es repeteix el valor dins de la série.

Donada una série de dades podem crear una taula de freqiiéncies on apareguin els
valors de les dades i tots els tipus de freqiiéncies esmentades.

Exemple. S’ha llangat un dau 20 vegades i s’ha obtingut el resultat segiient: 2, 3, 6,
6,2,4,442,52,4,2,4,2,51,6,2i2. Fem la taula de freqiiéncies:

Valor (x) | Freq. abs. (n) Freq. rel. (f) Freq. abs. ac. (N) Freq. rel. ac. (F)
1 1 0.05 1 0.05
2 8 0.4 9 0.45
3 1 0.05 10 0.5
4 5 0.25 15 0.75
5 2 0.1 17 0.85
6 3 0.15 20 1

1.4.2 Representacio grafica

Diagrama de barres. Lusarem quan els valors de la variable estadistica siguin donats de
manera individual. Normalment representarem les freqiiéncies absolutes, les freqiién-
cies relatives o el tant per cent. Per fer-ho hem de dibuixar dos eixos. A leix horitzontal

hem de posar-hi els valors de la variable de manera ordenada. A leix vertical posarem
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una escala adient segons el que vulguem representar. El grafic es construeix aixecant
sobre cada valor de la variable un segment vertical de llargada igual a la freqiiéncia que
vulguem representar.

Exemple. Fem un diagrama de barres per representar les freqiiéncies absolutes
amb les dades de l'exemple anterior:

Histograma. Lusarem quan els valors de la variable estadistica estiguin donats en
forma d'interval. En aquest cas suposarem que els diferents intervals tenen la mateixa
amplada. Lunica diferéncia amb el diagrama de barres és que a leix horitzontal hem de
posar-hi els valors dels extrems dels intervals de manera ordenada i el grafic es constru-
eix aixecant sobre cada interval un rectangle vertical daltura igual a la freqiiéncia que
vulguem representar.

Exemple. Fem un histograma per representar les freqiiéncies relatives de les dades
segiients agrupades en intervals corresponents als pesos (en kg) de 16 alumnes d'una

classe de secundaria.

Valor (x) | Freq. abs. (n) Freq. rel. (f) Freq. abs. ac. (N) Freq. rel. ac. (F)
45-50 1 0.0625 1 0.0625
50-55 4 0.25 5 0.3125
55-60 5 0.3125 10 0.625
60-65 4 0.25 14 0.875
65-70 2 0.125 16 1

041
0.377 7
L / e
o

0



Josep Maria Mateo Sanz

Observacié. Si els intervals no tenen la mateixa amplada, l'altura de cada rectan-
gle es calcula dividint la freqiiéncia de I'interval que vulguem representar entre la seva

amplada.

1.5 Agrupacié de dades en intervals

De vegades, quan el nombre de valors diferents que hi ha en una série de dades estadis-
tiques és gran, convé agrupar les dades en intervals. En aquest cas, només estudiarem el
cas en queé els intervals tinguin la mateixa amplada. Per agrupar les dades distingirem
dos casos segons que la variable estadistica que estem estudiant sigui quantitativa con-
tinua o quantitativa discreta. De vegades hi haura variables discretes que tractarem com
a continues si el nombre de valors que comprén és molt gran.

Quan agrupem les dades en intervals, apareix un nou concepte que és la marca de
classe.

Definicié. La marca de classe d'un interval és el nombre que representa l'interval.
Aquest nombre pot ser qualsevol que estigui dins de l'interval, perd normalment sagafa
el punt mitja de l'interval (que és el que farem a partir d’ara). El punt mitja d'un interval
el podem obtenir sumant els extrems de l'interval i dividint entre 2. La marca de classe

la notarem amb x.

1.5.1 Variable quantitativa continua

El primer que cal fer és determinar el nombre d'intervals que volem fer amb les dades
de la série estadistica. Aleshores, l'amplada dels intervals la podem calcular segons la
férmula segiient:

Valor maxim - Valor minim

Amplada =

Nombre d'intervals

Els intervals els obtindrem sumant successivament 'amplada a partir del valor mi-
nim. D'aquesta manera, lextrem inferior d'un interval coincidird amb lextrem superior
de l'interval anterior.

Observacions
+ AThora dassignar les freqiiéncies absolutes a cada interval, podem tenir dub-
tes amb les dades que coincideixen amb els extrems dels intervals, ja que no

sabem en quin interval posat-les. Per aquest motiu cal indicar en quin interval
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inclourem aquestes dades dubtoses. Aixo ho farem mitjancant els claudators

(], per indicar que lextrem és inclos a l'interval, i els paréntesis (,), per indicar

que lextrem no és inclos a l'interval. Cal que tots els extrems superiors esti-

guin inclosos (i els inferiors exclosos) o que tots els extrems inferiors estiguin

inclosos (i els superiors exclosos). El valor més petit i el més gran han dlestar

sempre inclosos.

+ Silamplada no déna un nombre exacte, podem arrodonir-la per excés a una

quantitat adient i comengar a fer intervals abans del valor minim i acabar des-

prés del valor maxim.

Exemple. Les dades segiients corresponen als pesos (en kg) de 16 alumnes d'una
classe de secundaria: 55, 55.5, 70, 60, 54.5, 54, 63, 54, 70, 64, 56, 52, 62.5,57, 45 1 55.

Amb aquestes dades farem 5 intervals de la mateixa amplada i inclourem els extrems

superiors en els intervals.

Valor maxim - Valor minim _ 70-45

Amplada = — 5
Nombre d'intervals 5
Pesos Marca de classe (x,) Freq. abs. (n)
(45,50] 475 1
(50,55] 52.5 6
(55,60] 57.5 4
(60,65] 62.5 3
(65,70] 67.5 2

1.5.2 Variable quantitativa discreta

Lamplada dels intervals la podem calcular segons la fé6rmula segiient:

Amplada =

Valor maxim - Valor minim + 1

Nombre d'intervals

En aquest cas, l'amplada indicard el nombre de valors que sinclouran a cada in-

terval. El primer interval comencard pel valor més petit i acabara al valor obtingut de

sumar el valor minim amb l'amplada menys 1. El segiient interval comencara al valor

segiient del valor amb qué ha acabat l'interval anterior i acabara al valor obtingut de

sumar lextrem inferior amb l'amplada menys 1. I aixi successivament.

17
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Observacions

+ En aquest cas, no hi pot haver dubtes en l'assignaci6 de freqiiéncies absolutes
ja que lextrem inferior d'un interval no coincideix amb lextrem superior de
l'interval anterior.

+ Silamplada no déna un nombre exacte, podem arrodonir-la per excés a una
quantitat adient i comengar a fer intervals abans del valor minim i acabar des-
prés del valor maxim.

Exemple. Les dades segiients corresponen al mes en qué van néixer 20 alumnes
d'una classe d'universitat: 8,4, 8, 5,2,11,2,3,9,10,12,11,5,5,12,4,6,1,7 i 2. Amb

aquestes dades, farem 4 intervals de la mateixa amplada.

Valor maxim - Valor minim+1 _ 12-1+1 _

Amplada = 3

Nombre d'intervals 4

Mesos Marca de classe (x) Freq. abs. (n.)
1-3 2 5
4-6 5 6
7-9 8 4
10-12 11 5

1.6 Mesures de posici6

En els segiients subapartats estudiarem les mesures de posicid. La majoria d'aquestes
mesures només té sentit aplicar-les sobre variables quantitatives. En els tres primers
seran mesures de posici6 central, i el quart subapartat es dedicard a mesures de posicid
no central. Les mesures de posici6 central tenen per objectiu resumir una série de da-
des estadistiques en un sol nombre. Les mesures de posicié no central sén valors que
divideixen la série en parts iguals. Totes les mesures de posicié agafen valors que estan
entre el valor minim i el valor maxim. Les mesures de posicié central que veurem sén:

la mitjana, la mediana i la moda.

1.6.1 Mitjana aritmetica

Definicié. La mitjana aritmética d’'una série estadistica és la suma de totes les dades de
la série dividida pel nombre total de dades. Simplificant, 'anomenarem mitjana i la no-

tarem amb x (o p). La férmula per trobar la mitjana és:
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k

Xi Ni
T = ximt xomt ot e _ 2

N N

Observacio. Si les dades estan donades en intervals, hem de treballar amb les mar-
ques de classe.

Exemple. Agafem les dades de lexemple sobre el resultat del llancament d'un dau:

Valor (x) | Freq. abs. (n)
1 1

A UL AW
W N UL = o

La mitjana sera:

[1+28+431+45+5246'3 _
20

3.4

}:

Observacié. Un altre concepte relacionat és el de mitjana ponderada, que es pro-
dueix quan a cada valor de la série li donem una importancia diferent. Aquesta impor-
tancia es mesura segons una ponderacié de cada valor. La férmula per trobar la mitjana
ponderada és:

k
E.Xi Wi
} _ xowrtxow oot xow _ =1

W1+ W2+ Lt Wk

k
Wi
i=1
Exemple. En una assignatura s’ha de presentar un treball que es valora en 1, shan
de lliurar uns problemes que es valoren en 2 i sha de fer un examen que es valora en 3.

La nota del treball és 5, la dels problemes és 8 i la de lexamen és 7. Per trobar la nota fi-

nal hem de fer la mitjana ponderada segons la importancia que s’ha donat a cada part.

Valor (x) | Ponderacié (w)
5 1
8 2
7 3
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La mitjana ponderada sera:

51+82+73 _
1+2+3

X =

1.6.2 Mediana

Definicié. La mediana és la dada que ocupa la posici6 del mig a la série una vegada s’han
ordenat les dades, de més petita a més gran, tenint en compte les repeticions.

Observacions

+ Sihihaunnombre senar de dades, hi haurd una tinica dada que estigui al mig.
N+1

Aquesta dada és la que ocupa la posicié

+ Sihihaun nombre parell de dades, n’hi haura dues que seran al mig; en aquest
cas, la mediana la trobarem fent la mitjana d’aquestes dues dades. Les dues

dades ocupen la posicié ];/ i 5 +1.
+ També es pot calcular la mediana quan les dades estan agrupades en intervals.

Exemple. Agafem les dades de lexemple sobre el resultat del llancament d'un dau:

Valor (x) | Freq. abs. (n) Freq. abs. ac. (N))
1 1 1
2 8 9
3 1 10
4 5 15
5 2 17
6 3 20

La mediana sera la mitjana dels valors que sén a les posicions 10 i 11. Aquests

valors sén el 3 i el 4; per tant, la mediana és Me = 3.5.

1.6.3 Moda

Definicié. La moda és el valor de la dada que es repeteix més vegades a la serie. Aquesta
mesura es pot aplicar tant a variables quantitatives com qualitatives.

Observacions

+ Siles dades estan agrupades en intervals, parlarem de 'interval modal, que sera

I'interval on hi ha més dades.
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+ Si hi ha empat en el nombre de repeticions entre dos o més valors, hi haura

més d'una moda.

Exemple. Agafem les dades de lexemple sobre el resultat del llancament d'un dau:

Valor (x) | Freq. abs. (n)
1 1

AN UL AW
W N UL =

La moda és el 2, ja que es repeteix 8 vegades. Mo = 2.

1.6.4 Mesures de posicié no central: percentils

Com s'’ha comentat abans, les mesures de posicié no central sén les que divideixen la
série de dades en parts iguals. Entre aquestes trobem:
+ Els quartils, que sén els tres valors que divideixen la série en quatre parts

iguals (a cada part hi haura el 25% de la série).

+ Els decils, que sén els nou valors que divideixen la série en 10 parts iguals (a

cada part hi haura el 10% de la série).

+ Els centils o percentils, que sén els 99 valors que divideixen la série en 100

parts iguals (a cada part hi haura '1% de la série).

De fet, tot es pot reduir a percentils, ja que el primer quartil es correspon amb el
percentil 25 o el quart decil es correspon amb el percentil 40 i aixi es pot fer amb els
altres quartils i decils. La mediana es correspon amb el percentil 50. Per aixo, lestudi

més complet el farem sobre els percentils.

PROCEDIMENT I (PER A DADES NO AGRUPADES EN INTERVALS)

El percentil 1 (P,)) és el valor que supera I'1% de les dades d'una série i és superat pel
99% restant de les dades d'aquella série. El percentil 2 (P)) és el valor que supera el 2%
de les dades d'una série i és superat pel 98% restant de les dades d'aquella série. En ge-
neral, el percentil i (P) és el valor que supera I'i% de les dades d'una série i és superat pel
(100 — i)% restant de les dades d'aquella série. Per tant, si el percentil i ocupa la posicié

x cal que:
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x -1
N -1

100

=i

jaqueles x — 1 dades que sén superades per la dada que ocupa la posicié x han de repre-
sentar un i% de les dades de la série sense comptar la mateixa dada que ocupa la posicié
x (per aixd es divideix entre N — 1).

De lexpressié anteriot, obtenim que la posicié que ocupa el percentil i sera:

X=M+1
100

Observacié. Si la posicié marcada per algun percentil no coincideix exactament
amb la posicié dalgun valor de la série de dades, es pot realitzar una interpolacié per
determinar exactament el valor del percentil.

Exemple. Agafem les dades de lexemple sobre el resultat del llancament d'un dau:

Valor (x) | Freq. abs. (n)
1 1
2 8
3 1
4 5
5 2
6 3

Si ens demanen el quartil 1, podem buscar el percentil 25, P, ja que és el mateix.
El P, ocupa la posici6 x = 21501)9 +1=5.75 (entre la posicié 5 ila posici6 6). Amb la série
de dades ordenada veiem que la posicié 5 correspon a un 2 i la posicié 6 també corres-
pon a un 2. Per tant, el percentil 25 serd igual a 2 (P25 =2).

Si ens demanen el }Zérlcgentil 45, P . Primer hem de mirar quina posicié ocupa. El
P, ocupa la posicié x = 00 T 1=9.55 (entre la posici6 9 i la posicié 10). Amb la série
de dades ordenada veiem que la posicié 9 correspon a un 2 i la posicié 10 correspon a
un 3. Interpolant, agafem la diferéncia entre la posicié x i lenter més petit que x (9.55

-9 =0.55) i la multipliquem per la diferéncia entre els dos valors marcats per les dues

posicions enteres al voltant de la posicié x (3 — 2 = 1). Al resultat de la multiplicacid
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(0.55 -1 = 0.55) se li ha dafegir el valor corresponent a la posici6 entera més petita que

x per tal de trobar el P,. Es a dir, P, =2+0.55=255.

PROCEDIMENT 2 (PER A DADES AGRUPADES EN INTERVALS)

Si les dades estan agrupades en intervals, el percentil i (P) el trobarem mitjancant la

i

férmula:
(N -1
1(700 ! =Ny
P, = Ljfl + a;
nj
on Lj_1 és lextrem inferior de Iinterval on és la dada ¥ &V =1 +1,n, és la freqiiéncia

absoluta daquest interval, 4, és l'amplada d'aquest interval i N._, és la freqiiéncia abso-

luta acumulada de l'interval anterior.
Exemple. Les dades segiients corresponen a lexemple dels pesos d'una classe de

secundaria. Busquemel P_ .

Valor (x) | Freq. abs. (n) Freq. abs. ac. (N)
45-50 1 1
50-55 4 5
55-60 5 10
60-65 4 14
65-70 2 16
11.5-10

P = 60+TS =61.875

1.7 Mesures de dispersid

Les mesures de dispersid ens indiquen si les dades d'una série estadistica estan més o
q

menys juntes, Aquestes mesures ens ajuden a especificar millor com és la série de da-

des, ja que completen la informacié facilitada per la mitjana o qualsevol altra mesura de

posicié central. Com més gran sigui el valor daquestes mesures, més dispersié hi haura

entre les dades. Totes aquestes mesures sempre prenen valors positius.
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Exemple. Si calculem la nota mitjana de dos alumnes que han fet dos examens
cadasc, en els quals el primer alumne ha tret dos 5 i el segon alumne ha tret un 0 i un
10, veiem que la nota mitjana és 5 en els dos casos. Pero la dispersi6 de les notes és molt

més gran en el segon alumne.

1.7.1 Recorregut

Definicié. El recorregut és la diferéncia entre el valor maxim i el valor minim d’una série

estadistica.

1.7.2 Desviacié mitjana

Definicié. La desviacié mitjana és la mitjana dels valors absoluts de les diferéncies entre

els valors de la série i la mitjana. La férmula per trobar-la és:

k —
E|Xi'x|’l/li

Observacié. Si les dades estan agrupades en intervals, agafarem com a X, la marca

de classe.

1.7.3 Variancia

Definicié. La variancia és la mitjana dels quadrats de les diferéncies entre els valors de

la série ila mitjana. La férmula per trobar-la és:

k

k
IR 2
E(xrx)'ni E)Ci ni
62=i:1 =i:]

—2
-X

N N

Observacions

Si les dades estan agrupades en intervals, agafarem com a X, la marca de classe.

Si el conjunt de dades sobre el qual es treballa correspon a una mostra de la po-
blacié que es vol estudiar, la variincia rep el nom de varidncia mostral i es nota i calcula

segons la férmula segiient:
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1.7.4 Desviacié tipica o estandard

Definicié. La desviaci6 tipica o estandard és l'arrel quadrada de la variancia. D'aquesta
manera sobté una mesura en les mateixes unitats que les dades. La notarem amb o.
Observacié. Si el conjunt de dades sobre el qual es treballa correspon a una mostra
de la poblacié que es vol estudiar, la desviacié estandard rep el nom de desviacié es-
tandard mostral i es nota amb la lletra s i es calcula fent l'arrel quadrada de la varidncia

mostral.

1.7.5 Coeficient de variacié

Definicié. El coeficient de variaci és el quocient entre la desviacié tipica i la mitjana.
A diferéncia de les anteriors, aquesta és una mesura de dispersié relativa; les anteriors

eren mesures de dispersi6 absolutes. La férmula per trobar-lo és:

V=

=1Q

Exemple. Calculem totes les mesures de dispersié de les dades de lexemple sobre

el resultat del llancament d'un dau:

Valor (x) | Freq. abs. (n)
1 1
2 8
3 1
4 5
5 2
6 3

Recorregut=6-1=5

1142843 1+45+452+463 68
x = =" =34
20 20
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_ [1-34)1+]2-3.48+...+|6-3.4]3 _ 28
¥ 20 20

D =14

e (1-34)14(2-3.4 )8 +...+(6-3.4 )3 _ 48.8

=2.44
20

c=1.56

2 (1-34)1+(2-3.4)"8+...4+(6-3.4 )3 _ 48.8 g
19 19 '

s=1.6

v="190 46

3.4

Exemple. Calculem totes les mesures de dispersié de les dades de lexemple corres-
ponent als pesos d'una classe de secundaria.

Pesos Marca de classe (x,) Freq. abs. (n)
45-50 47.5 1
50-55 52.5 4
55-60 57.5 5
60-65 62.5 4
65-70 67.5 2

Recorregut = 70 — 45 = 25

]+ -4+ <5+ 4+ :
47.5-1+52.5-4 5712 5+62.5-4+67.5-2 _ 9_;0 — 58125

}:

_ |47.5-58.125} 1+]52.5-58.125 4 +...+|67.5-58.125} 2 _ 72.5 _
: 16 16

D 4.53

. (47.5-58.125 ) 1+(52.5-58.125 )4 +...+(67.5-58.125 )2 _ 493.75
16 16

=30.86
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c=5.555

2 (47.5-58.125 ) 1+(52.5-58.125 )4 +...+(67.5-58.125 )2 _ 493.75
I5

=32.92

s=5.74

5.555
58.125

=0.09557

1.8 Funcions d’Excel per calcular mesures estadistiques

Farem unes consideracions generals sobre quines funcions té Excel que facin operaci-
ons estadistiques i com s'han d'introduir aquestes funcions.

Abans d'usar una funcid, generalment haurem d’haver posat les dades sobre les
quals aplicarem la funcid; per exemple, abans d’usar la funcié que calcula la mitjana
d'una série de dades haurem d’haver posat les dades a Excel.

Per introduir una funci6 a Excel cal que ens trobem en una casella en blanc i anem

“ e ” . .
a“Insertar —> Funcién’. Veurem que les funcions es troben agrupades en categories. En
aquesta assignatura usarem basicament les funcions de la categoria “Estadisticas”

Cada funcid necessita uns arguments a partir dels quals donara el resultat; per
exemple, a la funcié que calcula la mitjana d'una série de dades cal introduir-hi com a
argument sobre quines dades cal que calculi la mitjana.

Una vegada s’han introduit els arguments d'una funcid, el programa retorna el

resultat del calcul demanat.

MESURES ESTADISTIT QUES FUNCIONS D’EXCEL
Mitjana, x PROMEDIO
Mediana MEDIANA
Moda MODA
Desviaci6 mitjana, D_ DESVPROM
Variancia poblacional, 6° VARP
Desviacié estandard poblacional, 0 DESVESTP
Variancia mostral, s> VAR
Desviacié estindard mostral, s DESVEST
Percentil, P, PERCENTIL
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2. Variables aleatories

2.1 Experiments aleatoris. Espai mostral. Successos

Deﬁnicié. Es diu que un experiment és aleatori, estocastic o estadistic si, quan es repe-
teix indefinidament en les mateixes condicions, no és possible predir el resultat, encara
que coneguem les condicions inicials. En un experiment aleatori no coneixem el resul-
tat fins que s'ha realitzat la prova.

Exemples. S6n experiments aleatoris:

+ Lextraccié d'una carta de la baralla.
+ Elllancament d'un dau.

+ Lextraccié d'una bola de la loteria.
+ Elllancament d'una moneda.

No sén experiments aleatoris:

+ Elresultat d'una reaccié quimica.

+ Lavelocitat d'arribada d'un cos a terra quan el deixem caure des d'una torre.

Definicié. El conjunt de tots els resultats possibles que es poden obtenir amb un

experiment aleatori sanomena espai mostral. El notarem amb Q.

Exemples. Considerarem ara diversos experiments i definirem els corresponents
espais mostrals:

+ Llancar una moneda i observar el costat que apareix.
Q ={CX}
+ Llancar 2 monedes i observar els costats que apareixen.

Q = {CC,CX,XC, XX}
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Observem que en aquest experiment el conjunt de resultats possibles consta de
quatre elements. Aixi, CC és un sol resultat que té dos components, el mateix amb CX,
etc.

+ Llancar 3 monedes i observar els costats que surten.
Q = {CCC,CCX,CXC,XCC,CXX, XCX, XXC, XXX}
+ Llancar un dau i observar la puntuacié que apareix.
Q ={1,2,3,4,5,6)
+ Llancar dos daus i observar la suma de les puntuacions que apareixen.
Q ={2,3,4,5,6,7,89,10,11,12}

+ Comptar el nombre de persones que baixen d'un autobus en una parada de-
terminada.

Q ={0,1,2,3,...,.N}
+ Extreure un nombre a l'atzar de l'interval (0,1).

Q={x/x€(01)}

Definicié. Un succés és qualsevol subconjunt del conjunt de resultats possibles Q.

Un subconjunt que conté un sol punt mostral sanomena succés elemental.

2.2 Concepte de probabilitat

Donats uns successos, cal assignar valors numeérics a les diferents possibilitats docur-
réncia dels distints successos. Aquests valors numeérics seran la probabilitat de tals suc-
Cessos,

Operacions elementals amb la probabilitat. Notarem amb P(A) la probabilitat d'un
succés A. A continuacié mostrem un conjunt de resultats referents a les operacions que
es poden realitzar amb les probabilitats.

a) 0<P(A)<1.

b) P(Q)=1.

¢) Sent O el conjunt buit o succés impossible, llavors P(@) = 0.

d) Si A és el conjunt (succés) complementari d'A, llavors: P(A) + P(AY) = 1.

e) Si A i B sén successos qualssevol, aleshores P(AUB) = P(A) + P(B) -

P(ANB).

30



ESTADISTICA PRACTICA PAS A PAS

2.3 Concepte de variable aleatoria

Definicié. Sigui €) un espai mostral. Una variable aleatdria X és una funcié definida so-

bre {2 de manera que a cada succés elemental de Q li fa correspondre un nombre real.

Exemples. En cada cas, () serd lespai mostral que sobté en fer lexperiment aleatori

corresponent:

+

+

+

Llan¢ar una moneda i observar el costat que apareix.
X Q - 9%
C - 1
X = 0
Llancar 2 monedes i observar els costats que apareixen.

X: Q — N

ccC —= 1
cx — 2
XC — 3
XX — 4
Llancar un dau i observar la puntuacié que apareix.
X: Q —- %
1 - 1
2 - 2
3 - 3
4 — 4
5 - 5
6 - 6

Llangar dos daus i observar la suma de les puntuacions que apareixen.

X: Q — N

(L1) — 2
(66) — 12
Comptar el nombre de persones que baixen d'un autobus en una parada de-
terminada.
X: Q — N
0 — 0
1 — 1

Extreure un nombre a l'atzar de I'interval (0,1).
X Q - N

X - X
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Observacié. Normalment, si lespai mostral és quantitatiu, la variable aleatoria as-
signa els valors que es corresponen amb el succés. Silespai mostral és qualitatiu, l'assig-
nacié que fa la variable aleatoria és més arbitraria.

Definicié. Una variable aleatoria X és discreta si el nombre de valors que pot agafar
és numerable (pot ser finit o infinit). Aix0 vol dir que els valors es poden comptar i que
sempre sabem quin valor va després d'un altre. En els cinc primers exemples anteriors
ens trobem amb variables aleatories discretes.

Definicié. Una variable aleatoria X és continua si els seus valors sén un o més in-

tervals de la recta real. Lultim exemple anterior és una variable aleatoria continua.

2.4 Variables aleatories discretes: funci6 de probabilitat

Cada valor d'una variable aleatoria discreta té associada una probabilitat. En el primer
exemple de l'apartat anterior, P(X = 1) és la probabilitat que la variable aleatoria agafi
el valor 1 o, dit d'una altra manera, la probabilitat que surti cara quan llancem la mo-
neda.

Definicié. Si X és una v. a. discreta, P(X = x) és una funcié de probabilitat de la v.
a. X si es compleixen les propietats segiients:

« P(X =x) =0 per a tots els valors x que pren lav. a. X.

* Y P(X =x)=1(lasuma de les probabilitats per a tots els valors que pren la

v.a. X és1).

Exemple. Considerem el llancament de dos daus ila v. a. X que representa la suma
de les cares dels dos daus. Aquesta v. a. és discreta. Aleshores, assignacié delav.a.ila
funcié de probabilitat queden:

Succés elemental Valor delav.a.  |Funcié de probabilitat
(1,1) 2 1/36
(1,2),(2,1) 3 2/36
(1,3),(2,2), (3,1) 4 3/36
(1,4),(2,3),(3,2), (41) 5 4 /36
(1,5),(2,4), (3,3), (4,2), (5,1) 6 5/ 36
(1,6),(2,5), (3,4), (4,3), (5,2),(6,1) 7 6/36
(2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2) 8 5/36
(3,6), (4,5), (5,4), (6,3) 9 4/36
(4,6), (5,5), (6,4) 10 3/36
(5,6), (6,5) 11 2/36
(6,6) 12 1/36
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Daquesta manera P(X = 2) és la probabilitat que la v. a. prengui el valor 2, que la
suma de les cares dels daus sigui 2, 1 val 1/36 ja que hi ha un cas favorable dentre els 36
possibles (si els daus sén perfectes). El mateix podriem comentar sobre els altres valors
delav.a. X. Observem que la suma de les probabilitats de tots els valors és 1.

Definicié. Si X és una v. a. discreta quantitativa, la funcié de distribucié de X en

un punt x és la probabilitat acumulada fins a x.

2.5 Variables aleatories continues: funcié de densitat

En el cas discret, assigndvem una probabilitat concreta a cada valor de la v. a. En el cas
de v. a. continues, el nombre de possibles valors és infinit no numerable i la probabilitat
que la v. a. prengui un valor determinat és 0. Per tant, en aquest cas no podem assignar
probabilitats a valors individuals de la v. a. i hem de treballar amb intervals. Aixo ho
farem mitjancant la funci6 de densitat.

Definicié. La funci6 de densitat, f(x), d'una v. a. continua X és la funcié que com-
pleix:

a) f(x) =0, —0<x<®

b) Ef(x)dle
c) P(asXsb):ff(x)dx

Exemple. La v. a. X representa el temps (en minuts) que hi ha entre dues arriba-

des consecutives a una botiga i la seva funcié de densitat és donada per:

ke—x/Z x> 0
Sflx) =
0 x<0

Ens demanen:

a) Elvalor de k perqué f(x) sigui una funcié de densitat.
b) La probabilitat que una persona arribi entre 2 i 6 minuts després de lanterior.

¢) La probabilitat que una persona arribi abans que passin 8 minuts des que ha

arribat l'anterior.

33



Josep Maria Mateo Sanz

Solucié

a) f(x) compleix la primera propietat de les func10ns de densitat. Per complir la
0

segona ha de passar que f fx) dx = 1 és a dir, f 0dx+ f ke dx=1,La primera integral
=0+2k=2k=1=k=1/2.

és 0, per tant s’ha de comphr que f ke dx =1 = 2ke‘)‘/2

0

b) Aquest apartat ens demana

6 6 6
P(2<X<6) = jle"“zdxz Loe | =-e?| =-e*+e =03181.
22 2 2 2

8 8
¢) Busquem P(X<8)= | ; M2 dx =02 =t =1 =0.9817.
0 0

Definicié. Si X és una v. a. continua, la funcié de distribucié de X en un punt x és

la probabilitat acumulada fins a x.

2.6 Esperan¢a matematica

Lesperanca matematica és un concepte que es correspon amb el concepte de mitjana
estudiat al tema dlestadistica descriptiva. En aquest cas, treballem amb variables aleato-
ries i lesperanca matematica sera el valor mitja teoric de tots els valors que pot prendre
la v. a. Lesperan¢a matematica no ha de coincidir necessariament amb la mitjana d'una
série de dades obtingudes a partir de la v. a. que estem estudiant, encara que, si el nom-
bre de vegades que es fa lexperiment és cada vegada més gran, la mitjana de les dades

tendira al valor de lesperanca.

Definicié. Lesperanga matematica, E(X), d'una variable aleatoria X és el valor

mitja teoric de X i es calcula mitjancant les férmules segiients:
EX) = E x - p(x) si X és discreta
EX) = }’x - flx) dx si X és continua
on p(x) i f(x) son les funcions de probabilitat i de densitat, respectivament.

Notacié. Lesperan¢a matematica també la notarem amb la lletra grega p.
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Exemple 1. Agafem la v. a. X, que representa la suma de les cares de dos daus, i
busquem la seva esperanca. En aquest cas, X és discreta i hem d’aplicar la férmula cor-

responentz

12
pn= Ex-p(x)=2'(1/36)+3'(2/36)+4'(3/36)+...+11-(2/36)+12'(1/36)=7
x=2

Exemple 2. Agatem la v. a. X, que representa el temps entre dues arribades conse-
cutives en una botiga, i busquem la seva esperanca. En aquest cas, X és continua i hem

daplicar la férmula corresponent:

+ fe”‘/z dx=0-2e"

0 0 0

=2

— p . _oo i —x/2 — — —x/2
u—:!;x f(x)dx—{x 7¢ dx = (per parts) = —xe

2.7 Variancia

La variancia d'una v. a. és un concepte que es correspon amb el concepte de varidncia
estudiat al tema dlestadistica descriptiva. En aquest cas, treballem amb variables aleato-
ries i la varidncia d'una v. a. mesura la dispersié mitjana dels valors d'una v. a. respecte
de la seva esperanga. Igual que passava amb lesperanca, la variancia d'una v. a. no ha de
coincidir necessariament amb la varidncia d'una série de dades obtingudes a partir de la
v. a. que estem estudiant, encara que, si el nombre de vegades que es fa lexperiment és

cada vegada més gran, la varidncia de les dades tendira al valor de la variincia de la v. a.

Definicié. La variancia d'una v. a., Var(X), d'una variable aleatdria X és lesperanca

delanovav.a. [X — E(X)]*i es calcula mitjancant les férmules:
Var(X) = E [x—EX)]* p(x) si X és discreta
Var(X) = } [x— EX)) fix)dx  si X és continua
on p(x) i f(x) sén les funcions de probabilitat i de densitat, respectivament.
Definicié. La desviacié tipica o estandard d’'una v. a. és l'arrel quadrada de la va-
riancia.

Notacié. La variancia d'una v. a. també la notarem amb la lletra grega 0%, i la des-

viacié tipica, amb O.
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Férmula alternativa
La variincia d'una v.a. X també la podem obtenir fent: Var(X) = E(X?) — [E(X)]~

En aquest cas, les férmules per calcular la variancia serien:

Var(X)= Y [¥*- p@)] = [EQF i X és discreta

VarX) = | [¥*- f0)] dx - [EX)]"  si X és continua
Exemple 1. Agafem la v. a. X, que representa la suma de les cares de dos daus, i
busquem la seva variancia. En aquest cas, X és discreta i hem daplicar la férmula cor-

responentz

12

o’ = [x-EX) px)=EX) - [EX)] = Z X p(x)-7° =

x=2

=27 (1/36) + 3%:(2/36) + 4*:(3/36) + ... + 11%(2/36) + 122 -(1/36) - 49 = 54.83-49 = 5.83.

Exemple 2. Agafem la v. a. X, que representa el temps entre dues arribades con-
secutives a una botiga, i busquem la seva variancia. En aquest cas, X és continua i hem
daplicar la férmula corresponent:

o =EX) - [EX)) = }xz Ax) dx — 2% = }xz . ; e dx — 4 = (per parts) =

o0 o0

— e

+2 f xe™ dx — 4 = (per parts) = 0 — 4xe™"
0

+4 (e dx-4=
I

0 0

0

=0+0-8¢"| —4=8-4=4

0
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3. Models de distribucié de probabilitats

3.1 Distribucions discretes

Donarem en aquest apartat uns models de distribucions de probabilitats que tenen

com a base variables aleatories discretes.

3.1.1 Distribucié de Bernouilli

Definicié. Direm que una v. a. X segueix una distribucié de Bernouilli quan la v. a. no-
més pot prendre 2 valors diferents (01 1).
Exemples. En cada cas, () serd lespai mostral que sobté en fer lexperiment aleatori
corresponent:
+ Llangar una moneda i observar si surt cara o no:
X: Q - N
C - 1
X - 0
+ Llancar un dau i observar si surt multiple de 3 o no:
X Q - R
3,6 — 1
1,245 — 0
+ Agafar un iogurt i veure si esta caducat o no:
X Q - R
caducat — 1
nocaducat — 0

+ Mirar la nota d'un alumne i veure si ha aprovat o no:
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aprovat  —

X Q - %
1
noaprovat — 0

Si p és la probabilitat que la v. a. X prengui el valor 1, la funcié de probabilitat

d'una v. a. que segueix una distribucié de Bernouilli és:
) =p  p0)=1-p=¢q
Propietats
1) Lesperanca d'una Bernouilli és p ja que:
E(X)=1.p+0-q=p
2) La variancia d'una Bernouilli és pq ja que:

Var(X) = E(X°) - [EX)) =1 p+ 0*.q-p*’=p—-p*=p- (1 -p) = pq

3.1.2 Distribucié binomial

Definicié. Una v. a. X segueix una distribucié binomial si es repeteix n vegades (de
manera independent) una experiéncia de tipus Bernouilli. La v. a. X és el nombre de
vegades que apareix el valor 1 en una Bernouilli i, per tant, els valors que pot prendre
X estaran entre 01 n.

Exemples. En cada cas, Q) serd l'espai mostral que sobté en fer lexperiment aleatori
corresponent:

+ Llancar 10 monedes i observar quantes cares surten:

X: Q — N
0 cares — 0

1 cara — 1

10 cares — 10
+ Llancar 6 daus i observar quants multiples de 3 apareixen.
+ Agafar 20 iogurts i veure quants estan caducats.
+ Mirar les notes d'una classe de 30 alumnes i veure quants han aprovat.

La funci6é de probabilitat d'una v. a. que segueix una distribucié binomial amb
parametres n i p (n és el nombre de vegades que es repeteix lexperiéncia Bernouilli i p

és la probabilitat dobtenir el valor 1 en una sola experiéncia Bernouilli), és:
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(k)= P(X =k) = (n)pk(l—p)”k k=0.1,..n
k

Notacié. Una v. a. X que segueixi una binomial amb parametres # i p la notarem
amb B(n,p).
Propietats
1) Lesperanca d'una B(n,p) és np ja que és la suma de n Bernouilli independents
(cadascuna amb esperanga p).
E(X) =np
2) La variancia d'una B(n,p) és npq ja que és la suma de n Bernouilli independents

(cadascuna amb variancia pq).

Var(X) = npq

Exemple. Agafem la situacié del tercer exemple anterior on es miren 20 iogurts i
observem quants estan caducats; suposem que historicament hi ha un 15% de iogurts
caducats. Aquesta v. a. segueix una binomial de parametres p = 0.15 i n = 20, ja que
0.15 és la probabilitat que un iogurt estigui caducat. Si ens preguntem per la probabi-

litat que, entre els 20 iogurts observats, n'hi hagi 4 de caducats, apliquem la funcié de

probabilitat d'una B(20,0.15) per a k = 4:

20 4 204
p(4) =P(X=4)= - 0.157-0.8577=0.1821.
4

Lesperanca és: E(X) = np =20-.0.15 = 3.

La variancia és: Var(X) = npqg = 20.0.15.0.85 = 2.55.

3.1.3 Distribucié de Poisson

Definicié. Una v. a. X segueix una distribuci6é de Poisson amb parimetre A si la funcié

de probabilitat és donada per:

pk)=P(X=k) = Y

k=0,1,2, ..
k!

Propietats. Si X és una Poisson de parametre A:
1) E(X) =\
2) Var(X) = A
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3) Si X, i X, sén v.a.independents de Poisson de parametres A i A, respectiva-

ment, la variable suma X = X, + X, segueix una distribucié de Poisson de parametre

M=+ A

Exemple. Suposem que el nombre de cotxes que passen per una cruilla en un minut
segueix una Poisson de pardmetre A = 10. Si ens preguntem per la probabilitat que pas-
sin 7 cotxes en un minut per la cruilla, apliquem la funcié de probabilitat per a k = 7:

p(7)=P(X=7)=e

7
'“’% ~0.09

Lesperanga és: E(X) = A = 10. La variancia és: Var(X) = A = 10.

Si ens demanen la probabilitat que passin per la cruilla 19 cotxes en 2 minuts, hem
d’aplicar la tercera propietat (ja que el nombre de cotxes que passen en 2 minuts és la
suma de dues distribucions de Poisson de parametre 10 per a cadascuna) i obtenim que

el nombre de cotxes que passen en 2 minuts segueix una Poisson de parametre 20:

20 20"
19!

p(19)=P(X=19)=¢ =0.0888.

3.1.4 Distribucié uniforme discreta

Definicié. Una v. a. X segueix una distribuci6 uniforme discreta si la v. a. pot prendre n
valors diferents amb la mateixa probabilitat. Els valors els podem ordenar des d'1 fins a

n i obtenim la funcié de probabilitat:

p(k)=P(X =k) ="' k=1,2,..n

n

Propietats. Si X és una uniforme discreta:

1) E(X) = ”;1
2) Var(X) = ”;21 |
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3.2 Distribucions continues

Donarem en aquest apartat uns models de distribucions de probabilitats que tenen

com a base variables aleatories continues.

3.2.1 Distribucié uniforme continua

Definicié. Una v. a. X segueix una distribucié uniforme continua si és el resultat desco-
llir un nombre a l'atzar dins d'un interval (a,b). La funcié de densitat és:
1 x€(a,b)
f(_x) = b-a
0 x%(ab)

Propietats. Si X és una uniforme continua:

a+b
1) B ==
(b-a)
2 =4/
) Var(X) -

Exemple. Séc ala parada d'un autobus i sé que passa un autobis, de manera regu-
lar, cada 20 minuts. Suposant que arribo a la parada d'autobis d'improvis i sense saber
I'horari de pas, el temps despera és una variable aleatoria que segueix una distribucid
uniforme entre 0 i 20 minuts. Si vull saber la probabilitat que hagi desperar menys de
7 minuts he de fer:

7

P(X<7) = | 20]

0

Si agafo l'autobis moltes vegades, em puc preguntar pel temps mitja despera; aixo

és equivalent a buscar lesperanca de la v. a. temps despera i hem de fer:

atb _0+20 _
2 2

EX) = 10

3.2.2 Distribucié exponencial

Definicié. Una v. a. X segueix una distribucié exponencial si la seva funci6 de densitat és:
A Q-M x>0

f(x)={
0 x=<0
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Aquesta funcié depén d'un parametre A.

Propietats. Si X és una v. a. exponencial:

1) FO =

2) Var(X) = 1
A

2

Exemple. Suposem que el temps que es tarda, en minuts, en canviar una roda se-
gueix una v. a. exponencial amb mitjana 5 minuts. Llavors el parimetre de la v. a. expo-
nencial serd A = 1/5. Sibusquem la probabilitat que una persona tardi més de 6 minuts

a canviar una roda, hem de fer:

“ 1
P(X>6)= fge?dx=-e_
6

S
A~ 8
1
e}
+
Q
wlo
1l
)
(%)

3.3 Llei normal general: N(p,0)

Definicié. Una variable aleatoria continua X es diu que es distribueix normalment, o

que segueix una llei normal, si la seva funcié de densitat és de la forma:

2
flx)= ! e_(ngz) o< x<o,-o<pu< oo, g> 0

NEZ

La notarem amb N (p, O).

Propietats
1) La distribuci6é normal depén de dos parametres p i 0% que sén la seva esperan-

¢a i variancia, respectivament.
E(X)=np Var (X) = o?

2) La distribucié normal és simétrica respecte de la seva esperanca p.

3) Si X és normal N(, 0) ia = 0 és una constant, a - X és N(a - , |a] - 0).
4) Si X, i X sén normals N(p, 0,) i N(p,, 0,) i independents, llavors X = X +
X, també és normal: N(u,+,,/of + 03 ). D'aquesta propietat podem deduir el teorema

segﬁentz
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Teorema de laddicié. Si una variable aleatoria, X, és suma de #n variables normals in-
dependents, X, amb mitjanes . i variancies Giz, X es distribuira també normalment amb

mitjana igual a la suma de mitjanes i varidncia igual a la suma de variancies, és a dir,
X=Xt X,+..t X, n n
= X~N( E Wi, 2 0'12 )
XiNN(M,-:O'i) =1 =

Exemple. Suposem que No¢ ja ha embarcat quasi tots els animals a la seva arca i
que només li falten una parella d'elefants i una parella de girafes. Sabem que els pesos,

en quilos, daquests animals segueixen distribucions normals amb els parametres se-

giients:
Xelefcmt mascle ~ N(5150 ’ 400)
Xelefantﬁmella ~ N(2950 ’ 200)
Xgimfa mascle ~ N(].ZOO ’ 150)
X ~ N(850 , 100)

girafa femella

Si l'arca només té marge per augmentar en 11000 quilos el seu pes de carrega,

quina distribucié té la variable que modela el pes conjunt dels quatre animals?

Solucié
La variable que volem estudiar és el pes total dels quatre animals, X. La variable X
és la suma de les 4 variables X

elefant mascle’ elefantfemella’ girafa mascle 1 gimfafemella’

xen distribucions normals. Com que:

les quals seguei-

5150 +2950 + 1200 + 850 = 10150 1

J400% +200% +150 +100> =482.18.

lavariable X seguird una distribucié normal amb els parametres segiients: X ~ N(10150,

482.18) i cal buscar P(X < 11000).

3.3.1 La normal estandard: N(0,1)

Definicié. La normal estandard és la normal N(0,1) de mitjana 0 i desviacié estaindard
1. També rep els noms de normal tipificada i de normal reduida. Generalment és la

normal que es troba en les taules estadistiques. Al llarg del text la notarem amb Z.
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Qualsevol altra variable normal X que sigui N(,0) pot passar a normal reduida

fent el canvi:

xi~ W

D’aquesta manera obtenim: P(x, = X <x ) = P(z,=Z =<z ) on z~

Exemple: suposem que el pes, en quilos, de les persones de certa poblacié segueix
una distribucié normal X ~ N(72, 18) i volem trobar la probabilitat que una persona
triada a l'atzar pesi entre 65 i 75 quilos. Com caldria buscar aquesta probabilitat si hem

de treballar amb la taula de la normal estindard?

Solucié
Cal estandarditzar els valors 65 i 75 mitjancant la transformacié z= 2% En
o
aquest cas, tindrem:
z, :M:_Ogg iz, :MZO‘”
18 18

Per tant, és el mateix buscar P(65 < X < 75) que buscar P(-0.39 < Z < 0.17).

3.4 Distribucions deduides de la normal
3.4.1 Distribucié khi quadrat

Definicié. Siguin Z , ..., Z v. a. N(0,1) independents i considerem la variable y * =
Z? +..+ Z % Es diu que  _? és la v. a. amb distribucié khi quadrat amb m graus de
llibertat.

Propietats
1)E(x, ) =m Var(x ) =2m

2) Siy, *iy,’sén independents amb m i n graus de llibertat, llavors > =1y >+
an , és a dir, la suma és una altra khi quadrat amb graus de llibertat la suma dels graus

de llibertat.
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3.4.2 Distribucié t de Student

Definicié. Sigui Z una v. a. amb distribucié N(0,1). Sigui ¥, > una altra variable amb
distribuci6 khi quadrat amb m graus de llibertat. Suposem Z i, *independents. Es de-

fineix la distribuci6 t de Student amb m graus de llibertat com la que segueix la v. a.

Z

1lxi/m

l‘:

Propietats

1) Lesperanca i varidncia existeixen per am > 1im > 2, respectivament.

E(t)=0 si m>1
Var(t)=m /(m-2) si m>2

2) La distribucié limit de t, per a m — o, és N(0,1).

3.4.3 Distribucié F de Fisher-Snedecor

Definicié. Sigui U una v. a. amb distribucié > i V una altra v. a. amb distribucié6 >
Suposem que U i V s6n independents. Es defineix la distribucié F amb m graus de

llibertat al numerador i n graus de llibertat al denominador com a:

F:U/m
V/n

També es diu que F té m i n graus de llibertat o (m,n) g.l.ies notacoma F_ .

Propietats

1) Lesperanca i variancia existeixen per an > 2in > 4, respectivament.

EF)=n/(n-2) si n>2

2n'(m+tn-2) .

5 si n>4
m(n-2) (n-4)

Var(F) =

2) Si F té distribucié F ,llavors 1/F téla distribucié F .Larelacié entre F
iF és:

nm

P(F

m,n

<x)=1-P(F_<1/x)=PF >1/x)

3) La distribucié limit de F quann —> o ésy 2
m,n m
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3.5 Convergencia a la llei normal: teorema del limit central

Enunciarem un teorema que, sota certes condicions, permet realitzar la substitucié d'una
variable aleatdria binomial per una de normal. Aquest teorema rep el nom de teorema de

Laplace - De Moivre.

Teorema de Laplace - De Moivre. Sigui X una variable aleatoria binomial de para-
metres 7 i p (per tant, amb mitjana np i desviacié tipica VP (I- p)). La distribucié de la
variable aleatoria X tendeix a una normal N(np, -[np(I- p)) a mesura que fem tendir »

N(np,\/np(1-p)).

cap a infinit mantenint p constant o X,

n—oo

Exemple. Suposem que la probabilitat que una peca sigui defectuosa és del 0.02.
Si agafem 20000 peces, quina és la probabilitat que:

a) El nombre de peces defectuoses sigui 410?

b) El nombre de peces defectuoses estigui entre 400 i 4502

Solucié:

a) La variable X, nombre de peces defectuoses, segueix una distribucié binomial
B(20000, 0.02), pero, com que n = 20000 és prou gran, podem aproximar la distribucié
binomial per una distribucié normal X  ,enaquest cas, de parametres N(400, 19.8).

Per tant, serd practicament el mateix buscar P(X = 410) amb la distribucié binomial que

buscar P(X

norm.

., =410) amb la distribuci6é normal. El problema apareix quan busquem

P(X  =410),ja que la probabilitat en un punt de qualsevol distribucié continua és
normal

0. Per solucionar aquest problema, que apareix sempre que aproximem una distribucié

discreta per una distribucié continua, haurem d'usar la correccié per continuitat, que

implica que cada valor x de la variable discreta sassocia a l'interval (x — 0.5, x + 0.5)

quan l'aproximem a una distribuci6 continua. En el nostre cas, serd aproximadament el

mateix buscar P(X = 410) que buscar P(409.5 < X  <410.5).

b) Actuant de la mateixa manera que en l'apartat anterior, serd aproximadament el

mateix buscar P(400 < X < 450) que buscar P(399.5 < X <450.5).

3.5.1 Teorema del limit central

Una generalitzacié del teorema de Laplace - De Moivre és la que es coneix amb el nom

de teorema del limit central. Aquest teorema se sol aplicar quan n > 30.
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Teorema 1. Si X, X, ..., X, s6n variables aleatories independents, desperances
E(X) = p ivariancies Var(X ) = 02 finites, i = 1, ..., n, llavors sota certes condicions
1 Hl 1 1

generals, sobté que:

X, +...+X

n n—o

Teorema 2. Si X, X, ..., X sén variables aleatories independents, que provenen
de la mateixa distribucié, amb esperanga E(X)) = p i varidncia Var(X)) = 0° finites, i =

1, ..., n, llavors, sota certes condicions generals, sobté que:

NQ’Ma\/ZOJ

Xi+...+X,

n—co

Exemple. Suposem que es vol anar de Tarragona a Montserrat (100 quildmetres)
en una cursa de relleus on cada atleta participant fa un quilometre. Cada atleta tarda a
fer un quilometre una mitjana de 4 minuts amb una desviacié estaindard de 0.5 minuts.
Quina distribuci6 segueix la variable “temps total per fer els 100 quilometres de recor-

”
regut ?

Solucié

La variable X que modela el temps total a fer els 100 quilometres de recorregut és
la suma de les variables que modelen el temps que triga cada atleta a fer un quilometre,
i encara que la distribucié del temps de cada atleta no segueixi una normal, com que

tenim que n = 100, podem fer laproximacié del teorema anterior:
X =Xi+...+ X,y ~ N(400,5)

Teorema 3.5i X, X, ..., X sén variables aleatories independents, que provenen
de la mateixa distribucié, amb esperanga E(X)) = p i varidncia Var(X)) = 0° finites, i =

1, ..., n, llavors, sota certes condicions generals, sobté que:

Z=X1+...+Xn __ N(u,i)

n I

Exemple. Suposem que el temps mitja diari que triga un estudiant a anar de casa seva

ala facultat és de 23 minuts amb una desviacié estaindard de 4 minuts. Si observem aquest
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estudiant durant 60 dies, quina distribucié segueix la variable “temps mitja durant 60 dies

a fer el trajecte de casa seva a la facultat”?

Solucié

La variable X, que modela el temps mitja durant 60 dies a fer el trajecte de casa de
lestudiant a la facultat és la mitjana de les variables que modelen el temps que triga cada
dia a fer aquest trajecte, i encara que la distribuci6 del temps diari no segueixi una normal,

com que tenim que n = 60, podem fer aproximaci6 del teorema anterior:

X+ + X

X, =
60 60

~ N(23,0.52)

Observacions
1) El teorema de Laplace - De Moivre és un cas particular del teorema central del
limit, perqué una variable aleatoria binomial és suma de variables aleatories de Berno-

uilli independents.

2) El teorema de 'addicié es refereix a la distribucié d'una variable suma de diver-
ses variables normals independents que és exactament normal, mentre que el teorema
central del limit es refereix a la d'una variable suma de diverses variables independents,
perd no necessariament normals, que saproximara a la normal d'una manera millor a

mesura que augmentem el nombre de sumands.

3.6 Us de les taules estadistiques
3.6.1 La taula normal estandard

Aquesta taula la farem servir quan treballem amb v. a. normals. Sila normal amb la qual
estem treballant no és estandard, podem transformar-la perqué ho sigui.

La columna de lesquerra correspon als punts z, amb un decimal, a partir dels quals
volem trobar la probabilitat, i la fila de dalt correspon al segon decimal dels punts z. Els

valors que hi ha al mig de la taula sén les probabilitats associades a I'interval z,%).

Exemples

a) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem P(Z > 1.67). Amb la taula podem trobar
aquesta probabilitat directament. A la columna de lesquerra mirem la fila correspo-
nent a 1.6 i dintre d’aquesta fila mirem quina area estd associada quan a dalt hi ha el

valor 7 (el qual és el segon decimal). Veiem que l'area associada és 0.0475. Per tant,
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P(Z > 1.67) = 0.0475.

b) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem P(Z =< —1.67). Com que la normal estan-
dard és simeétrica respecte al 0, la probabilitat que hi ha entre —o0 i —1.67 és la mateixa
que hi ha entre 1.67 i %, Per tant, puc calcular aquesta tltima com hem fet a lexemple
a) i obtenim:

P(Z < -1.67) = P(1.67 < Z) = 0.0475.

¢) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem P(0.54 < Z < 1.67). Amb la taula podem

trobar les probabilitats que hi ha entre 0.54 i % i entre 1.67 i . A nosaltres ens interes-

sa la probabilitat que hi ha entre 0.54 1 1.67 i aquesta probabilitat la podem aconseguir

restant de l'area que hi ha entre 0.54 i o0 'area que hi ha entre 1.67 i . Per tant:
P(0.54<Z<1.67) = P(Z > 0.54) - P(Z > 1.67) = 0.2946 — 0.0475 = 0.2471

d) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem P(-1.67 < Z =< —0.54). Com que la not-
mal estindard és simeétrica respecte al 0, la probabilitat que hi ha entre —1.67 i —0.54
és la mateixa que hi ha entre 0.54 i 1.67. Per tant, puc calcular aquesta tltima com hem

fet a l'exemple ¢) i obtenim:
P(-1.67 < Z = —0.54) = P(0.54 < Z = 1.67) = 0.2471

e) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem P(-0.54 < Z < 1.67). Amb la taula podem
trobar les probabilitats que hi ha entre —o0 i —0.54 i entre 1.67 i %, A nosaltres ens
interessa la probabilitat que hi ha entre —0.54 i 1.67 i aquesta probabilitat la podem
aconseguir restant d'1 Iarea que hi ha entre 1,67 i % i larea que hi ha entre —o0 i —0.54.

Per tant:
P(-054<7=<1.67)=1-(P(Z=<-0.54) + P(Z > 1.67)) =
1 -(0.2946 + 0.0475) = 0.6579
f) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem P(0 = Z < 1.67). A la taula trobem la pro-
babilitat que hi ha entre 1.67 i % i sabem que la probabilitat que Z sigui més gran que

0 és 0.5. A nosaltres ens interessa la probabilitat que Z estigui entre 0 i 1.67 i aquesta

probabilitat la podem aconseguir restant de 0.5 'area que hi ha entre 1.67 i o0, Per tant:
P(0=<Z <1.67) = 0.5 -0.0475 = 0.4525.
g) Suposem que X ~ N(50,12) i busquem P(44 < X <58).Lav.a. noXés una nor-

és una

mal estandard i, per tant, hem de transformar les dades. Sabem que Z=
normal estindard i hem de fer:

44-50 _ X-p _ 58-50

P(44<X<58)=P =P(-0.5<Z<0.67).
( )=P(— - o K )
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Una vegada hem passat les dades a una normal estandard, ja podem treballar amb
la taula:

P(-0.5 < Z < 0.67) = 1- (P(Z < -0.5) + P(Z > 0.67))
=1 - (0.3085 + 0.2514) = 0.4401

h) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem un punt z de manera que P(Z > z) =
0.0918. Ara ens donen la probabilitat i hem de trobar el punt. Per la dada que ens do-
nen sabem que el punt z serd un nombre positiu. Hem de buscar a I'interior de la taula

larea 0.0918 i veure amb quin punt es correspon. El punt és z = 1.33.

i) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem un punt z de manera que P(Z > z) =
0.8238. Ara sabem que el punt z serd un nombre negatiu. Com que la taula només
treballa amb nombres positius, haurem d'usar la simetria de la normal. El punt z que
compleix P(Z > z) = 0.8238 també compleix que P(Z =< z) = 0.1762. Hem de buscar
un punt positiu 2’ de manera que P(Z > z’) = 0.1762 i després canviar-li el signe, ja que
es complird que z = —2. Buscant a l'interior de la taula Iarea 0.1762, obtenim el punt 2’
= 0.93 i, per tant, el punt z que es busca és z = —0.93.

j) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem un punt z de manera que P(Z < z) =
0.9207. Ara sabem que el punt z serd un nombre positiu, perd ens estan donant l'area
acumulada fins al punt (l'area de lesquerra) i la taula treballa amb l'area de la dreta. El
punt z que compleix P(Z < z) = 0.9207 també compleix que P(Z > z) = 0.0793. Hem
de buscar a l'interior de la taula l'area 0.0793 i veure amb quin punt es correspon. El
punt és z = 1.41.

k) Suposem que Z ~ N(0,1) i busquem un punt z de manera que P(Z =< z) =
0.3228. Ara sabem que el punt z serd un nombre negatiu i haurem d'usar la simetria de
la normal per trobat-lo. Hem de buscar un punt positiu z’ de manera que P(Z > 2') =
0.3228 i després canviar-li el signe, ja que es complird que z = —z' Buscant a l'interior

de la taula I'area 0.3228 obtenim el punt 2’ = 0.46 i, per tant, el punt z que es busca és
z = —0.46.

3.6.2 La taula kbi quadrat

Aquesta taula la farem servir quan treballem amb una v. a. Khi quadrat. Aquesta taula
té unes caracteristiques diferents de la taula anterior.

La columna de lesquerra correspon als graus de llibertat de la %*> amb la qual tre-
ballem. La fila de dalt correspon a les probabilitats que hi ha entre el punt amb el qual
estem treballant i o, Els valors que hi ha al mig de la taula sén els punts associats a les
probabilitats de la fila superior.
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Exemples

a) Suposem que X ~ % , i busquem P(X = 7.8). Hem d'agafar la fila corresponent
als 14 graus de llibertat. Si busquem el punt 7.8 en aquesta fila, veiem que té una pro-
babilitat associada de 0.9:

P(X=7.8)=09

b) Suposem que X ~ %’ , i busquem P(X = 7.8). Aquest succés és el complemen-

tari de l'anterior i, per tant, hem de restar d'1 la probabilitat anterior:
P(X=78)=1-P(X=78)=1-09=0.1

¢) Suposem que X ~ % , i busquem un punt x, de manera que P(X = x) = 0.1.
Ara ens donen la probabilitat i hem de trobar el punt i, per tant, hem de buscar a la fila

superior larea 0.1 i veure amb quin punt es correspon. El punt és x = 21.1.

d) Suposem que X ~ %’ , i busquem un punt x de manera que P(X = x) = 0.75.
Ara ens donen la probabilitat que la v. a. sigui més petita que un punt. La taula ens

déna les probabilitats dels successos contraris i hem de trobar el punt de manera que

PXzx)=1-P(X=x)=1-0.75=0.251iel puntés x = 17.1.

3.6.3 La taula t de Student

Aquesta taula la farem servir quan treballem amb una v. a. t de Student. Aquesta taula
té unes caracteristiques semblants a la taula anterior, pero cal tenir en compte que la
distribuci6 t de Student és simétrica respecte al zero.

La columna de lesquerra correspon als graus de llibertat de la t de Student amb
la qual treballem. La fila de dalt correspon a les probabilitats que la v. a. sigui més gran
que el punt amb el qual estem treballant. Els valors que hi ha al mig de la taula sén els

punts associats a les probabilitats de la fila superior.

Exemples

a) Suposem que X ~ t de Student amb 14 graus de llibertat i busquem P(X =
2.14). Hem d’agafar la fila corresponent als 14 graus de llibertat. Si busquem el punt
2.14 en aquesta fila veiem que té una probabilitat associada de 0.025:

P(X =2.14) = 0.025
b) Suposem que X ~ t de Student amb 14 graus de llibertat i busquem P(X <2.14).

Aquest succés és el complementari de l'anterior i, per tant, hem de restar d'1 la proba-

bilitat anterior:

P(X =2.14)=1-P(X=2.14) =1-0.025 = 0.975
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¢) Suposem que X ~ t de Student amb 14 graus de llibertat i busquem un punt x
de manera que P(X = x) = 0.1. Ara ens donen la probabilitat i hem de trobar el punt i,
per tant, hem de buscar a la fila superior area 0.1 i veure amb quin punt es correspon.

El punt és x = 1.35.

d) Suposem que X ~ t de Student amb 14 graus de llibertat i busquem un punt
x de manera que P(X =< x) = 0.75. Ara ens donen la probabilitat que la v. a. sigui més
petita que un punt. La taula ens ddna les probabilitats dels successos contraris i hem de

trobar el punt de manera que:

PXzx)=1-P(X=x)=1-0.75=0.251iel punt és x = 0.69

e) Suposem que X ~ t de Student amb 14 graus de llibertat i busquem un punt
x de manera que P(X = x) = 0.25. Aquest punt serd a lesquerra del O (serd negatiu), i
com que la v. a. és simétrica, el punt buscat és loposat del punt que P(X = x) = 0.25. El
punt buscat és —0.69.

3.6.4 La taula F de Fisher

Aquesta taula la farem servir quan treballem amb una v. a. F de Fisher. Aquesta taula té
unes caracteristiques semblants a les dues taules anteriors.

La fila de dalt correspon als graus de llibertat del numerador de la F de Fisher
amb la qual treballem i la columna de lesquerra correspon als graus de llibertat del
denominador. Els valors que hi ha al mig de la taula sén els punts associats a les pro-
babilitats. En aquest cas, tenim una taula per a cada probabilitat diferent que es vulgui

treballar. La primera taula correspon a la probabilitat 0.05 a la dreta del punt, la segona

2 0.0251la tercera a 0.01.

Exemples

a) Suposem que X ~ F__ibusquem un punt x de manera que P(X = x) = 0.95.

10,15
Hem d'agafar la taula corresponent a la probabilitat 0.05 i buscar el punt que es trobaala

columna dels 10 graus de llibertat i la fila dels 15 graus de llibertat. El punt és x = 2.54.

b) Suposem que X ~ F, . ibusquem un punt x de manera que P(X < x) = 0.99.

10,15
Hem d'agafar la taula corresponent a la probabilitat 0.01 i buscar el punt que es trobaala

columna dels 10 graus de llibertat i la fila dels 15 graus de llibertat. El punt és x = 3.8.

¢) Suposem que X ~ F__ibusquem un punt x de manera que P(X = x) = 0.99.

10,15
Hem d'agafar la taula corresponent a la probabilitat 0.01 i apliquem la propietat 2) de

la distribucié de Fisher, és a dir, s’ha d'intercanviar lordre dels graus de llibertat, buscar
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el punt x’ que deixa a la seva dreta una probabilitat de 0,01 (o que deixa a la seva esquet-
ra una probabilitat de 0.99) i assignar x = 1/x":

0.99 = P(F  ,=x)=P(F,  <x)
El punt x’ trobat és 4.56. Per tant, x = 1 / 4.56 = 0.219.

3.7 Funcions d’Excel per calcular probabilitats
3.7.1 Distribucié binomial

Funcié Excel: DISTR.BINOM.

Objectiu: buscar probabilitats corresponents als possibles valors d'una distribucié

binomial (n,p).
Parametres:

+ Nombre_éxits: valor del qual volem calcular la probabilitat (ja sigui la proba-
bilitat exacta o la probabilitat acumulada).

+ Intents: pardmetre n de la binomial.

+ Prob._éxit: probabilitat p d'aconseguir el que sesta estudiant quan agafem un
sol element. Es el parimetre p de la binomial.

+ Acumulat: posar 0 si només volem la probabilitat que el resultat sigui exac-
tament “Nombre_exits” i posar 1 si volem la probabilitat acumulada fins a
“Nombre_éxits”.

Enunciat exemple 1

Tenim 20 iogurts a la nevera. La probabilitat que un iogurt estigui caducat és del
15%. Quina és la probabilitat que, dentre els iogurts que hi ha a la nevera, n'hi hagi 6
de caducats?

Solucié exemple 1
Usant la funcié d’Excel DISTR.BINOM, hem de posar:

+ Nombre_eéxits: 6.
+ Intents: 20.

+ Prob_eéxit: 0.15.

+ Acumulat: 0.

La probabilitat demanada és 0.0454 (un 4.54%).
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Enunciat exemple 2
Tenim 20 iogurts a la nevera. La probabilitat que un iogurt estigui caducat és del

15%. Quina és la probabilitat que, dentre els iogurts que hi ha a la nevera, n'hi hagi 6 o
menys de caducats?

Solucié exemple 2
Usant la funcié d’Excel DISTR.BINOM, hem de posar:

+ Nombre_eéxits: 6.
+ Intents: 20.

+ Prob_eéxit: 0.15.
+ Acumulat: 1.

La probabilitat demanada és 0.9781 (un 97.81%).

3.7.2 Distribucié de Poisson

Funcié Excel: POISSON.
Objectiu: buscar probabilitats corresponents als possibles valors d'una distribucié
de Poiss(\).
Parametres:
+ X:valor del qual volem calcular la probabilitat (ja sigui la probabilitat exacta
o la probabilitat acumulada).

+ Mitjana: mitjana o parametre A de la Poisson.

+ Acumulat: posar 0 si només volem la probabilitat que el resultat sigui exacta-
ment X i posar 1 si volem la probabilitat acumulada fins a X.

Enunciat exemple 1

El nombre de clients que arriben a certa entitat bancaria segueix una distribucié
de Poisson amb una mitjana de 15 clients per hora. Quina és la probabilitat que durant
la propera hora arribin 12 clients a lentitat bancaria?

Solucié exemple 1

Usant la funcié d’Excel POISS, hem de posar:

+ X:12.

+ Mitjana: 15.

+ Acumulat: 0.

La probabilitat demanada és 0.0829 (un 8.29%).
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Enunciat exemple 2
El nombre de clients que arriben a certa entitat bancaria segueix una distribucié
de Poisson amb una mitjana de 15 clients per hora. Quina és la probabilitat que durant

la propera hora arribin 12 clients o menys a lentitat bancaria?

Solucié exemple 2
Usant la funcié d’Excel POISS, hem de posar:
+ X:12.

+ Mitjana: 15.
+ Acumulat: 1.

La probabilitat demanada és 0.2676 (un 26.76%).

3.7.3 Distribucié exponencial

Funcié Excel: DISTR.EXP.

Objectiu: buscar probabilitats corresponents als possibles valors duna distribuci6

exponencial Exp(\).

Parametres:

+ X:valor del qual volem calcular la probabilitat acumulada.
+ Lambda: parimetre A de lexponencial.

+ Acumulat: s’ha de posar 1 per calcular la probabilitat acumulada fins a X.

Enunciat exemple

El temps que es triga a canviar una roda segueix una distribucié exponencial amb
una mitjana de 5 minuts. Quina és la probabilitat que es tardin menys de 6 minuts per
canviar la propera roda?

Solucié exemple
Usant la funcié d’Excel DISTR.EXP, hem de posar:
+ X:6.

+ Lambda: 0.2 (és el mateix que 1/5).
+ Acumulat: 1.

La probabilitat demanada és 0.6988 (un 69.88%).
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3.7.4 Distribucié normal

Funcié Excel: DISTR.NORM.

Objectiu: buscar probabilitats corresponents als possibles valors d'una distribucié

Normal(p,0).
Parametres:
+ X:valor del qual volem calcular la probabilitat acumulada.
+ Mitjana: mitjana de la distribucié normal.
+ Desv_estandard: desviacié estaindard de la distribucié normal.

+ Acumulat: hem de posar 1 per calcular la probabilitat acumulada fins a X.

DISTR.NORM{X) - e

n X

Enunciat exemple
Suposem que una variable aleatdria X segueix una distribucié N(40,8). Quina és

la probabilitat P(X =< 34)?

Solucié exemple
Usant la funcié d’Excel DISTR.NORM, hem de posar:
+ X:34.

+ Mitjana: 40.
+ Desv_estandard: 8.
+ Acumulat: 1.

La probabilitat demanada és 0.2266 (un 22.66%).

Funcié Excel: DISTR.NORM.INV.

Objectiu: buscar valors d'una distribucié Normal(p,0) corresponents a unes pro-
babilitats donades.

Parametres:

+ Probabilitat: probabilitat acumulada fins al punt que sera la resposta d'aquesta
funcid.
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+ Mitjana: mitjana de la distribucié normal.

+ Desv_estandard: desviacié estaindard de la distribucié normal.

Probabilidad

18 DISTR.NORM.INV{probabilidad)

Enunciat exemple

Suposem que una variable aleatoria X segueix una distribucié N(40,8). Quin és el

valor a que fa que P(X <a) = 0.33?

Solucié exemple

Usant la funcié d’Excel DISTR.NORM.INYV, hem de posar:
+ Probabilitat: 0.33.

+ Mitjana: 40.
+ Desv_estandard: 8.

El valor a demanat és 36.48.

3.7.5 Distribucié khi quadrat

Funcié Excel: DISTR.CHI.

Objectiu: buscar probabilitats corresponents als possibles valors d'una distribucié
khi quadrat amb » graus de llibertat.

Parametres:

+ Xz valor del qual volem calcular la probabilitat corresponent a la cua de la
dreta.

+ Graus_de_llibertat: graus de llibertat de la khi quadrat.
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| DISTR.CHIK)

Enunciat exemple

Suposem que una variable aleatoria X segueix una distribucié khi quadratamb 12

graus de llibertat. Quina és la probabilitat P(X > 6.3)?

Solucié exemple
Usant la funcié d’Excel DISTR.CHI, hem de posar:
+ X: 6.3.

+ Graus_de_llibertat: 12.
La probabilitat demanada és 0.9002 (un 90.02%).

Funcié Excel: PRUEBA.CHLINYV,

Objectiu: buscar valors d'una distribuci6 khi quadrat amb » graus de llibertat cor-
responents a unes probabilitats donades.

Parametres:

+ Probabilitat: probabilitat corresponent a la cua de la dreta del punt que sera la
resposta d’aquesta funcio.

+ Graus_de_llibertat: graus de llibertat de la khi quadrat.

Probakilidad

FRUCDA CHLINY {probabildady
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Enunciat exemple
Suposem que una variable aleatoria X segueix una distribucié khi quadratamb 12

graus de llibertat. Quin és el valor a que fa que P(X > a) = 0.75?

Solucié exemple

Usant la funcié d’Excel PRUEBA.CHILINYV, hem de posar:

+ Probabilitat: 0.75.

+ Graus_de_llibertat: 12.
El valor a demanat és 8.4.

3.7.6 Distribucié F de Fisher

Funcié Excel: DISTR.E

Objectiu: buscar probabilitats corresponents als possibles valors d'una distribuci6

F de Fisher amb m i n graus de llibertat.

Parametres:
+ X: valor del qual volem calcular la probabilitat corresponent a la cua de la
dreta.

+ Graus_de_llibertat: graus de llibertat del numerador dela F.

+ Graus_de_llibertat2: graus de llibertat del denominador dela F.

Enunciat exemple
Suposem que una variable aleatoria X segueix una distribucié F de Fisher amb 12

i 18 graus de llibertat. Quina és la probabilitat P(X > 1.4)?
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Solucié exemple

Usant la funcié d’Excel DISTR.E hem de posar:

« X:14.

+ Graus_de_llibertat: 12.

+ Graus_de_llibertat2: 18.
La probabilitat demanada és 0.2518 (un 25.18%).

Funcié Excel: DISTR.EINV.

Objectiu: buscar valors d'una distribucié F de Fisher amb m i n graus de llibertat

corresponents a unes probabilitats donades.

Parametres:

+

resposta d'aquesta funcié.

Frobabilidad
-

Probabilitat: probabilitat corresponent a la cua de la dreta del punt que sera la

Graus_de_llibertat1: graus de llibertat del numerador de la F.

Graus_de_llibertat2: graus de llibertat del denominador de la F.

DISTRF.AMN prababilidad)

Enunciat exemple
Suposem que una variable aleatoria X segueix una distribucié F de Fisher amb 12

i 18 graus de llibertat. Quin és el valor a que fa que P(X > a) = 0.85?

Solucié exemple

Usant la funcié d’Excel DISTR.EINYV, hem de posar:

+ Probabilitat: 0.85.
+ Graus_de_llibertat1: 12.
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+ Graus_de_llibertat2: 18.
El valor a demanat és 0.5546.

3.7.7 Distribucié t de Student

Funcié Excel: DISTR.T.

Objectiu: buscar probabilitats corresponents als possibles valors d'una distribucié
t de Student amb » graus de llibertat.

Parametres:

+ X:valor del qual volem calcular la probabilitat corresponent a la cua de la dre-
ta. NOMES sadmeten valors positius.

+ Graus_de_llibertat: graus de llibertat de la t de Student.

+ Cues: hem de posar 1 per calcular la probabilitat corresponent a la cua de la
dreta.

MSTR.TG

Enunciat exemple
Suposem que una variable aleatoria X segueix una distribuci6 t de Student amb

12 graus de llibertat. Quina és la probabilitat P(X > 0.94)?

Solucié exemple

Usant la funcié d’Excel DISTR.T, hem de posar:

+ X:0.94,
+ Graus_de_llibertat: 12.
+ Cues: 1.
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La probabilitat demanada és 0.1829 (un 18.29%).

Funcié Excel: DISTR.T.INV,

Objectiu: buscar valors d'una distribucié t de Student amb # graus de llibertat

corresponents a unes probabilitats donades. Aquesta funcié NOMES busca valors po-

sitius.

Parametres:

+ Probabilitat: probabilitat corresponent al DOBLE de la cua de la dreta del
punt que sera la resposta d'aquesta funcid. Per exemple, si volem trobar el punt

que deixa a la cua de la seva dreta una probabilitat de 0.4, a“Probabilitat” hem

de posar 0.8.

+ Graus_de_llibertat: graus de llibertat de la t de Student.

Enunciat exemple

Suposem que una variable aleatoria X segueix una distribucié t de Student amb

0 U5 TR T (b ki ady

12 graus de llibertat. Quin és el valor a que fa que P(X > a) = 0.35?

Solucié exemple

Usant la funcié d’Excel DISTR.T.INV, hem de posar:

+ Probabilitat: 0.7.

+ Graus_de_llibertat: 12.
El valor a demanat és 0.3947.
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4., Intervals de confiancga

4,1 Nocions de mostra i mostreig

Definicié. Lestadistica té com a objectiu lestudi de les poblacions, entenent per aquest
terme un conjunt de persones, coses o, en general, elements amb alguna caracteristica
comuna a tots ells.

De l'observacié del comportament individual de cada un dels elements que com-
ponen la poblacié es poden obtenir unes lleis generals per a tots els elements de la
poblacié.

Sembla evident que per trobar aquestes lleis generals sigui necessaria l'observacié
exhaustiva de tota la poblacié. Inconvenients dorganitzaci6, de temps i, en definitiva,
economics fan molt dificil estudiar tots els elements de la poblacié si aquesta és molt
gran. Per exemple, si volem fer un estudi de la vida de les bombetes que produeix una
fabrica, hem dobservar quant de temps passa fins que la bombeta es fon, i aix0 no ho
farem amb totes les bombetes que es fabriquen (si ho féssim, la fabrica es quedaria sen-
se bombetes per vendre).

Definicié. En els casos que no puguem observar tots els elements de la poblacié,
seleccionarem un conjunt delements de la poblacid, que anomenem mostra.

Perqué sigui correcta la substituci6 de I'observacié exhaustiva de la poblacié per
la més limitada observaci6 dels elements que formen una mostra, cal que la composicid
daquesta sigui representativa de la composici6 de la poblacié.

Definicié. Sanomena mostreig la técnica emprada per a l'obtencié de mostres.

Deﬁnicié. Direm que una mostra és aleatoria simple quan:
1. Cada element de la poblacié té la mateixa probabilitat de ser escollit.

2. Les observacions es realitzen amb reemplacament, de manera que la poblacié

és idéntica en totes les extraccions.
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4.2 Concepte d'estadistic i de parametre

Definicié. Donada una mostra (X1' . Xn), sanomena estadistic tota variable que sigui

funcié de la mostra:

n

= f(X,) 0 X)

Definicié. Sanomena parametre qualsevol valor obtingut d'una poblacié.

Poblacio ——

| _— Parametres

/V Estadistics

Mostra —

Els diversos parametres poblacionals generalment sén desconeguts, ja que no te-

nim disponibles les dades de tota la poblacié. El valor dels estadistics sempre sera co-

negut, ja que sempre tindrem disponibles les dades d’alguna mostra. Els parametres

poblacionals tenen relacionats certs estadistics mostrals i els valors d'aquests estadistics

ens permetran fer una inferéncia o estimaci6 sobre quin és el valor del parametre po-

blacional corresponent.

Variancia poblacional, 0*

POBLACIO — PARAMETRES MOSTRA — ESTADISTICS
(desconeguts) (coneguts)
Mitjana poblacional, p - — ; X
Mitjana mostral, X =
n
S(xi-X)

" . R
Variancia mostral, S -1

Desviacié estandard poblacional, o

Desviacié estindard mostral, S=

Proporci6 poblacional, p

Proporcié mostral, p

Mediana poblacional, Me

Mediana mostral, Me

Percentil 35 poblacional, P,

Percentil 35 mostral, P35
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4.3 Estimaci6 puntual i estimacié per intervals

El procés d'estimacié estadistica es relaciona amb el conjunt de métodes i procediments
estadistics a partir dels quals, i de la informacié donada per una mostra aleatoria ob-
tinguda d'una determinada poblacié, es pretén fer alguna afirmacié en termes numeérics
sobre el valor del parimetre o parimetres desconeguts que caracteritzen la poblacid.
Es tracta, en definitiva, de com usar de manera 0ptima la informacié que ens déna una
mostra per poder assignar valors numerics als pardmetres desconeguts d'una determi-
nada poblacié estadistica.

La funci6 de probabilitat o de densitat d'una v. a. X depén dalguns parametres,
com ara lesperanca i la variancia. Els vertaders valors daquests parametres sovint sén
desconeguts a la practica i han de ser estimats a partir d'una mostra de X.

Definicié. Sigui f(x,0) la funcié de densitat de X on 0 és el parametre desconegut.

S’anomena estimador de O una variable aleatoria funcié de la mostra
U= g(Xl, .y Xﬂ)

Donada una mostra aleatoria, sempre és possible obtenir determinats estadistics
mostrals: mitjana, mediana, desviacié estandard..., i considerar-los com a estimadors
potencials dels parametres poblacionals.

Cal remarcar que lobtencié destimadors pot fer-se mitjangant laplicacié de dos
criteris diferents:

1. Estimacié puntual: sanomena estimacié puntual el procés destimacié que as-
signa a cada parametre cert valor estimat. Lestimaci6 puntual té lavantatge
de deixar especificat univocament el parametre que es pretén estimar, perd té
l'inconvenient que, si agafem dues mostres diferents, es podrien produir dife-

réncies importants entre els valors estimats.

2. Estimacié per intervals: consisteix a marcar un interval al qual, amb una certa
probabilitat, pertanyi lestimador escollit, de manera que lestimacié del para-
metre poblacional serd donada per un conjunt de valors, qualsevol dels quals

podria ser agafat com a expressié del parametre poblacional que es vol estimar.

4.4 Nocié6 d’'interval de confianca. Coeficient de confianga

Els métodes destimaci6 puntual presenten un gran inconvenient: no proporcionen in-
formacid sobre com és de gran lerror comeés en lestimacié. Lerror només seria conegut
amb precisi6 en el cas que el parimetre fos conegut, perd en aquest cas no seria neces-

sari fer cap estimacié.
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Lestimaci6 per interval sorgeix per solucionar aquest problema. Aquest procedi-
ment es basa en el fet que un estimador és una v. a. caracteritzada per:
+ una distribucié de probabilitat

+ una esperan¢a matematica

+ una variancia

Definicié. Ara posarem les bases per donar la definici6 d'interval de confianga. Sigui
X, ..., X una mostra aleatoria simple d'una v. a. X amb una distribucié que depén d'un
1 n p q P

parametre O (i possiblement d’altres parametres). Es diu que els estadistics:
U=g(X, .. X) V=g (X,.,X)

constitueixen un interval de confianga per a 0, amb coeficient (o nivell) de confianca
1-a,0al 100(1 — a)%, si es verifica:

1. U < V per a tota mostra de grandaria n.
2. P(U<B<V)=1-o0u

Definicié. 1 — o. sanomena nivell de confianga. o sanomena nivell derror o de
significacié o de significanca.
Cal arribar a una mena d'equilibri entre els diversos aspectes (amplada, confianca,

error, precisid, utilitat) que entren en joc quan es construeixen intervals de confianca.

Exemple

Suposem que volem fer una inferéncia sobre l'alcada mitjana de tots els habitants
de Catalunya. Com que no es disposa de les al¢ades de tots els habitants de Catalunya
(poblacid), sagafa una mostra de la poblacid, es mira la seva al¢ada i es construeix un
interval de confianca per a l'alcada mitjana de tota la poblacié. Podem veure qué passa

en dues situacions extremes:

INTERVAL AMPLADA | CONFIANCA | ERROR | PRECISIO | UTILITAT

(1.50,2.00) Gran Gran Petit Poca Poca
(1.7234,1.7236) Petita Petita Gran Molta Molta
Observacions

1. UiV sén els limits de confianga de 0. En general, son estimadors per defecte

i per excés de 0.

2. Linterval depén de la mostra.
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3. El coeficient de confian¢a 1 — o és un valor que escull lexperimentador. Sacos-
tuma a agafar o = 0.10, 0.05 0 0.01, és a dir, 1 — o = 0.9, 0.95 0 0.99. Com
més gran és 1 — o, més gran és el grau de confianca, perd també serd més gran
l'interval de confianca. Interessa obtenir un interval reduit, perd amb una pro-
babilitat relativament alta de contenir el valor del parametre.

4. El valor de 0 és constant, mentre que l'interval de confianca I = (U, V) és d'ex-
trems aleatoris, incloent-hi el vertader valor de 8 amb probabilitat 1 — o

5. Linterval de confianca sha d'interpretar segons una visi6 freqiiencial en el
sentit segiient: si, per exemple, agafem 1 — o = 0.95, en una llarga série de
determinacié d'intervals de confianca, en el 95% dels casos l'interval incloura

el vertader valor de 0.

4.5 Determinacié d’intervals de confianca

A la taula d'intervals es donen les instruccions per calcular diferents intervals de con-
fianca, segons les condicions amb les quals estem treballant i el parametre que volem
estimar.
Els passos que hauriem de seguir per construir un interval de confianga serien:
1. Determinar de queé es vol fer l'interval:

) una mitjana poblacional

b) una diferéncia de mitjanes poblacionals

¢) una variancia poblacional

d) un quocient de variancies poblacionals

e) una proporcié poblacional

f) una diferéncia de proporcions poblacionals

2. Determinar les condicions generals de lexercici per treballar amb l'interval
adient.
3. Consultar les taules estadistiques i determinar el valor corresponent que cal

per trobar el marge derror de 'interval.
4. Calcular el marge derror de l'interval.

5. Calcular els extrems inferior i superior de l'interval de confianga.

Notacié. La notacié emprada a la taula d'intervals és la segiient:

« nés el nombre delements de la mostra. Si té un subindex, significa que hi ha

més d'una mostra i amb el subindex indiquem amb quina mostra treballem.
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X
Y= & éslamitgana de la mostra. El significat dels subindexs és el mateix

n .
que €n €l cas anteriot.

n
3 \2
S(xi-X)
§?="  éslavaridncia de la mostra. El significat dels subindexs és el
n-1
mateix que en el primer cas. Cal observar que, per calcular la variancia mostral,

s'’ha de dividir entre n — 1 i no entre # (com féiem en el tema destadistica des-
criptiva), ja que lestimador S* té millors propietats que si dividissim entre .

p ésla proporcié en qué apareix certa caracteristica en una mostra. El signifi-

cat dels subindexs és el mateix que en el primer cas.

z,,,, és el valor trobat a la taula N(0,1) que deixa a la seva dreta una area igual

ao/2.

t.,, és el valor trobat a la taula t de Student que deixa a la seva dreta una area

igual a /2.

X o 1 X1 oy, 00 els valors trobats a la taula * que deixa a la seva dreta una
areaiguala 0/211 — a/2, respectivament.
FopiF

una areaigual a a/2 i1 — 0/2, respectivament.

, s6n els valors trobats ala taula F de Fisher que deixa ala seva dreta

Observacions

1.

Dues mostres, tant si tenen la mateixa mida com si no, sén independents quan
sobserva una variable sobre individus diferents. Per exemple, es mesura el pes
abans de fer un régim en 8 persones, i després de fer el régim es mesura el pes

en altres 8 persones diferents.

Dues mostres sén dependents quan sobserva una variable sobre els mateixos
individus. En aquest cas, les mides de les mostres seran iguals i té sentit cre-
ar una nova mostra que sigui la diferéncia individu a individu de les mostres
originals. En aquesta situacid, per fer els calculs es treballard sobre aquesta
nova mostra i no sobre les mostres originals; és a dir, es calculard la mitjana
ila desviaci6 estandard daquesta nova mostra. Per exemple, es mesura el pes
abans de fer un régim en 8 persones i després de fer el régim es mesura el pes
en les mateixes 8 persones anteriors. També es consideren mostres dependents

quan, per exemple, es mesuren els temps assolits per dos atletes de 100 metres
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llisos en 6 carreres diferents on han participat els dos atletes i on se suposa
que les condicions (de vent, temperatura i altura sobre el nivell del mar) sén
les mateixes per als dos atletes; serien mostres independents si les condicions

fossin diferents per als dos atletes.

Mostra 1 Mostra 2 Mostra 1 — Mostra 2
1 *2n X" %
12 X2 X127 Xy
xln x2n xln B x2n

Exemple 1. Amb lobjectiu de verificar el pes mitja de les caixes de cereals de certa

marca, s han agafat 16 d'aquestes caixes i shan pesat. Els resultats sén: 506, 508,499, 503,
504,510,497, 512, 514, 505, 493, 496, 506, 502, 509 i 496. Si suposem que el pes de les

caixes segueix una v. a. normal amb variincia desconeguda, busquem un interval de confi-

anca del 95% per al pes mitja de les caixes de cereals.

Solucié

1. Esvol construir un interval per al pes mitja de les caixes de cereals, per tant, duna
mitjana poblacional.

2. Ens diuen que la distribucié del pes de les caixes de cereals, la variable que es vol
estudiar, segueix una normal i no es coneix la variancia poblacional 0% A més, la
mostra és de 16 elements. Per aix0, agafarem el tercer interval de la taula.

3. Cal consultar les taules de la t de Student amb 15 graus de llibertat i mirar quin
punt deixa a la seva dreta una area de /2 = 0.05/2 = 0.025. Aquest valor ést, .
=2.13.

4. El marge derror de l'interval es calcula a partir de Za/> ﬁ . Sabent que S = 6.2,
n=161 o0z = 2.13, tenim que el marge derror de l'interval és 3.30.

5. Com que X =503.75 i l'interval es construeix com a X = marge derror, I'in-

terval que obtenim és 500.45 < p < 507.05. Aquest resultat vol dir que, amb
un 95% de confianca, la mitjana real del pes de les caixes de cereals es troba en

aquest interval.

Exemple 2. Per comparar dos métodes pedagogics diferents, s’han fet uns tests a dos

grups d'alumnes, cada grup dels quals ha aprés segons un métode diferent. El primer grup

és de 10 alumnes i el segon de 16 alumnes. Suposem que les puntuacions segueixen v. a.

normals amb esperanca i variincia desconegudes i iguals. Els resultats van ser X, = 6.3,
312 =34, X, =581 522 = 3.1. Volem un interval de confianga del 90% per a la diferéncia

’
desperances.
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Solucié

1.

4.

5.

Es vol construir un interval per a la diferéncia de puntuacions mitjanes obtingu-
des segons cada métode pedagogic, per tant, d'una diferéncia de mitjanes pobla-

cionals.

Ens diuen que la distribuci6 de les puntuacions de cada métode segueix unes
distribucions normals, amb variincies desconegudes pero iguals a les dues pobla-

cions. Per aix0, agafarem el sis¢ interval de la taula.

Cal consultar les taules de la t de Student amb 10 + 16 — 2 = 24 graus de lli-
bertat i mirar quin punt deixa a la seva dretauna areade /2 =0.1/2 = 0.05.
Aquest valor és t,os= 1.71.

El marge derror de l'interval es calcula a partir de

t,, (i+L)((”1—1)5'12+(n2—1)922

nn, n+n, =2

Amb les dades de lenunciat tenim que el marge derror de l'interval és 1.24.

Com que X, =6.31 X, = 5.81l'interval es construeix com a X, - X, +marge
derror, I'interval que obtenim és —0.74 < B, — B, < 1.74. Aquest resultat vol
dir que, amb un 90% de confianca, la diferéncia de les esperances de les puntu-

acions segons els métodes proposats esta en aquest interval.

4.5.1 Calcul del nivell derror associat a un marge derror donat

Ens podriem demanar amb quin nivell de confian¢a (o derror) caldria treballar per

aconseguir un determinat marge derror. En aquest cas, caldria igualar la férmula del

marge derror corresponent al valor concret del marge derror desitjat deixant com a in-

cognita el valor de taules estadistiques. A partir del valor de taules estadistiques es pot

trobar el nivell de confian¢a o el derror.

4.5.2 Calcul de la mida d’'una mostra

Donat el nivell de confianca (o el derror), ens podriem demanar quina ha de ser la mida

de la mostra per aconseguir un cert marge derror. En aquest cas, caldria igualar la f6r-
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mula del marge derror corresponent al valor concret del marge derror desitjat deixant
com a incognita la mida de la mostra. Aquesta variant es podria aplicar als intervals 1
(interval sobre la mitjana poblacional amb variincia poblacional coneguda), 2 (interval
sobre la mitjana poblacional amb variancia poblacional desconeguda i suposant que la
mida de la mostra, tot i que no es coneix a priori, serd gran) i 10 (interval sobre la pro-

porcié poblacional).

Observacions
1. El cas de l'interval 1 realment sera dificilment aplicable, perqué¢, generalment,

la variancia poblacional serd desconeguda.

2. Per al cas de l'interval 2, si es demana la mida de la mostra, implica que encara
) \ Y .

no s’ha agafat realment cap mostra, pero en el calcul de la mida de la mostra

intervé la variabilitat de les dades (a través de la desviacié estandard d'una

mostra). En aquest cas, per tenir una estimacié de la variabilitat de les dades,

caldria agafar una mostra prévia i usar la variabilitat d'aquesta mostra preévia

per determinar la mida de la mostra definitiva.

3. Enelcas delinterval 10 també caldria tenir una estimaci6 prévia de la propor-
cié mostral que pot sortir de la mostra definitiva, De totes maneres, per curar-
se en salut, es pot agafar com a proporcié mostral p=0.5 i llavors tindriem

que:

2
"= 0,25(#)

marge error
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5. Contrastos d’hipotesis

El contrast d’hipotesis es relaciona amb el conjunt de técniques i métodes estadistics
que tenen com a objectiu la verificacié de determinades afirmacions o suposicions fetes
sobre algun o alguns parimetres desconeguts que caracteritzen una poblacié estadisti-
ca. En aquest tema només tractarem els contrastos d’hipotesis quan estem mostrejant

poblacions normals o quan el nombre delements de les mostres sigui prou gran.

Exemple. Suposem que tenim una moneda i fem l'afirmacié que la moneda és cor-
recta: la probabilitat dobtenir cara és la mateixa que la dobtenir creu; per tant, aquesta
probabilitat és 0.5. Com es pot comprovar aquesta afirmacié? Una manera seria fer un
nombre elevat de llancaments i comptar quantes cares s han obtingut. Segons el nom-
bre de cares obtingudes decidirem si la moneda és correcta o, en canvi, esta trucada.

Per exemple, si llancem la moneda 200 vegades i ens surten 15 cares, sospitarem
que la moneda esta trucada; en canvi, si en aquests llancaments sobtenen 95 cares, po-
drem afirmar que la moneda és correcta.

El problema és determinar, amb un cert nivell derror, quin és el nombre de cares
que fa de frontera entre una decisié i laltra. Per tant, hem de trobar un interval, una
zona, on, si el nombre de cares que hem obtingut esta dintre de l'interval, acceptarem
que la moneda és correcta.

Suposem que, en llancar la moneda, el nombre de cares que surt no es troba dins

de l'interval proposat. Aquest fet pot ser degut a dues causes:

1. La moneda no és correcta i és logic el resultat que hem obtingut. Haurem de

rebutjar la hipotesi que p = 0.5.

2. La moneda és correcta, pero el resultat obtingut és estrany.

Entre aquestes dues alternatives sembla més raonable justificar el resultat per la

primera causa.
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Lexemple comentat conté alguns elements basics de la teoria del contrast d’hi-
potesis:
a) Especificacié de les hipotesis: p = 0.5 (la moneda és correcta) i p = 0.5 (la

moneda esta trucada).
b) Definicié d'un nivell derror.
¢) Construcci6é de zones dacceptacié (o de rebuig) de la hipotesi proposada.
d) Determinacié d'un estadistic de prova: el nombre de cares que han sortit.

e) Decisié final sobre la hipotesi (acceptem o rebutgem la hipotesi proposada).

5.1 Hipotesis estadistiques. Tipus d’hipotesis

Definicié. Sigui una poblacié estadistica caracteritzada pel comportament d'una vari-
able la distribucié de la qual depén d'un vector de parametres 0 desconegut. Definim
I'espai paramétric com el conjunt de valors compatibles amb 0, és a dir, els possibles
valors que pot prendre 0. El notarem amb el simbol Q.

Exemples

a) Si p és una proporci6 poblacional, llavors:

Q={p|0=p=1}
b) Si X~N(p,0), amb p i 0 desconeguts:
Q={(wo) | = <p<®,0*> 0}
¢) Si X~N(u,0), amb 0 = 0, conegut:
Q ={(w0,) | ~e<p<}
d) Si X~N(,0), amb p = p conegut:
Q = {(py0) | 0*> 0}

Definicié. Una hipotesi estadistica (o simplement hipotesi) és una suposicié que
determina, parcialment o totalment, la distribucié de probabilitat d'una v. a. Les hipo-

tesis es poden classificar en dos grups:

a) Les que especifiquen un valor concret o un interval per al vector de parametres

del model. Per exemple,p = 0.50 u < 4.

b) Les que determinen el tipus de distribucié de probabilitat que ha generat les
dades. Per exemple, la distribucié de la variables que sesta estudiant és normal.

Encara que la metodologia per realitzar el contrast d’hipotesis és semblant en els

dos casos, distingir entre els dos tipus d'hipotesis és important, perqué molts proble-
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mes de contrast d hipotesis respecte d'un parametre sén en realitat problemes d'estima-
cid, que tenen una resposta més clara donant un interval de confianca per al parimetre
que es vol estimar, En canvi, les hipotesis respecte a la forma de la distribucié pertanyen
a la fase de diagnostic i validacié del model i sestudien a banda. En aquest tema ens

centrarem en les hipotesis del primer grup.

Definicié. Anomenarem hipotesi simple aquella que especifica un tnic valor de

lespai paramétric. En cas contrari, estem davant d'una hipotesi composta.

Definicié. Anomenarem hipotesi nul-la, H , la hipotesi que es contrasta. H  repre-
senta la hipotesi que mantindrem llevat que les dades n'indiquin la falsedat. Comple-
mentariament a H es defineix la hipotesi alternativa, H . Quan rebutgem H estem
acceptant una hipotesi alternativa: que H_ és falsa. Un contrast implica leleccié entre
dues hipotesis: la H que contrastem i una hipotesi alternativa, H , que esta implicita
en el rebuig de H..

La H i H no tenen un comportament simetric, és a dir, si tenim dues hipotesis,
no és indiferent quina sagafa com a H i quina sagafa com a H . Al final sacceptara una
hipotesi o l'altra en funcié de quina sigui més coherent amb les evidéncies de les proves

(les dades de la mostra) que hi hagi. En general:
+ Siles proves demostren que és certala H , sacceptala H,.
+ Siles proves demostren que és certala H , sacceptala H .

+ Siles proves sén dubtoses, saccepta la HO.

Per aix0, quan saccepta la H, és que realment s’ha demostrat que és certa, mentre
que quan saccepta la H realment el que pot haver passat és que no s'hagi demostrat
que la H, sigui certa. Per aquest motiu, moltes vegades, en comptes de dir que saccepta
la H, es diu que no hi ha prou evidéncies que la H, sigui certa. Per tant, per regla gene-
ral, Ia hipotesi que es vol demostrar és la que triarem coma H .

Quan es fa un contrast d’hipotesis, sovint existeix més d'una hipotesi alternativa
respecte duna hipotesi simple nul-la H, és a dir, tenim una hipotesi simple davant

d'una hipotesi alternativa composta. Ens podem trobar amb tres casos diferents:

Cas1 Cas2 Cas3
(H, bilateral) (H, unilateral dreta)  (H, unilateral esquerra)
H:6=0, H:6<8, H:62>8,
H:0=6, H:0>80, H:0<80,

Exemples
a) El cas de comprovar si una moneda és correcta o esta trucada es correspondria

amb el cas 1, ja que la hipotesi alternativa és bilateral:
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H:p=05

Hi:p=05
b) Si anem a un concessionari de cotxes i el venedor ens diu que el consum d'un
determinat model de cotxe és de 3 litres cada 100 quilometres i no ens acabem de creu-
re que aquest consum sigui el real, estarem en el cas 2, ja que el que nosaltres voldrem
demostrar, H,, és que el consum mitja del cotxe és superior a 3 litres cada 100 quildome-

tres (si és menor, no protestarem):
H:p<3
H:p>3
¢) Si som d'una associacié de consumidors i volem demostrar que lempresa que
envasa l'aigua en ampolles de 50 cl ens estafa, estarem en el cas 3, ja que el que nosaltres

voldrem demostrar, H € que la quantitat mitjana d’aigua per ampolla és inferior a 50

cl (si és superior, no ens estaran estafant):
HO: p =50
le p<50

5.2 Concepte de zona critica i zona d’acceptaciéd

Definicié. Per fer més operativa la decisié que s’ha de prendre, es defineix un estadistic
de prova com una funci6 dels elements mostrals que no depengui explicitament dels
parametres poblacionals desconeguts. En lexemple de la moneda, lestadistic de prova
era el nombre de cares que surten en 200 llancaments. Prenent com a referéncia aquest
estadistic de prova i a partir d'un punt critic ¢, es determinaran les zones critica i d'ac-

ceptaci6 de cada hipotesi.

Definicio: si lestadistic de prova pren un valor que esta dintre d'un rang de valors
“coherents” amb la hipotesi nul-la, acceptarem aquesta hipotesi. Aquest rang de valors
lanomenarem zona d’acceptacié A. La zona critica, o zona de rebuig, serd la zona
complementaria a la zona d’acceptacié. Per tant, qualsevol mostra estard en una zona o
una altra.

La regla de decisi6 per decidir entre H i H, sera la segiient:

a) sies presenta el succés {estadistic de prova € A} o {mostra € A}, saccepta H,,.

b) sies presenta el succés {estadistic de prova & A} o {mostra & A}, saccepta H,.

78



ESTADISTICA PRACTICA PAS A PAS

5.3 Tipus d'errors. Nivell de significacié

Contrastar una hipotesi suposa que hem de prendre una decisi6 en la qual hem d'accep-
tar o rebutjar H . Si saccepta la hipotesi nul-la sesta rebutjant la hipotesi alternativa; si
es rebutja la hipotesi nul-la sestd acceptant la hipotesi alternativa. Per tant, en el con-

trast d'hipotesis es poden cometre dos tipus derrors:

Decisiéd
Zona acceptacié, H Zona critica, H,
. . H, No hi ha error Error de tipus I
Hipotesi certa _ _
H, Error de tipus II No hi ha error

Definicié. Definim:
Error de tipus I: rebutjar la hipotesi nulla quan és certa.
Error de tipus II: acceptar la hipotesi nul-la quan és falsa.

També sanomenen errors de 1a i 2a espécie, respectivament.

Definicié. La probabilitat de cometre un error de tipus I es coneix amb el nom de
nivell de significacié o del contrast. a es fixa, normalment, en 0.1, 0.05 0 0.01, depe-
nent de la importancia de la hipotesi en joc. Denotarem mitjancant 3 la probabilitat de

fer un error de tipus II:

o = P(error de tipus I) = P(rebutjar H  sent certa)

B = P(error de tipus II) = P(acceptar H sent falsa)

Els valors ot i 3 mantenen entre si una relacié inversa: per a una determinada mida
mostral, si o el fem més petit, B serd més gran i al'inrevés. Linica manera de disminuir

ambdos a la vegada és augmentant la mida de la mostra.

Definicié. Es defineix la poténcia del contrast, 1 — 3, com la probabilitat de rebut-
jar H sent falsa. Per determinar les zones d'acceptaci6 de cada hipotesi, fixat un nivell
de significacié o, sintentard que tingui la maxima poténcia, ja que llavors lerror de
tipus II sera el més petit possible.

El procediment de seleccié d'una zona critica mitjancant el nivell de significaci6
té dues critiques principals:

1. Elresultat del test pot dependre molt del valor de o, que és arbitrari, sent pos-

sible rebutjar H amb o = 0.05 i acceptar-la amb o = 0.04.

. Donar només el resultat del test no permet diferenciar el grau devidéncia que
2. D 1 resultat del test no p t dife lgraud q

la mostra indica a favor o en contra de Ho’
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Definicié. Per contrarestar aquestes critiques, definirem de manera simple el nivell
critic 0o p-valor com, donada una mostra, la probabilitat que sigui certala H .

Anomenant EP el valor observat de lestadistic de prova i suposant que la H| sigui
unilateral dreta, tenim que:

o, = P(H, = EP)

Si H | és unilateral esquerra, obtenim que: o= P(H =< EP).
Si H, és bilateral i la distribuci6 de lestadistic de prova quan H és certa és sime-
trica respecte del zero, aleshores a._= P(|H,| = EP).

Esquem;‘lticament tindrem:

H, bilateral H, unilateral dreta H, unilateral esquerra
0,/2 /2 Oc | O
i s prin | e
JEP| 0 IEP| EP EP

Per tant, el valor de oL no es fixa a priori, com passava amb el nivell de significacié
Q, sind que es determina a partir de la mostra. Donada la interpretacié del nivell critic
o com, donada una mostra, la probabilitat que sigui certa la H, és logic pensar que,
com més petit sigui el valor de o, menys possibilitats hi ha que sigui certa la H, i, al
contrari, més n'hi haura que sigui certala H . Basant-nos en @, la regla per decidir entre
H i H, sera la segiient:

+ Si o < O, acceptarem H..

+ Si o> O, acceptarem HO.

El valor de oo amb qué es vol treballar el decideix lexperimentador. Normalment,
els programes informatics destadistica ens donen el p-valor o . Com a regla orientativa
es pot dir que:

+ Si a < 0.01, la H, sacceptard amb una seguretat molt alta.

+ Si0.0l<a <0.1,la hipotesi que sacceptard dependra del valor concret de o

amb que es vol treballar, pero hi ha forca evidéncies que la H, és certa.

+ Si0.1 < a_ < 0.25, la hipotesi que sacceptara generalment sera la H, pero hi
haura molts dubtes que sigui realment certa. Tampoc no hi ha gaires evidénci-

es que la certa sigui la H.

+ Si0.25<a, la H, sacceptard amb una seguretat alta i que serd més forta com

més alt sigui . .
Cc
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5.4 Aplicacié dels contrastos d’hipotesis a diferents parametres i condicions

A la taula de contrastos es donen les instruccions per fer diversos contrastos d hipo-
tesis, segons les condicions amb les quals estem treballant i el parametre sobre el qual
volem fer el contrast.

A la columna de lesquerra hi ha les condicions en les quals es pot aplicar cada
contrast. A la segona columna hi trobem la hipotesi nul:la que volem contrastar. A la
columna central tenim lestadistic de prova que hem de calcular en cada cas i la dis-
tribucié que segueix. En les dues tltimes columnes s'hi troben la hipotesi alternativa
(sempre n'hi ha 3 per a cada H,) i el criteri que ha de complir Iestadistic de prova per
acceptar la H, (el criteri és diferent per a cada H.).

Sempre hem de tenir present quin és el parimetre sobre el qual volem fer contras-
tos i les condicions amb les quals estem treballant per usar lestadistic adient.

Els passos que hauriem de seguir per fer un contrast d'hipotesis serien:

1. Determinar sobre qué es vol fer el contrast (depén de lenunciat):
) una mitjana poblacional
b) una comparacié de mitjanes poblacionals
¢) una variancia poblacional
d) una comparacié de variancies poblacionals
e) una proporcid poblacional
f) una comparacié de proporcions poblacionals

2. Determinar les condicions generals de lexercici per treballar amb lestadistic

de prova adient.

+

Determinar la hipotesi nul-la, H,
Determinar la hipotesi alternativa, H "

. Determinar la zona de les taules estadistiques on saccepta la H o

N AW

+

Determinar la zona de les taules estadistiques on saccepta la H,. Sera la zona

complementaria a la trobada al pas 5).

7. Determinar la zona de lestadistic mostral on saccepta la H . Entenem per es-
tadistic mostral lestadistic que resulta de fer un calcul directe sobre la mostra i
que esta associat al parametre sobre el qual es vol fer el contrast. Per determi-
nar aquesta zona cal igualar, a la férmula de l'estadistic de prova, 'EP als valors
trobats en el pas 5) deixant com a incognita lestadistic mostral corresponent.

Els estadistics mostrals sén:
a) la mitjana mostral si estem fent un contrast sobre una mitjana poblacional,

b) la diferéncia de mitjanes mostral si estem fent un contrast sobre una dife-

réncia de mitjanes poblacionals,
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¢) la varidincia mostral si estem fent un contrast sobre una variancia pobla-

cional,

d) el quocient de variancies mostrals si estem fent un contrast sobre una com-

paracié de variancies poblacionals,

e) la proporcidé mostral si estem fent un contrast sobre una proporcié pobla-

cional,

f) la diferéncia de proporcions mostrals si estem fent un contrast sobre una

comparacié de proporcions poblacionals.

8. Determinar la zona de I'estadistic mostral on saccepta la H,. Sera la zona com-

plementaria a la trobada al pas 7).

9. Calcular lestadistic de prova, EP.

10.Segons els valors de I'EP i l'estadistic mostral i les zones d'acceptacié de cada
hipotesi, decidir quina és la hipotesi certa.

11.Calcular el valor del nivell de significacié critic o p-valor ..

12.Segons els valors de o i de a, decidir quina és la hipotesi certa.

Notacié. La notacié emprada a la taula dels contrastos és la segiient:
n és el nombre delements de la mostra. Si té un subindex, significa que hi ha més
d'una mostra i amb el subindex indiquem amb quina mostra treballem.

n
E Xi
X="__ éslamitjana de la mostra. El significat dels subindexs és el mateix

n :
que en el cas anterior.
N 3 \2
Y (xi-X)
+ §’=FL_ éslavariancia de la mostra. El significat dels subindexs és el
. n-1 . o
mateix que en el primer cas. Cal observar que per calcular la varidncia mostral

s’ha de dividir entre n — 1ino entre n (com féiem al tema d'estadistica descrip-

tiva), ja que lestimador S* té millors propietats que si dividissim entre n.

p ésla proporci6 en qué apareix certa caracteristica en una mostra. El signifi-

cat dels subindexs és el mateix que en el primer cas.

+ z,,iz s6n els valors trobats a la taula N(0,1), que deixen a la seva dreta una

areaigual a o / 21 0, respectivament.

<t it sén els valors trobats ala taula t de Student que deixen a la seva dreta

una area igual aa/21 0, respectivament.
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X2 Xy X 1%, sOn els valors trobats a la taula * que deixen ala seva

dretaunaareaigualao /2,1 -0 /2,011 — q, respectivament.

Fa/z’ Fl—a/z’
seva dreta una areaiguala 0/2,1 -/ 2, i1 — @, respectivament.

F iF __ son els valors trobats a la taula F de Fisher que deixen a la

Exemple 1. Amb lobjectiu de verificar el consum d'un cotxe s’han agafat 16 mesures
del consum daquest cotxe en trajectes de 100 km. Els resultats s6n: 5.06, 5.08,4.99, 5.03,
5.04, 5.10, 4.97, 5.12, 5.14, 5.05, 4.93, 4.96, 5.06, 5.02, 5.09 i 4.96. Si suposem que el

consum del cotxe segueix una v. a. normal amb variincia desconeguda, ¢existeix alguna

rad per creure, amb o = 0.05, que el consum mitja del cotxe és superior a5 litres cada 100

quilometres?

Solucié

1. Es vol fer un contrast sobre el consum mitja, per tant, sobre una mitjana pobla-
cional.

2. Ens diuen que la distribucié del consum del cotxe, la variable que es vol estudiar,
segueix una normal i no es coneix la variincia poblacional 0 A més, la mostra és
de 16 elements. Per aix0, agafarem el tercer estadistic de la taula.

3. Hpp< 5.

4, HI: p> 5.

5. S’hade consultar la taula t de Student amb 16 — 1 = 15 graus de llibertat. La H,
és unilateral dreta i el valor de o és 0.05. Per tant, el punt )05 € 1.75. En defini-
tiva, la zona de les taules estadistiques on saccepta la H és (-, 1.75).

6. La zona de les taules estadistiques on saccepta la H, és la complementaria a la
trobada al pas 5), per tant, (1.75 , ).

7. Tenim 'EP= X :/lﬂ) iligualem a 1.75 deixant x com a incognita, és a dir, reso-
1 Y‘55/1’175» im x = 5.03. En definitiva, la zona de la mi;

- — =1L t = D.U>. tiva, t
em 0.062/\/E i obtenim n definitiva, la zona de la mitjana
mostral on saccepta la H, és (=0,5.03).

8. Lazona de la mitjana mostral on saccepta la H, és la complementaria a la troba-
da al pas 7), per tant, (5.03 , ).

9. Els resultats mostrals sén x = 5.0375,n = 16, S = 0.062 i, per tant, EP = 242,

10. Com que la mitjana de la mostra és x = 5.0375 i aquest valor es troba a la zona

de la mitjana mostral on saccepta la H,, acceptem aquesta H , amb un a = 0.05,
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és a dir, el consum d'aquest cotxe és superior a 5 litres cada 100 km. Arribem a
la mateixa conclusié si comprovem que EP = 2.42 es troba a la zona de les taules

estadistiques on sacceptala H .

11.Com quela H L €s unilateral dreta i estem treballant amb el tercer estadistic de la

taula i EP = 2.42, cal buscar larea que hiha ala dreta de 'EP ales taules delat
de Student amb 15 graus de llibertat. Interpolant, el resultat és o =0.0143.

12.Si volem treballar amb . = 0.05 i com a_= 0.0143 < . = 0.05, saccepta H , és a

dir, el consum d’aquest cotxe és superior a 5 litres cada 100 km.

Exemple 2. Per comparar dos métodes pedagogics diferents, s’han fet uns tests a dos

grups dalumnes; cada grup ha aprés segons un métode diferent. El primer grup és de 10

alumnes i el segon de 16 alumnes. Suposem que les puntuacions segueixen v. a. normals

amb esperangca i variancia desconegudes i iguals. Els resultats van ser , = 6.3, 512 =34,

x, =581 522 = 3.1. Es tracta de verificar, amb a = 0.1, la suposicié que les variancies

poblacionals sén iguals.

Solucié

1. Esvol fer un contrast sobre una comparacié de variancies poblacionals.

2. Ensdiuen que la distribuci6 de les puntuacions amb un métode i laltre segueixen
una normal i les mostres s’han agafat de manera independent. Usarem el noveé
estadistic de la taula.

3. H:0=0.2

4. H:o?’=02
S’ha de consultar la taula F de Fisher amb 9115 graus de llibertat. La H és bila-
teral i el valor de 0 és 0,1. Per tant, ot / 2 = 0,05 i el punt F, . és259i el punt F,,.
és 1 /3.01 = 0.33. En definitiva, la zona de les taules estadistiques on saccepta
la H, és (0.33, 2.59).

6. La zona de les taules estadistiques on saccepta la H, és la complementaria a la
trobada al pas 5), per tant, serd (0, 0.33) U (2.59 , ).

7. En aquest cas, lestadistic mostral (quocient de variincies mostrals) coincideix
amb la definici6 de 'EP1, per tant, la zona del quocient de variancies mostrals on
saccepta la H també és (0.33,2.59).

8. Lazona del quocient de variancies mostrals on saccepta la H, és la complemen-
taria a la trobada al pas 7), per tant, (0, 0.33) U (2.59 , «).

9. Els resultats mostrals sén 812 =341 822 = 3.11, per tant, EP = 1.1.
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10.Com que EP = 1.1 es troba a la zona de les taules on saccepta la H, acceptem
aquesta H amb un o = 0.1, és a dir, les variancies poblacionals podem assumir

que son iguals (no hi ha evidéncies significatives que siguin diferents).

11.Com que la H, és bilateral i estem treballant amb el nove estadistic de la taula i
EP = 1.1, cal buscar l'area que hiha ala dreta de 'EP a les taules de la F de Fisher
amb 9 i 15 graus de llibertat i multiplicar aquesta area per 2. El resultat és o =
0.8358.

12.Si volem treballar amb o = 0.1 i com que o= 0.8358 > a. = 0.1, saccepta H , és

a dir, les variancies poblacionals podem assumir que s6n iguals.

85



Josep Maria Mateo Sanz

"1->qq

0
NQ > Nuv N: ﬁt N.O Hb
o T e Amilﬁiﬂﬁv - T 0
"1<dq9 % <p Es(1="u) Ju+ !s(1- ‘u)tu S .S 0, _ sapndauoosap ‘0 “'o
15 T PR Tt 2 B
P L — b ep (Es(1="u) 'u— [s(1- Cu)tu) oﬁnﬁ Nklg dPUL S XX
0 0
1->Jq p>p 7-u+'u u lu ‘o="0
1= Y+ 1 U 4 + ﬂ ("l =i = p) sapndauoosap ‘0 “'o
"1 <dd P <p (1) + e S(1- ) p=p _
oo oo 0 1 3 ANIN:.T:\Q I ohB IA m\%‘ - E =dd .&ﬁu& ‘sfewaaou Yy
1< dJqd ©o I->dd p=p X
2= >dq p>p (= = p) 0= u'u
o 0 o P sapndauoosap ‘0 “'o
2 < Jq p<p p=p o
*dopur ‘Joasssenb “x <y
Pr<gqg o Pz->q7 | ‘p=p
o 0 0s=u'u
z2—>dq p>p ] H sopnSouoo L
z<dd p<p ( 1% H*%H P) -dopur ‘sfewnzou ou “y 'y
/o /o 0 sapndouo ‘0 ‘o
Frdde s Emedd p=r -dopur ‘sfewsou “y My
"1 > qq > , sauapuadop sonsows
1<qq M 18(—u)1~ m\/\% _ P=p spewsou “y 'y
Pregg o ->qa M =n - epnSauodsap O ‘Tewiou ¥
"z—>d9q N> .
u
"z < dqq < (T‘ON ~ % =dq M= epndsuodsap O
Pr<gqg o Mz—>gq N = 1i = “qoaasyenb x
"z—>q9 M > o= u
(T°ON ~ W\/|\O —d7q o = epn3auod O ‘[ewIou ou Y
"z <qq M<n ON M-y ~
Pragg o z->qg ' =i - epnSouod O ‘[ewIou Y
'H VNOZ 'H VAOYd 4d OLLSIAV.LST ‘H SNOIDIANOD

86



ESTADISTICA PRACTICA PAS A PAS

4 g%_m gw@_m_ 0 |4l
1o “ fodia
wom oo U0 | ('0) YOTYA-d THA TNDTYD
vatanbsa paogppun L] viaup aapppun Iy 04039119 "I
ot | it Wiy i e
i o 7| HIHSANOZ TNOTYD
'H 'H |'H 'H 'H 'H 'H ‘
vatanbsa paogppun "Ly viaup aapppun [y 04230119 "I
P2— > qq 4> y ly g .
b z T ﬁ+ﬂ <IO< ‘d="d 0e= ¥ :N T
z2<dqd d<'d p ‘dopur ‘senwwounq “y <y
_ _ (T°0N ~ g g =dd
Pragqg o z—>qq ‘d='d d—=d
"z2—>qq °d>d u
g WW Mo\ 07 _ 0=
z2<dq ‘d<d ¢ _ d-1)°d _ d=d ‘Terwwourq y
(T'ON g —dd
Pr<gq o z—>gq d=d —d
"> dq Lo> o :
"1<d9 fo< o 18 (1-2u “1-"u) o ~ N_|% —Jdq Lfo=_"0 “dopur ‘spewsou “y Ty
T/ /1 z [ -
d<dd © d>dd ¢ 0= 0
IS gq Jo> .0 .
fo
K <dq [0 <0 18 (1-u) NX - ﬂ =dd {0 =0 ewiou
PA<gFo X>qg | fo=.0 ¢
'H VNOZ 'H VAOYd 44 OLLSIAV.LST ‘H SNOIDIANOD

87






6. Analisi de la variancia (ANOVA)

6.1 Generalitats sobre I'analisi de la variancia

Davant un fenomen de naturalesa aleatoria, els possibles resultats poden estar influ-

its per una série de condicionaments, externs i/o interns, els quals no sempre podem
q

controlar. Lobjecte de l'anilisi de la variincia se centra en la mesura de la influéncia

d’aquests condicionaments en una variable resposta o observada. Anem a introduir una

série de conceptes per tenir el marc teoric on es desenvolupara TANOVA:

a)

b)

d)

Variable resposta o observada: variable que es vol estudiar si estd influenciada
per daltres. La variable resposta serd una variable numeérica i fa el paper de va-
riable dependent en la funcié que relaciona el factor i la variable resposta. Per
exemple, el nombre d’avellanes produides per avellaner pot ser una variable

resposta.

Factor: condicionament que afecta el resultat d'un fenomen. Sera la qualitat o
propietat a partir de la qual classifiquem les observacions. El factor serd una
variable qualitativa o numérica categoritzada en un nombre concret de valors
i fa el paper de variable independent en la funcié que relaciona el factor i la
variable resposta. Per exemple, el nombre davellanes produides per avellaner

pot dependre del sol; en aquest cas el factor que observem és el sol.

Nivell: cada una de les maneres en qué es pot presentar un factor. Seguint
amb lexemple anterior, els diferents nivells del factor sol podrien ser: calcari,

sorrenc i argilds.

Efecte assignable: conseqiiéncies dels factors considerats. En la produccié d'ave-
llanes seria la quantitat d’avellanes que correspondria al tipus de sol on esta
situat cada avellaner.
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e) Efecte no assignable, residual o aleatori: conseqiiéncies que no provenen dels fac-
tors considerats. Per exemple, no s’han considerat els efectes del tipus d'adob,

del tipus de reg o de la quantitat de pluja caiguda el mes de maig.

Per tant, cada observaci6 la podem descompondre en una part deguda als efectes
assignables i una altra deguda a l'atzar. Per fer l'analisi de la variancia hem de suposar
que les observacions de cada nivell del factor que volem analitzar provenen de variables
aleatories que es distribueixen normalment amb la mateixa variancia, encara que s’ha
vist que, si no es compleixen aquestes condicions, els resultats de I'analisi de la variancia

segueixen sent valids si les mides de les mostres de cada nivell s6n semblants.

6.2 Disseny ANOVA d’un factor

Primer estudiarem el cas en qué només considerem un factor per explicar els resultats
d'una série dobservacions. Lobjectiu sera trobar si existeixen diferéncies entre els dife-
rents nivells considerats del factor o no existeixen. Lobjectiu és semblant al que plante-
javem quan vam estudiar si hi havia diferéncies entre dues poblacions, pero ara podem
treballar amb més de dues poblacions o nivells, cosa que no podiem fer abans. Les dades

les podem posar de la manera segiient:

Poblacié o nivell
1 2 k
X, X, X,
Xin, X2n, ™. Xkny

Amb aquestes dades podem calcular una série d'estadistics:

ni

S

v.= 21 (mitjana mostral a la poblacié o nivell i)

Xi-—
ni
k
n= % n: (nombre total dobservacions)
=1
k  ni
Xij
Y= =171 (mitjana mostral general)
n
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Els passos que s'’han de seguir per fer una analisi de la varidncia d'un factor serien:

1.

6.

7.

Determinar quin és el factor que es vol considerar, quins nivells s’han agafat
d'aquest factor i quina és la variable resposta o variable observada que es vol
estudiar.

Comprovar que les observacions de cada nivell del factor es distribueixen not-

malment i que hi ha la mateixa variincia en els diversos nivells.

Determinar la hipotesi nul-la, H,.La H sempre sera la mateixa:

HO: Hy= e = 1
Aixo vol dir que, sota H, no existeixen diferéncies entre les diferents pobla-
cions o entre els diferents nivells del factor considerat. També significa que el

factor considerat no té influéncia sobre el resultat de la variable resposta.
Determinar la hipotesi alternativa, H,. La H, sempre sera la mateixa:
H:p, = p peraalguna parellai =

H, significa que hi ha diferéncies entre, almenys, dues poblacions o nivells.
També significa que el factor considerat té influéncia sobre el resultat de la

variable resposta.

Determinar la zona de les taules on saccepta la H . La taula que s'ha de con-
sultar és la F de Fisher amb k—1 i n—k graus de llibertat. Per a un nivell de
significaci6 a,, si F_és tal que P(F > Pa) = o (és a dir, el punt de la taula F de
Fisher que deixa a la seva dreta una area igual a o), la zona de les taules on
saccepta la H és I'interval (0, F ).

Determinar la zona de les taules on saccepta la H . Sera la zona complemen-

taria a la trobada al pas 5), és a dir, sera l'interval ( F ,o0 ).

Calcular l'estadistic de prova, que, en aquest cas, anomenarem F.

Els passos que s’han de seguir per calcular F els podem resumir a la taula segiient:

Font de variacié a Suma quadrats uadrats mitjans F
g q b
Entre grups k-1 Q.= 2 n(x;-x) 0 = 0. 0,
' ¢ k-1 Q
_ T\
Dintre grups n—k Q.= E (¥~ xi.) 0 = 0,
ij Jd =
n-k
Total n—1 0 = ('xlj_} )’
i
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Per facilitar els calculs, les sumes de quadrats es poden calcular amb férmules

algebraicament idéntiques:

0= E (x-x) = Exzij—n}2

LJj Lj

Qezzni(;‘-_})zz Enisz—niz
7

Qd:Qr_Qe

8. Segons els valors de lestadistic de prova F i les zones d'acceptaci6 de cada hi-
potesi, decidir quina és la hipotesi certa.

9. Calcular el valor del nivell de significacié critic o p-valor o . El p-valor es troba
calculant la probabilitat que una distribuci6 F de Fisher amb k—11in—k graus de

> F)=a.

llibertat sigui més gran que lestadistic de prova F, és a dir, P(F, |

10.Segons els valors de o i de a, decidir quina és la hipotesi certa.

Observacio
En el cas que saccepti que hi ha diferéncies entre almenys dos nivells o poblacions,
ens pot interessar fer algun contrast parcial per comprovar entre quins nivells o poblaci-
ons hi ha diferéncies amb un nivell de significacié o Les hipotesis per contrastar serien:
(i) —
HO TR
(i),
H1 T E R

Aleshores, sutilitza lestadistic:

Xi-~ Xj-

9 (1 1

n—ki{n, mn,

Per contrastar la significativitat d'aquest estadistic sha de consultar la taula de la
distribucié t de Student amb (n—k) graus de llibertat i mirar quin punt deixa a la seva

dreta una area de o./2.

Exemple

La gent que es preocupa per la seva salut prefereix hamburgueses que tenen po-
ques calories. Les hamburgueses es poden classificar segons la seva composicié: vedella,
pollastre i carn (sobretot de carn de porc i vedella, perd fins a un 15% de carn de po-
llastre). S’han agafat hamburgueses de 54 marques diferents, s’han classificat segons la

seva composicié i s han mesurat les calories que contenen. Els resultats obtinguts sén:
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Vedel 186 181 176 149 184 190 158 139 175 148
e 1152 111 141 153 190 157 131 149 135 132
129 132 102 106 94 102 87 99 107 113
Pollastre
135 142 86 143 152 146 144
c 173 191 182 190 172 147 146 139 175 136
art 179 153 107 195 135 140 138

Suposant que les calories de cada grup d’hamburgueses es distribueixen normal-

ment i que hi ha la mateixa varidncia en els diversos nivells, es vol analitzar si hi ha

diferéncies significatives, amb o = 0.05, entre les calories dels diversos grups d’ham-

burgueses.

Solucié

1.

El factor que es vol considerar és la composici6 de les hamburgueses. D'aquest
factor es consideren 3 nivells: vedella, pollastre i carn. La variable observada

que es vol estudiar son les calories.

Hem suposat que es compleixen les condicions per aplicar ANOVA d’un fac-
tor: les observacions de cada nivell del factor es distribueixen normalment i hi

ha la mateixa variancia en els diversos nivells.

. La H0 és:

HO: p

vedella = Hpollastre = P’carn

Aixo vol dir que, sota H, no existeixen diferéncies entre les calories mitjanes

de les hamburgueses segons els diversos nivells considerats de composicid.
LaH ) és:
Hp:p = p pera alguna parella i =j

H, significa que hi ha diferéncies entre les calories mitjanes de les hamburgue-

ses dalmenys dos grups considerats de composicid.

. S’ha de consultar la taula F de Fisher amb (2,51) graus de llibertat. A la taula

anterior hem de trobar el punt que deixa a la seva dreta una area de a = 0.05.

Aquest punt és F_ = 3.18. Per tant, la zona de les taules on saccepta la H és

l'interval (0, 3.18).
La zona de les taules on saccepta la H  és I'interval (3.18, o).

Calculem lestadistic de prova, F.
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Font de variacié gl Suma quadrats Quadrats mitjans F

Entre grups 2 17692.1951 8846.10 16.1

Dintre grups 51 28067.1382 550.33

Total 53 45759.3333

8. Com que lestadistic de prova F = 16.1 es troba a l'interval on saccepta H,

9.

direm que acceptem H L 1que, per tant, les calories mitjanes de les hamburgue-
ses no son les mateixes en els diversos grups de composicié d’hamburgueses

considerats.

El valor del nivell de significacié critic o p-valor, o, és3.86 - 10°¢,

10.Com que el p-valor, o =3.86. 107, és més petit que el nivell derror amb el

qual volem treballar, a0 = 0.05, acceptem H i arribem a la mateixa conclusid

que abans.

11.Com que s’ha acceptat que hi ha diferéncies entre les calories mitjanes entre

almenys dos grups d’hamburgueses, anem a contrastar, amb o = 0.05, si hi ha
diferéncies entre les calories mitjanes de les hamburgueses de vedella i les de

pollastre. El contrast que s'ha de realitzar és:
12),

H":p
12),

H,":

vedella = Hpollastre

vedella z Hpollastre
Com que o / 2 = 0.025, busquem el punt de la taula t de Student, amb 51
graus de llibertat, que deixa a la seva dreta una area de 0.025. Aquest punt és

2.01 ja que P(t,, > 2.01) = 0.025. Per tant, les zones de la taula t de Student

on saccepta la hipotesi nulla i la hipotesi alternativa sén:
+ Zona on saccepta H ; (-2.01,2.01).
+ Zona on saccepta H : (-, -2.01) U (2.01, ).

Tenim que:

X

= 156.85 x =118.76

vedella pollastre

Aleshores, sutilitza l'estadistic:

t= }vedella - }pollastre _ 15685 - 1 1876 — 492

0 1 1 28067.1382(1 1)
d + - | — 4+
n—kln n 54-3 \20 17

vedella pollastre
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Com que el valor de lestadistic ¢ és 4.92, aquest valor es troba dins de la zona on
saccepta la H, i podem afirmar que hi ha diferéncies significatives entre les calo-

ries mitjanes de les hamburgueses de vedella i les hamburgueses de pollastre.

També sarriba a aquesta conclusi6 si calculem el p-valor de lestadistic t: o, =
2. P(t,, > |4.92]) = 2-4.6973.10° = 9.3946 . 10-°. Com que el p-valor, o=
9.3946 - 107, és més petit que el nivell derror amb el qual volem treballar, o =
0.05, acceptem I—Il.

12. També podem estar interessats a contrastar, amb o = 0.05, si hi ha diferéncies
entre les calories mitjanes de les hamburgueses de pollastre i les de carn. El

contrast que s’ha de realitzar és:

(23), =
HO * Hpollastre =M carn
H ®):

1 B ‘pollastre z B carn

Les zones de la taula t de Student on saccepta la hipotesi nulla i la hipotesi

alternativa seran les mateixes d'abans:

+ Zona on saccepta H ; (-2.01,2.01).
+ Zona on saccepta H : (-, -2.01) U (2.01, ).

Tenim que:

x . =11876 x =15871

pollastre

Aleshores, sutilitza l'estadistic:

f= -xpollastre — Xcarn 1 18 76 - 158 71 —4.96

o 1 | _\/28067.1382(1 1)_
d + —_— | —F —
K " 54-3 \17° 17

n pollastre carn

Com que el valor de lestadistic t és —4.96, aquest valor es troba dins de la zona
on saccepta la H, i podem afirmar que hi ha diferéncies significatives entre les calories
mitjanes de les hamburgueses de pollastre i les hamburgueses de carn.

També sarriba a aquesta conclusié si calculem el p-valor de lestadistic t: o =
2. P(t, > |-496|) = 2. 4.0541 - 10° = 8.1082 - 10-%. Com que el p-valor, a_ =
8.1082.107%, és més petit que el nivell derror amb el qual volem treballar, o0 = 0.05,

acceptem H..
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13.Per finalitzar, anem a contrastar, amb o = 0.05, si hi ha diferéncies entre les
calories mitjanes de les hamburgueses de vedella i les de carn. El contrast que

s’ha de realitzar és:

(13), _
HO * Hvedella - Hcarn

(13),
Hl * chdella # Hmrn

Les zones de la taula t de Student on saccepta la hipotesi nulla i la hipotesi

alternativa continuen sent les mateixes d’abans:
+ Zona on saccepta H : (-2.01,2.01).
+ Zona on saccepta H : (-, -2.01) U (2.01, ).

Tenim que:

x .. =156.85 ¥ =15871

vedella

Aleshores, sutilitza lestadistic:

t= Xvedella = X carn _ 156.85-158.71 =-0.24

o, 1 1 28067.1382( 1 1
n—kn n 54-3 (20 17

vedella carn

Com que el valor de l'estadistic t és —0.24, aquest valor es troba dins de la zona on
saccepta la H i hem de concloure que no s’ha demostrat que hi hagi diferéncies signi-
ficatives entre les calories mitjanes de les hamburgueses de vedella i les hamburgueses
de carn.

També sarriba a aquesta conclusi6 si calculem el p-valor de lestadistic t: o = 2 -
P(t51 > |—0.24|) =2.0.4057 = 0.8114. Com que el p—valor, o_= 0.8114, és més gran

que el nivell derror amb el qual volem treballar, a0 = 0.05, acceptem H,.

6.2 Excel: ANOVA d’un factor

El programa Excel permet fer de manera automatica els calculs que calen per realitzar
un ANOVA d'un factor.

Préviament hem de tenir instal-lat el modul de “Analisis de datos”. Per instal-lar
aquest modul cal seguir els passos segiients:

1. Del menti“Herramientas’, triem “Complementos”.
2. Marquem la casella“Herramientas para andlisis” i acceptem.

3. Comprovem que al final del menti “Herramientas” apareix “Andlisis de datos”.
q
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Per fer una ANOVA d'un factor amb Excel cal seguir els passos segiients:

1. Per comengar a fer qualsevol tipus d'analisi, primer hem de tenir les dades en-

trades en el full de calcul. Si seguim amb lexemple de les hamburgueses, hem

de posar les dades de cada nivell (vedella, pollastre i carn) en columnes (o files)

diferents; en comengar la columna (o la fila) podem posar un rétol que indiqui a

quin nivell corresponen les dades que hi ha en cada columna (o fila). La pantalla

1 ens mostra com han de quedar les dades una vegada introduides a Excel.

Pantalla 1. Dades d’'un factor introduides a Excel

C

A | B |
1 [vedella Follastre Cam
2| 155 128
=N 131 132
4 176 102
En 149 106
B | 134 a4
7| 190 102
8| 15 By
| @ | 133 99
ity 174 ar
11 144 113
12 152 135
13 111 142
14 | 141 ila
15| 153 143
18| 190 152
A7 157 146
18| 131 144
19 149
o 135
21] 132' I

173
181
182
180
173
147
145

175
134
17
183
107
155
135
140
14

2. Del menti“Herramientas’, triem “Analisis de datos”.

3. De les funcions que apareixen, triem “Analisis de varianza de un factor” i ac-
q

ceptem. Ha d'aparéixer el quadre que es veu a la pantalla 2.

Pantalla 2. Quadre de “Anélisis de varianza de un factor”

Analisis de varianza de un Fackar

2lx

—Entrada
Rango de erkrada

Agnpado oo

[ Atulos = la primera Fia

LFa: n.as

[

% Columnes
£ Flas

~Opdones de salida

" Aango de sdida:
% Enura hola rueva:

" Enunfbra noeva

Cancelar

i

Ayuda

97



Josep Maria Mateo Sanz

4. Del quadre anterior, hem demplenar:

a)

b)

d)
¢)

Rango de entrada. Hem de seleccionar les caselles on es troben les dades

que volem analitzar.

Agrupado por. Hem de triar “Columnas” o “Filas” depenent de com hagim
entrat les dades de cada nivell (en el nostre exemple, hem de marcar “Colum-
nas’).

Rétulos. Hem de marcar aquesta casella sia“Rango de entrada” hem selec-
cionat les celles on hi ha els rétols descriptius del nivell a qué corresponen
les dades de cada columna. Si no s'’han posat aquests rétols descriptius o
no s han inclos aquestes cel-les a“Rango de entrada’; no hem de marcar la

casella “Rétulos”.
Alfa. S’ha de posar el nivell derror amb qué volem treballar.

Opciones de salida. Aqui triem on volem els resultats. Deixem marcada

lopcié “En una hoja nueva’.

El resultat apareix en una fulla nova. Hi ha dos quadres: quadre “Resumen” i

quadre “Anilisis de varianza”.

Quadre Resumen. Obtenim, de cada nivell considerat, quantes dades hi ha, la

seva suma, la seva mitjana i la seva variancia.

Quadre Andlisis de varianza. Es el quadre amb el resultat dels cilculs que

shan de fer per obtenir lestadistic de prova. El més interessant son les tres

tltimes columnes d’aquest quadre:

a)

b)

F. Es el valor de lestadistic de prova F. En el nostre exemple, tenim que F
= 16.1.

Probabilidad. Es el valor del nivell de significacié critic o p-valor. En el
nostre exemple, tenim quea = 3.86.107¢,

Valor critico para F. Es el valor de la taula F, amb els graus de llibertat
corresponents, que fa de frontera entre acceptar la H jila H . En el nostre

exemple, tenim que F_ = 3.18.

6.3 Comparacié de variancies: test de Levene

Per poder comprovar si podem assumir que les varidncies de diverses poblacions s6n

iguals o no, hi ha diverses opcions, en forma de contrastos, que podem aplicar. En aquest

cas comentarem el test de Levene, ja que és aplicable en condicions bastant generals i se-

gueix el mateix procediment que 'TANOVA d'un factor, pero aplicat a una transformacié

de les dades mostrals originals. A cada dada original cal restar-li la mitjana mostral del
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seu nivell o poblacié al qual pertany; el resultat daquesta resta s’ha d'agafar en valor ab-

solut. Per tant, seguint amb la notacié de lapartat JANOVA amb un factor, tindrem:

Poblacié o nivell
1 2 k
x’ll = |x11 - ‘xl- | X’21 = |x21 - x2- | " x’kl = |.Xk1 - g|
x'1"/=|x1nz_XT-| X2, = x2,, = X, | X'kn, = xzcnk_xj«

Amb aquestes dades podem calcular una série d'estadistics:

x'
— &

(mitjana mostral a la poblacié o nivell 1)
ni

k

2 ni (nombre total dobservacions)

=1

Ji

k  n

S8

Y'= ~17=  (mitjana mostral general)
n

Els passos que s'han de seguir per fer una comparacié de variincies segons el test
de Levene son els mateixos que per fer una ANOVA d'un factor, excepte que ara es tre-
balla amb les dades x’ij i que a H i H, es comparen variincies en comptes de mitjanes.

Aquestes hipbtesis ara son:
1. La hipotesi nul-la, H, és:
. 2 _ 2
Ho.ol_..._ok
Aixo vol dir que, sota H, podem assumir que les varidncies poblacionals sén

iguals entre les diferents poblacions o entre els diferents nivells del factor con-

siderat.

2. La hipotesi alternativa, H s
. 2 2 . .
H,: 0° = 0”, peraalguna parellaij

H, significa que hi ha diferéncies entre almenys les variancies poblacionals de

dues poblacions o nivells.
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Posant les dades adequadament, aquest contrast també es pot fer amb Excel usant

ANOVA d'un factor.

Exemple
Seguint amb lexemple de les hamburgueses i les seves calories, s’ha suposat que les
variancies poblacionals eren iguals en els 3 grups d’hamburgueses. Contrastem aquesta

suposicid, amb o = 0.05.

Solucié
1. Com que hem de fer el contrast per comparar variancies, calcularem la mitjana

de calories de cada grup d’hamburgueses. Obtenim:

X vedella

= 156.85 -11876  x_ =15871

X pollastre

2. A cada dada original li restem la mitjana del seu grup i agafem el resultat en

valor absolut.

Vedella Pollastre Carn
29.15 10.24 14.29
24.15 13.24 32.29
19.15 16.76 23.29
7.85 12.76 31.29
27.15 24.76 13.29
33.15 16.76 11.71
1.15 31.76 12.71
17.85 19.76 19.71
18.15 11.76 16.29
8.85 5.76 22,71
4.85 16.24 20.29
45.85 23.24 5.71
15.85 32.76 51.71
3.85 24.24 36.29
33.15 33.24 23.71
0.15 27.24 18.71
25.85 25.24 20.71
7.85
21.85
24.85
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3. La H0 és:

H:;o? =0 =0°

vedella pollastre carn
Aixo vol dir que, sota H,, no existeixen diferéncies entre les variincies de les calo-

ries de les hamburgueses segons els diversos nivells considerats de composicid.
4. LaH és:
. 2 2 . .
H: 0% # 0°, peraalguna parellai =
H, significa que hi ha diferéncies entre la variincia de les calories d'almenys

dos grups d’hamburgueses.
5. S’ha de consultar la taula F de Fisher amb (2,51) graus de llibertat. A la taula

anterior hem de trobar el punt que deixa a la seva dreta una area de o = 0.05.
Aquest punt és F_ = 3.18. Per tant, la zona de les taules on saccepta la H és
l'interval (0, 3.18).

6. Lazona de les taules on saccepta la H  és I'interval (3.18, co).

7. Calculem lestadistic de prova, F.

Font de variacié gl Suma quadrats Quadrats mitjans F
Entre grups 2 113.42 56.71 0.49
Dintre grups 51 5904.58 115.78
Total 53 6018

8. Com que lestadistic de prova F = 0.49 es troba a l'interval on saccepta H, di-
rem que acceptem H_ i que, per tant, podem assumir que les variancies de les
calories de les diverses composicions d’hamburgueses s6n iguals.

9. Elvalor del nivell de significacié critic o p-valor, a, és 0.6156.

10.Com que el p-valor, o = 0.6156, és més gran que el nivell derror amb el qual
volem treballar, o = 0.05, acceptem H,i arribem a la mateixa conclusié que
abans.

6.4 Disseny ANOVA de dos factors sense interaccid. Blocs aleatoritzats

Suposem que lobservacié d'una v. a. X est influida per dos factors. En lexemple de la
produccié davellanes podem considerar el factor sol i el factor que mesura la quantitat
de pluja caiguda durant el mes de maig. En aquest cas podriem estudiar si hi ha diferén-

cies entre els diferents tipus de sol o entre les diferents quantitats de pluja caigudes.
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Suposem que el primer factor (factor fila) té a nivells i que el segon factor (factor
columna) té b nivells. Suposem també que lefecte dels dos factors és additiu i que dis-

posem de n = a - b observacions, una per a cada combinacié dels nivells del factor fila

amb els nivells del factor columna. Amb aquestes condicions, les dades les podem posar

de la manera segiient:

Factor columna
1 2 b
1 X, X, X,
2 X, X, X,
Factor fila
a X, x, X,

De la taula anterior podem calcular:

x. (mitjana delafilai, 1 <i<a),

X (mitjana de la columna j, 1 <j < b),

X

(mitjana general).

Els passos que hem de seguir per fer una analisi de la variancia de dos factors
sense interaccid serien:

1.

Determinar quins sén els factors que es volen considerar, quins nivells shan
agafat de cadascun daquests factors i quina és la variable resposta o variable
observada que es vol estudiar.

Comprovar que les observacions de cada nivell de cada factor es distribueixen

normalment i que hi ha la mateixa variancia en els diversos nivells.

Determinar la hipotesi nul-la, H . En aquest cas, hi haura dues H , una per a
cada factor, i seran:

« Hta =..=a (nohihaefecte del factor fila)
« H& B, =...= B, (no hi ha efecte del factor columna)

Determinar la hipotesi alternativa, H . En aquest cas, hi haura dues H,, una
per a cada factor, i seran:

« Hfo= o, pera alguna parella i = j (hi ha efecte fila)

« H4P = [3}, per a alguna parella i # j (hi ha efecte columna)
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Determinar la zona de les taules on saccepta la H . Hi haura una zona per a

cadascun dels dos contrastos que es volen realitzar. La taula que s’ha de con-

sultar és la F de Fisher, pero els graus de llibertat seran diferents segons el

contrast que es vulgui realitzar:

+ Contrast del factor fila: a—1 i (a—1)(b—1) graus de llibertat. Buscarem el
valor F / que deixa a la seva dreta una irea igual a ot i la zona de les taules
on saccepta la H/ és l'interval (0, F.J).

+ Contrast del factor columna: b—1 i (a—1)(b—1) graus de llibertat. Busca-
rem el valor F_ que deixa a la seva dreta una area igual a o i la zona de les

taules on saccepta la H ® és I'interval (0, F ).

Determinar la zona de les taules on saccepta la H . Seran les zones comple-
mentaries a les trobades al pas 5), és a di, seran:

+ Contrast del factor fila: ( Faf ,00).

+ Contrast del factor columna: ( F o0 ).

Calcular els estadistics de prova. Per fer cadascun dels contrastos anteriors,
un per al factor fila i un per al factor columna, necessitem uns estadistics
diferents segons el contrast que vulguem fer. Els passos que s’han de seguir
per calcular les F per a un disseny de dos factors (sense interaccid) els podem

resumir a la taula:

Font de

variacio

gl

Suma quadrats

Quadrats mitjans

Entre files

0=b Y (x,-x)

QS
~

S

Entre

columnes

S

1

Residu

o0 error

(a-1)(b-1)

0
Q‘mwww

Total

ab-1

Per facilitar els calculs, les sumes de quadrats es poden calcular amb férmules

algebraicament idéntiques:
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Qf=bE X —abx?

0.=a x, —abx
Qr = Qt - Qf - Qc
8. A partir dels valors dels estadistics de prova F i les zones d’acceptacié de cada

hipotesi, decidir quina és la hipotesi certa per a cada contrast.

9. Calcular el valor del nivell de significaci6 critic o p-valor de cada contrast: o/
i a. % El p-valor de cada contrast es troba calculant la probabilitat que una dis-
tribucié F de Fisher amb els graus de llibertat corresponents al contrast que es
vol analitzar sigui més gran que lestadistic de prova F del contrast correspo-

nent, és a dir:

) P(Fa—l,(a—l)(b—l) >F) =a/
« P(F ey > L )= ol

10. A partir dels valors de o cf, oci de a, decidir quina és la hipotesi certa per a

cada contrast.

Lanomenat disseny en blocs aleatoritzats és un disseny que susa especialment en
lexperimentacié agricola, en el qual es volen comparar a tractaments (per exemple, a
fertilitzants), assignant els tractaments en b blocs (exemple: b finques), de manera que
es reparteixen els a tractaments aleatoriament a cada bloc (exemple: els fertilitzants
sapliquen aleatdoriament en a parcelles d'una mateixa finca). Interessara saber si hi ha

diferéncies entre els tractaments (o) i entre els blocs ( [3])

A 2 1 3 4 5
Blocs B 4 3 1 5 2
C 5 1 2 4 3

Exemple

Es va fer un experiment per estudiar lefecte de dos factors, altura descala i ritme
de pujada descales, en el ritme cardiac de les persones. Es van considerar dues altu-
res diferents descala, 14.6 cm i 29.2 cm, i tres ritmes diferents de pujada descales, 14
escales/minut, 21 escales/minut i 28 escales/minut. Per tant, hi ha 6 combinacions
diferents dels diversos nivells considerats dels factors. Es van agafar 6 persones. Cada
persona que va fer lexperiment va pujar les escales durant 3 minuts amb unes condi-

cions particulars d’altura descala i ritme de pujada. La variable que es va mesurar és
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la diferéncia entre el ritme cardiac abans de fer l'activitat i el que tenia després de fer

l'activitat. Els resultats van ser:

Ritme pujada

14 |21 |28
146 |9 15 |24
292 |16 |26 |50

Altura escala

Suposant que l'increment de ritme cardiac de cada nivell dels factors considerats

es distribueix normalment i que hi ha la mateixa variancia en els diversos nivells, es vol

analitzar si hi ha diferéncies significatives, amb o = 0.05, entre 'increment del ritme

cardiac dels diversos nivells considerats dels dos factors que es volen estudiar.

Solucié

1.

Els factors que es volen considerar sén laltura descala i el ritme de pujada
descales. Del factor altura descala es consideren dos nivells diferents: 14.6
cm i 29.2 cm. Del factor ritme de pujada descales es consideren tres nivells
diferents: 14 escales/minut, 21 escales/minut i 28 escales/minut. La variable
resposta que es vol estudiar és l'increment de ritme cardiac després de fer 'ac-
tivitat,

Hem suposat que es compleixen les condicions per aplicar ANOVA de dos
factors: les observacions de cada nivell del factor es distribueixen normalment

i hi ha la mateixa variancia en els diversos nivells.
Hi ha dues Ho’ una per a cada factor, i sén:

« Hf:o, =0a,, (nohihaefecte del factor altura de lescala)

« H:B, =B, =B, (nohiha efectedel factor ritme de pujada deescales)

Hi ha dues H1’ una per a cada factor, i sén:

« H 1f cOL #= O hi ha efecte de l'altura de l'escala en I'increment del ritme

14.6 29.2 (
cardiac).
« H:f,#p, peraalgunaparellais; (hi ha efecte del ritme de pujada dles-
cales en l'increment del ritme cardiac).
Determinem la zona de les taules on saccepta la H  de cada contrast:
+ Contrast del factor altura descala: s’ha de consultar la taula F de Fisher
amb (1,2) graus de llibertat. A la taula anterior hem de trobar el punt que

deixa a la seva dreta una area de o = 0.05. Aquest punt és Faf = 18.5. Per
tant, la zona de les taules on saccepta la H  és I'interval (0, 18.5).
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+ Contrast del factor ritme de pujada: s’ha de consultar la taula F de Fisher
amb (2,2) graus de llibertat. A la taula anterior hem de trobar el punt que
deixa a la seva dreta una area de o = 0.05. Aquest punt és F ° = 19.0. Per

tant, la zona de les taules on sacceptala H . és I'interval (0, 19.0).
6. Determinem la zona de les taules on saccepta la H, de cada contrast:
+ Contrast del factor altura d'escala: la zona de les taules on saccepta la H/
és l'interval (18.5, ).
+ Contrast del factor ritme de pujada: la zona de les taules on sacceptala H ¢
és I'interval (19.0, ).
7. Calculem els estadistics de prova, un per al factor altura descala i un per al

factor ritme de pujada dlescales:

Font de variacié gl | Sumaquadrats | Quadrats mitjans F
Altura escala 1 322.7 322.7 6.43
Ritme pujada 2 624.3 312.2 6.22
Residu o error 2 100.3 50.2

Total 5 1047.3

8. Hi haura una conclusi6 per a cada contrast:
+ Contrast del factor altura descala: com que lestadistic de prova F' = 6.43
es troba a l'interval on saccepta Hof, direm que acceptem Hof i que, per tant,
no s ha demostrat que I'increment mitja del ritme cardiac sigui diferent per

a les dues altures d'escala considerades.

+ Contrast del factor ritme de pujada: com que lestadistic de prova F = 6.22
es troba a l'interval on saccepta H direm que acceptem H ‘i que, per
tant, no s ha demostrat que l'increment mitja del ritme cardiac sigui dife-
rent per als tres ritmes de pujada descales considerats.

9. Hi ha un p-valor per a cada contrast:

+ Contrast del factor altura descala: el valor del nivell de significacié critic o
p-valor, Otcf, és 0.127.

+ Contrast del factor ritme de pujada: el valor del nivell de significacié critic
o p-valor, o és 0.138.

10.Segons el p-valor, hi haurd una conclusié per a cada contrast:

+ Contrast del factor altura descala: com que el p-valor corresponent, o Cf =

0.127, és més gran que el nivell derror amb el qual volem treballar, a0 =

0.05, acceptem Hof i arribem a la mateixa conclusié que abans.
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+ Contrast del factor ritme de pujada: com que el p-valor corresponent, o.°
= 0.138, és més gran que el nivell derror amb el qual volem treballar, o =

0.05, acceptem H i arribem a la mateixa conclusi6 que abans.

6.4.1 Excel: ANOVA de dos factors amb una sola mostra per grup

Per fer una ANOVA de dos factors amb una sola mostra per grup amb Excel cal seguir
els passos segiients:

1. Hem d'introduir les dades en el full de calcul. Si seguim amb lexemple de la
pujada d'escales, hem de posar les dades d'un factor en files i les de l'altre factor
en columnes. També podem posar un rétol que indiqui a quin nivell correspo-
nen les dades de cada fila i de cada columna. La pantalla 3 ens mostra com han

de quedar les dades una vegada introduides a Excel.

Pantalla 3. Dades de dos factors amb una sola mostra per grup

A E C O
1 ' 14 ' 21 ' 26
2 14E g 15 24
3 a0 16 26 =0

2. Del menti“Herramientas’, triem “Andlisis de datos”.

3. De les funcions que apareixen, triem “Anélisis de varianza de dos factores con
una sola muestra por grupo’ i acceptem. Ha d'aparéixer el quadre que es veu a

la pantalla 4.

Pantalla 4. Quadre de “Anilisis de varianza

de dos factores con una sola muestra por grupo”

Analisis de varianza de dos factores con una sola mu... @@

Entrada Py
Rango de entrada: | ) i)
Cancelar
[ Rotulos|
AlFa: |I:I M5 Avuda

Opcianes de salida
" Rango de salida: l %

{* En una hoja nueva: l

" En un libro nuevo
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4,

Del quadre anterior, hem demplenar:

a) Rango de entrada. Hem de seleccionar les caselles on es troben les dades

que volem analitzar.

b) Rétulos. Hem de marcar aquesta casella si a“Rango de entrada” hem se-
leccionat les cel-les on hi ha els rétols descriptius dels nivells a qué corres-
ponen les dades de cada fila i de cada columna. Si no s’han posat aquests
rétols descriptius o no s’han inclos aquestes celles a“Rango de entrada’; no

hem de marcar la casella“Rétulos”,
¢) Alfa. Hem de posar el nivell derror amb qué volem treballar.

d) Opciones de salida. Aqui triem on volem els resultats. Deixem marcada

lopcié “En una hoja nueva’.

El resultat apareix en una fulla nova. Hi ha dos quadres: quadre “Resumen” i

quadre “Anilisis de varianza”.

Quadre Resumen. Obtenim, de cada nivell considerat de cada factor, quantes

dades hi ha, la seva suma, la seva mitjana i la seva variancia.

Quadre Andlisis de varianza. Es el quadre amb el resultat dels cilculs que
s'han de fer per obtenir els estadistics de prova. El més interessant son les tres
tltimes columnes d'aquest quadre:

a) F.Sén els valors dels estadistics de prova F'i F'. En el nostre exemple tenim

que F'=643iF = 6.22.

b) Probabilidad. Sén els valors del nivell de significacié critic o p-valor de

cada contrast. En el nostre exemple tenim o/ = 0.127 i o = 0.138.

¢) Valor critico para F. Sén els valors de la taula F, amb els graus de llibertat
corresponents, que fan de frontera entre acceptar la H ila H, de cada con-

trast. En el nostre exemple tenim que F/= 1851 F = 19.0.

6.5 Disseny ANOVA de dos factors amb interaccié

Suposem que lobservacié d'una v. a. X esta influida per dos factors i que el nombre

d'observacions per a cada combinacié dels nivells del factor fila amb els nivells del factor

columna és més gran que 1.

Per tant, suposem que el primer factor (factor fila) té a nivells i que el segon factor

(factor columna) té b nivells. Suposem que disposem de n = a x b x r observacions,

r per a cada combinacié dels nivells del factor fila amb els nivells del factor columna.

Amb aquestes condicions, les dades les podem posar de la manera segiient:
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Factor columna
1 2 b
1 X,y e X Xy e Xy o | Xy e Xy,
Factor | 2 | X, %, Xppy oo Xy | Xy e Xy,
fila
a XX XX, o | X X,

i podem calcular:
x. (mitjanadelafilai, 1<i<a),
x; (mitjana dela columnaj, 1 <j <b),

xj (mitjana de la combinacié de la filaiamb la columnaj, 1 <i<a,1<j<b),

x (mitjana general).

Amb aquestes condicions ens apareix un nou element, que és la interaccié que
hi ha entre els factors considerats. Per explicar el significat de la interaccié ho farem a
través d'un exemple: suposem que agafem el temps que es triga a fer una volta al circuit
de Montmel6 en dos cotxes diferents i amb tres conductors diferents. Si no hi hagués
interaccié entre cotxes i conductors, amb cotxes diferents el pilot més rapid sempre
tardaria menys temps a fer una volta que els altres pilots o, si més no, la diferéncia amb
els altres pilots es mantindria en canviar de cotxe. Perd pot passar que un pilot diferent
estigui molt avesat a un tipus de cotxe en concret i amb aquest cotxe sigui el més rapid
o la diferéncia no sigui tan gran com en laltre cotxe. D'aquesta manera es veu que hi pot

haver una interacci6 entre cotxes i pilots. Graficament ho podem representar com a:

130,00 - conductor

—1.00

120,00 - —2.00

—3.00
110,00
100,00 —
90,00
80,00
70,00

I I
1.00 2.00
cotxe
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Si no hi hagués interaccid entre cotxes i pilots, les tres linies serien més o menys
paral-leles, la qual cosa voldria dir que les diferéncies de temps es mantenen entre els
conductors sigui quin sigui el cotxe que agafin. Pero en el grafic anterior podem veure
que la diferéncia de temps entre el 3r conductor i els dos primers no és la mateixa amb un
cotxe que amb laltre; aixd indica que hi ha certa interacci6 entre cotxes i conductors.

En el cas que tinguem dos factors amb diverses mostres per a cada combinacié de
nivells dels factors, es poden fer 3 contrastos:

+ Si hi ha diferéncies entre els nivells del factor fila.
+ Si hi ha diferéncies entre els nivells del factor columna.
+ Si hi ha interaccié entre els dos factors considerats.

Els passos que hem de seguir per fer una analisi de la varidncia de dos factors amb

interaccid son:

1. Determinar quins sén els factors que es volen considerar, quins nivells shan
agafat de cadascun daquests factors i quina és la variable resposta o variable
observada que es vol estudiar.

2. Comprovar que les observacions de cada nivell de cada factor es distribueixen
normalment i que hi ha la mateixa variincia en els diversos nivells.

3. Determinar la hipotesi nul-la, H . En aquest cas hi haura tres H , una per a cada

factor i una per contrastar si hi ha interaccid entre els dos factors, i seran:
P
Hf o =..=a  (nohiha efecte del factor fila)
H B, =..=P, (nohiha efecte del factor columna)
H ! no hi ha interaccid entre el factor fila i el factor columna
0

4. Determinar la hipotesi alternativa, H . En aquest cas, hi haura tres H , una
per a cada factor i una per contrastar si hi ha interaccié entre els dos factors, i
seran:

f’ . . .
H/: o, # 0. peraalguna parellai = (hi ha efecte fila)

. .
Hep = [Sj per a alguna parella i = j (hi ha efecte columna)
H 11: hi ha interaccié entre el factor fila i el factor columna

5. Determinar la zona de les taules on saccepta la H, Hi haura una zona per
a cadascun dels tres contrastos que es volen realitzar. La taula que sha de

consultar és la F de Fisher, pero els graus de llibertat seran diferents segons el

contrast que es vulgui realitzar:

+ Contrast del factor fila: a — 1 i ab(r — 1) graus de llibertat. Buscarem el
valor Fuf que deixa a la seva dreta una area igual a o i la zona de les taules

on saccepta la HOf és l'interval (0, FOD.
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+ Contrast del factor columna: b — 1iab (r — 1) graus de llibertat. Buscarem
el valor F ° que deixa ala seva dreta una area igual a ati la zona de les taules
on saccepta la H ( és I'interval (0, F ).

+ Contrast de la interaccié: (a — 1)(b — 1) i ab(r — 1) graus de llibertat. Bus-
carem el valor F !, que deixa a la seva dreta una area igual a o i la zona de

les taules on saccepta la H ' és I'interval (0, F /).

6. Determinar la zona de les taules on saccepta la H.. Seran les zones comple-

mentaries a les trobades al pas 5), és a di, seran:
+ Contrast del factor fila: (F/, o).

+ Contrast del factor columna: (F ©, o ).
+ Contrast de la interaccié: ( FQI , ).

7. Calcular els estadistics de prova. Per fer cadascun dels contrastos anteriors
necessitem uns estadistics diferents segons el contrast que vulguem fer. Els
passos que hem de seguir per calcular les F per a un disseny de dos factors

(amb interaccid) els podem resumir a la taula:

Font de
L L it] F
variacis gl Suma quadrats Quadrats mitjans
Entre files a-1 Qy=br E (xi=x)’ 0, = o, gf
! S a-1 Q
Entre b1 0. =ar E (;j —x) ) o
columnes 7 Q.= b-1 g"’
Interaccio | (a—1)(b-1) Q=r E (xij=xi=x; + x ) 0, = 9, 0,
Z " a-1)(b-1) 0
Residu ab(r - 1) Q=% G xi)) P 2
o error L]k r ab(r-1)
— 2
Total abr — 1 Q= Ek (X — X)
i,

Per facilitar els calculs, les sumes de quadrats es poden calcular amb férmules

algebraicament idéntiques:
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0= szijk —abrx?
i

Qf:brz x;. —abrx?

1

0. = arE x.jz—abrx2
7

Q,:rE x:-z—brE ;z—arz ;2+abr}2
7

ij i

Qr:Qt_Qf _Qc_Ql

8. A partir dels valors dels estadistics de prova F i les zones dacceptacié de cada

hipotesi, decidir quina és la hipotesi certa per a cada contrast.

9. Calcular el valor del nivell de significacié critic o p-valor de cada contrast: o/,
o ‘i a '’ El p-valor de cada contrast es troba calculant la probabilitat que una
distribucié F de Fisher amb els graus de llibertat corresponents al contrast que
es vol analitzar sigui més gran que lestadistic de prova F del contrast corres-
ponent, és a dir:

) P(Fa—l,ab(r—l) > Pf) = acf
« P(F b-tab(r—1) ~ F)=af
« P(F (e-1)(b-1)ab(r1) ~ F') = OLCI

10.A partir dels valors de o/, 0. “i ot i de o, decidir quina és la hipotesi certa per
a cada contrast.

Exemple

Es va fer un experiment per estudiar lefecte de dos factors, altura descala i ritme
de pujada descales, en el ritme cardiac de les persones. Es van considerar dues altures
diferents d'escala, 14.6 cm 1 29.2 cm, i tres ritmes diferents de pujada dlescales, 14 es-
cales/minut, 21 escales/minut i 28 escales/minut. Per tant, hi ha 6 combinacions dife-
rents dels diversos nivells considerats dels factors. Es van agafar 5 persones per a cada
combinacié. La variable que es va mesurar és la diferéncia entre el ritme cardiac abans
de fer l'activitat i el que tenia després de fer l'activitat. Els resultats van ser:

Ritme pujada
14 21 28
Altura 14.6 10151460 10 22 20 14 9 15 24 22 39 20
escala 29.2 11 22 6 33 8 14 30 45 35 6 66 51 37 63 33
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Suposant que l'increment de ritme cardiac de cada nivell dels factors considerats

es distribueix normalment i que hi ha la mateixa variancia en els diversos nivells, es vol

analitzar si hi ha diferéncies significatives, amb o = 0.05, entre 'increment del ritme

cardiac dels diversos nivells considerats dels dos factors que es volen estudiar.

Solucié

1.

Els factors que es volen considerar sén laltura descala i el ritme de pujada
descales. Del factor altura descala es consideren dos nivells diferents: 14.6
cm i 29.2 cm. Del factor ritme de pujada descales es consideren tres nivells
diferents: 14 escales/minut, 21 escales/minut i 28 escales/minut. La variable
resposta que es vol estudiar és l'increment de ritme cardiac després de fer 'ac-

tivitat.

Hem suposat que es compleixen les condicions per aplicar ANOVA de dos
factors: les observacions de cada nivell del factor es distribueixen normalment
i hi ha la mateixa variincia en els diversos nivells.

Hi ha tres H, una per a cada factor i una per contrastar si hi ha interacci6

entre els dos factors, i sén:
« Hfo, =0, (no hi ha efecte del factor altura de l'escala)
c. _ _ . . . ’
« HfB,=B, =B, (nohiha efecte del factor ritme de pujada d'escales)
« H_":no hi ha interaccié entre Ialtura de lescala i el ritme de pujada

Hi ha tres H, una per a cada factor i una per contrastar si hi ha interaccié

entre els dos factors, i sén:

« Hfa, =a,, (hihaefecte delaltura delescala enlincrement del ritme

cardiac)
« HHPB = [SJ, per a alguna parella i = j (hi ha efecte del ritme de pujada des-
cales en I'increment del ritme cardiac)
« H " hihainteracci6 entre Ialtura de lescala i el ritme de pujada
Determinem la zona de les taules on saccepta la H  de cada contrast:

+ Contrast del factor altura descala: sha de consultar la taula F de Fisher amb
(1,24) graus de llibertat. A la taula anterior, hem de trobar el punt que deixa
a la seva dreta una irea de o = 0.05. Aquest punt és F / = 4.26. Per tant, la
zona de les taules on saccepta la H{ és l'interval (0, 4.26).

+ Contrast del factor ritme de pujada: sha de consultar la taula F de Fisher
amb (2,24) graus de llibertat. A la taula anterior hem de trobar el punt que
deixa a la seva dreta una area de o = 0.05. Aquest punt és F = 3.40. Per

tant, la zona de les taules on saccepta la H * és I'interval (0, 3.40).
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+

Contrast de la interaccié: sha de consultar la taula F de Fisher amb (2,24)
graus de llibertat. A la taula anterior, hem de trobar el punt que deixa ala seva
dreta una area de o = 0.05. Aquest punt és F_ " = 3.40. Per tant, la zona de les

taules on saccepta la H ! és l'interval (0, 3.40).

6. Determinem la zona de les taules on sacceptala H . de cada contrast:

+

Contrast del factor altura descala: la zona de les taules on saccepta la H/
és l'interval (4.26, ).
Contrast del factor ritme de pujada: la zona de les taules on sacceptala H ¢
és l'interval (3.40, ).
Contrast de la interacci6: la zona de les taules on saccepta la H ' és 'inter-

val (3.40, o).

7. Calculem els estadistics de prova, un per al factor altura descala, un per al

factor ritme de pujada d'escales i un per a la interaccid entre laltura de lescala

i el ritme de pujada:

Font de variacié gl | Sumaquadrats | Quadrats mitjans F
Altura escala 1 1613.33 1613.33 12.85
Ritme pujada 2 3121.67 1560.83 12.43

Interaccié 2 501.67 250.83 2.00

Residu o error 24 3014 125.58

Total 29 8250.67

8. Hi haura una conclusi6 per a cada contrast:

+

Contrast del factor altura descala: com que lestadistic de prova F f=12.85
es troba a l'interval on saccepta Hlf, direm que acceptem Hlf i que, per tant,
l'increment mitja del ritme cardiac no és el mateix per a les dues altures

descala considerades.

Contrast del factor ritme de pujada: com que lestadistic de prova F < =
43 es troba a l'interval on saccepta , direm que acceptem i que,

12.43 es troba a l'interval taH¢d q tem H “iq

per tant, l'increment mitja del ritme cardiac no és el mateix per als tres

ritmes de pujada descales considerats.

Contrast de la interaccié: com que lestadistic de prova F ' = 2.00 es troba
al'interval on saccepta HOI, direm que acceptem H OI i que, per tant, no s'ha
demostrat que la interaccié entre laltura de lescala i el ritme de pujada

sigui significativa.
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9. Hi ha un p-valor per a cada contrast:

+ Contrast del factor altura descala: el valor del nivell de significacié critic o
p-valor, o/, és 0.0015.

+ Contrast del factor ritme de pujada: el valor del nivell de significacié critic
o p-valor, a’ és 0.0002.

+ Contrast de la interacci6: el valor del nivell de significacié critic o p-valor,

o/, & 0.1576.

10. Segons el p-valor, hi haura una conclusié per a cada contrast:

+ Contrast del factor altura descala: com que el p-valor corresponent, o Cf =
0.0015, és més petit que el nivell derror amb el qual volem treballar, o =

0.05, acceptem Hlf i arribem a la mateixa conclusié que abans.

+ Contrast del factor ritme de pujada: com que el p-valor corresponent, o
= 0.0002, és més petit que el nivell derror amb el qual volem treballar, o =

0.05, acceptem H ‘i arribem a la mateixa conclusié que abans.

+ Contrast de la interaccié: com que el p-valor corresponent, OLCI = 0.1576,
és més gran que el nivell derror amb el qual volem treballar, o = 0.05, ac-

ceptem HOI iarribem a la mateixa conclusié que abans.

6.5.1 Excel: ANOVA de dos factors amb diverses mostres per grup

Per fer una ANOVA de dos factors amb diverses mostres per grup amb Excel cal seguir

els passos segﬁents:

1. Hem d'introduir les dades en el full de calcul. Si seguim amb lexemple de la
pujada d'escales, hem de posar les dades d'un factor en files i les de l'altre factor
en columnes, perd per a cada nivell del factor fila hem de reservar tantes files
com observacions hi hagi a cada combinacié de nivells dels dos factors consi-
derats (en el nostre cas, 5). També podem posar un rétol que indiqui a quin
nivell corresponen les dades de cada fila i de cada columna. La pantalla 5 ens

mostra com han de quedar les dades una vegada introduides a Excel.

115



Josep Maria Mateo Sanz

Pantalla 5. Dades Excel de dos factors amb diverses mostres per grup

A | B | C | D
1 14 21 28
2 14.6 10 10 15
3 15 22 24
4 14 20 22
g 5 14 39
B 0 9 20
7 29.2 11 14 BA
8 22 30 51
9 5 45 37
10 33 35 63
11 8 5 33

2. Del menti“Herramientas’, triem “Analisis de datos”.

3. De les funcions que apareixen, triem “Anélisis de varianza de dos factores con
varias muestras por grupo’ i acceptem. Ha d’aparéixer el quadre que es veu a

la pantalla 6.

Pantalla 6. Quadre de “Anilisis de varianza

de dos factores con varias muestras por grupo’

Analisis d= varianza de doe factoras con Yarias mu. .. ra m|

Entrada

Rango da erkrada: qt—i

Cancelar
Bla por muesira;

dil

Alfa: 0,05 Ayuda

Opdones de saida
" Rango de s3ida; :iq‘

& Enuna hoja roawa: |

" En un ibro nuzvo

4. Del quadre anterior, hem demplenar:
a) Rango de entrada. Hem de seleccionar les caselles on es troben les dades
que volem analitzar, En aquest cas, és obligat posar i agafar els rétols dels
nivells dels dos factors.

b) Fila por muestra. Hem de posar quantes dades hi ha a cada combinacié de

nivells dels dos factors. Si seguim el nostre exemple, hem de posar 5.
¢) Alfa. S'ha de posar el nivell derror amb queé volem treballar.

d) Opciones de salida. Aqui triem on volem els resultats. Deixem marcada l'op-
ci6 “En una hoja nueva’.
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El resultat apareix en una fulla nova. Hi ha dos quadres: quadre “Resumen” i

quadre “Anilisis de varianza”.

Quadre Resumen. Obtenim, de cada nivell considerat de cada factor, quantes

dades hi ha, la seva suma, la seva mitjana i la seva variancia.

Quadre Andlisis de varianza. Es el quadre amb el resultat dels calculs que
s'’han de fer per obtenir els estadistics de prova. El més interessant son les tres

tltimes columnes d’aquest quadre:

a) E Sén els valors dels estadistics de prova F f,F<iF' En el nostre exemple
tenim que F/ = 12.85, F<=12.43iF' = 2.00.
b) Probabilidad. Sén els valors del nivell de significacié critic o p-valor de cada

contrast. En el nostre exemple, tenim Och = 0.0015, o. = 0.0002 i OLCI =
0.1576.

¢) Valor critico para F. Son els valors de la taula F, amb els graus de llibertat
corresponents, que fan de frontera entre acceptar la H ila H, de cada con-
trast. En el nostre exemple tenim que F /= 4.26, F = 3.40i F ' = 3.40.

Observacions

1.

En aquest exemple de dos factors amb interaccid, les mitjanes de cada combi-
naci6 d'altura dlescala i ritme de pujada descales coincideix amb els valors de
lexemple de dos factors amb una sola mostra per a cada combinaci6 de nivells
dels dos factors considerats. Abans sobtenia que no s’havia demostrat que l'al-
tura de les escales o que el ritme de pujada de les escales provoqués diferéncies
en l'increment del ritme cardiac i ara sobté que si que hi ha diferéncies signi-
ficatives en 'increment del ritme cardiac, tant en canviar l'altura de les escales
com en canviar el ritme de pujada de les escales. A qué pot ser degut aquest

canvi en les conclusions?

Per comprovar la for¢a de la interacci6, es pot fer un grafic de les mitjanes de
les diverses combinacions dels nivells dels dos factors. Realment es veu que hi
ha una certa interaccid, encara que numericament sobté que aquesta no esta

demostrada de manera clara.
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7. Proves d'independéncia i de bondat d’ajustament

Les proves per contrastar si dues caracteristiques observades d'una poblacié sén inde-
pendents i per contrastar si les dades recollides en una mostra segueixen una certa dis-
tribucié estadistica tenen un punt en comu: es pot usar l'anomenada prova khi quadrat
per fer cadascun daquests contrastos.

Aquesta prova es basa a comparar les freqiiéncies que s'han observat en recollir les
dades de les mostres amb les freqiiéncies que sesperarien si fos certa la hipotesi nulla

que es vol contrastar. Lestadistic que s'ha de calcular per aplicar la prova khi quadrat és:

.y . v . 2
2 Zk: ( freqiiencia observada — freqiiencia esperada)
P freqiiencia esperada

on k és el nombre de successos en queé s'ha dividit cert espai mostral. Aquests successos
han de formar una particié de lespai mostral, és a dir, han de ser disjunts i la seva unié
ha de coincidir amb lespai mostral.

Si les freqiiéncies observades sassemblen a les freqiiéncies esperades segons la
hipotesi nulla, llavors és raonable pensar que la hipotesi nul:la és certa. En canvi, si les
freqiiéncies observades sén molt diferents de les freqiiéncies esperades segons la hipo-

tesi nul-la, llavors sembla 16gic pensar que la hipotesi nul-la no és certa.

Exemple. Suposem que tenim un dau i volem comprovar si esta trucat o no. Per com-

provar-ho, llancem el dau 300 vegades i obtenim els resultats segiients:

Resultat 1 2 3 4 5 6
Freq.observada |45 |52 |56 |48 |53 |46
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Si el dau no esta trucat, esperariem que la freqgiiéncia de cada puntuacié del dau
fos 50. Veiem que les freqiiéncies observades en fer els 300 llangaments sén semblants
a les que sesperarien si el dau no estigués trucat. Per tant, podem afirmar que el dau no
esta trucat.

Exemple. Suposem que agafem un altre dau i volem comprovar si esta trucat o no.

Per fer la comprovacid, llancem aquest dau 300 vegades i obtenim els resultats segiients:

Resultat 1 2 3 4 5 6
Freq. observada 20 1 90 | 10 | 80 | 15 | 85

En aquest cas, veiem que les freqiiéncies observades en fer els 300 llancaments sén
bastant diferents de les que sesperarien si el dau no estigués trucat. Per tant, podem

afirmar que el dau esta trucat.

7.1 Prova d’independéncia

Suposem que volem determinar si existeix alguna relacié entre dues caracteristiques
diferents en les quals una poblacié ha estat classificada i on cada caracteristica es troba
dividida en cert nombre de categories. Per exemple, existeix alguna relaci6 entre ledat
de les persones i el color del seu cotxe? En aquest exemple, s’ha classificat la poblacié
en dues caracteristiques, on suposem que cadascuna té almenys dues categories ex-
haustives i mituament excloents. Aquestes dues caracteristiques son la franja dedat a
la qual pertany una persona i el color del seu cotxe. Les categories per a aquestes dues
caracteristiques podrien ser:

+ Per aledat de cada persona: té entre 18 1 30 anys, entre 30 i 45 anys o és major

de 45 anys.
+ Per al color del seu cotxe: vermell, blau, negre o gris.

Generalitzant, suposem que tenim una poblacié Q) que admet dues descomposi-

cions diferents en categories excloents:
Q=A+..+A =B +..+B,
Suposem que tenim una mostra de n elements, de manera que:
n, és la freqiiencia absoluta del succés AN Bj

Les freqiiéncies observades de la mostra es posen en una taula de contingéncia
r % 5. Una taula de contingéncia es forma per les freqiiéncies que sobserven per a les

dues classificacions i les seves categories corresponents.
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B1 Bz Bs
Al n, n, 1s n,
Az rl21 nzz n25 nz-
Ar rl 12 1’lrs nr
n, n, n_ n

n = E ny + €s la freqiiencia absoluta de A, (total de la fila 4).
=~

n .=
J

r ny ¢s la freqiiéncia absoluta de B, (total de la columna j).
=

Lobjectiu és contrastar si aquestes dues caracteristiques en qué s ha dividit la po-

blacié sén independents entre elles o, en canvi, si hi ha relacié.

Els passos que cal seguir per contrastar si dues caracteristiques sén independents

0 no son:

1.

Determinar quines son les dues caracteristiques, A i B, en qué s'ha dividit la po-
blacié i que sén objecte destudi. També s'ha de precisar en quines categories, A.

i Bj, s’ha subdividit cada caracteristica.
Determinar la hipotesi nul-la, H .- La H sempre sera la mateixa:
H: P(Ai N Bj) = P(Ai)P(Bj) Vij

Aixo vol dir que, si es compleix H, les caracteristiques A i B sén indepen-
dents i que no hi ha relacié entre A i B.
Determinar la hipotesi alternativa, H,. La H, sempre sera la mateixa:
i

H:P(A N Bj) = P(A )P(Bj) per a alguna parella i

H, significa que A i B sén dependents i que hi ha relacié entre les categories

de les caracteristiques A i B.

Construir la taula de freqiiéncies esperades sota la suposicié que H, és certa. En

aquest cas, la freqiiéncia esperada de la cel-la AN Bj, sota H , és:

nn /n
vy
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La taula de freqiiéncies esperades seria:

B, B, B,
A nn,/n nn,/n nn /n n,
A, nn,/n  nn,/n n,n /n n,
A nn. /n nn./n nn/n n_
r -1 2 s r
n, n, n_ n

Calcular lestadistic de prova, que en aquest cas anomenarem > Aquest estadis-

tic es calcula segons la férmula:

Z ZZ(ObS espy) _ r z

2
s (nl.j —ni_n,j/n)
=l j=1 esp;; i=1 j=1 n.n.; /n

Determinar la zona de les taules on saccepta la H . La taula que s'ha de consultar
ésla?amb (r — 1)(s — 1) graus de llibertat. Per a un nivell de significacié o, si
éstal que P(*> x* ) = o (ésadir, el punt de la taula )* que deixa a la seva dreta
una area igual a ), la zona de les taules on saccepta la H  és l'interval (0, ) ).

Determinar la zona de les taules on saccepta la H. Sera la zona complementaria

ala que hem trobat al pas 6), és a dir, sera l'interval ( Xza ,00).

Segons els valors de lestadistic de prova x* i les zones d'acceptaci6 de cada hipo-
tesi, decidir quina és la hipotesi certa.

Calcular el valor del nivell de significaci critic o p-valor o, . El p-valor es troba cal-

culant la probabilitat que una distribucié x* amb (r — 1)(s — 1) graus de llibertat
sigui més gran que lestadistic de prova x? és a dir, P(Xz(r_ Deen > ¥2) =

10. Segons els valors de o i de 0, decidir quina és la hipotesi certa.

Observacions

1.

2.

Quan saplica la prova khi quadrat s’ha de procurar que les freqiiéncies espe-
rades siguin superiors a 5. Si aquesta condicid no es verifica, és recomanable
agrupar successos perque les freqiiéncies augmentin; en aquest cas disminui-

ran els graus de llibertat.

La férmula per calcular lestadistic de prova x* també es pot expressar com a:
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r S n

2 i
X =n 2 -1
= ;n,nj

3. Enuna taula 2 x 2, aquesta férmula és:

2y (n11n22 - n12n21)2

n.n,nn,

X

Si en una taula 2 x 2 les freqiiéncies esperades son petites, haurem d'usar la
correccié de Yates, que consisteix a utilitzar la férmula:

2
n
NNy, = NNy —

) 2

X =n

n.n,n.n,

4. Quan en una taula de contingéncia saccepta que hi ha dependéncia entre les

dues caracteristiques A i B estudiades, convé calcular el coeficient:

sent g = min{r,s} — 1. C és el coeficient de contingéncia de Cramer, que pro-
porciona una mesura del grau d’associacié entre els successos A1’ ey Ar iels

successos B, ..., B.. Aquest coeficient verifica que:
a) 0=sC=1.
b) Si C = 0 existeix independéncia completa.

¢) Com més gran sigui el valor de C, més dependéncia hi ha entre les catego-

ries de les caracteristiques A i B.

Exemple. Es vol estudiar si hi ha alguna relacié entre l'edat de les persones i el color
del seu cotxe. Per fer aquest estudi sagafen 300 persones i es classifiquen segons la seva
franja d'edat i el color del seu cotxe. Les franges dedat que s’han considerat sén: de 18 a
30 anys, de 30 2 45 anys i més de 45 anys. El color del cotxe pot ser: vermell, blau, negre
i gris. Els resultats obtinguts es mostren a la taula de contingéncia segiient:

vermell blau negre gris
18 - 30 anys 60 40 3 7 110
30 - 45 anys 15 8 22 75 120
+ 45 anys 5 2 35 28 70
80 50 60 110 300
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Volem veure si hi ha independéncia o no (a0 = 0.05) entre ledat de les perso-
nes i el color del seu cotxe.

Solucié

1. Les dues caracteristiques que es consideren sén: edat i color del cotxe. Les
categories en que s ha dividit ledat sén: de 18 a 30 anys, de 30 a 45 anys i més
de 45 anys. Les categories en qué s'ha tingut en compte el color del cotxe sén:
vermell, blau, negre i gris.

2. La H0 és:

H : Tedat i el color del cotxe son caracteristiques independents (no estan re-
lacionades).

H, significa que, per exemple, dintre d'una franja dedat, la fracci6 de persones
que tenen un color de cotxe o un altre és semblant a la fraccié del total de per-

sones que tenen aquell color de cotxe, és a dir, trobar-se en una franja dedat o
una altra no té influéncia en el color del cotxe.

3. La H1 és:

H : ledat i el color del cotxe son caracteristiques dependents (estan relaci-
onades).

Aix0 vol dir que, sota H, la fraccié del nombre de cotxes d'un color o un altre
depén de la franja dedat de I'usuari.

4. La taula de freqtiéncies esperades sota HO és:

vermell blau negre gris
18 - 30 anys 110-80/300 | 110-50/300 | 110-60/300 | 110-110/300 110
30 - 45 anys 120-80/300 | 120-50/300 | 120-60/300 | 120-110/300 120
+ 45 anys 70-80/300 70-50/300 70-60/300 70-110/300 70
80 50 60 110 300
és a dir,
vermell blau negre gris

18 - 30 anys 29.3 18.3 22 40.3 110

30 - 45 anys 32 20 24 44 120

+ 45 anys 18.7 11,7 14 25,7 70

80 50 60 110 300
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5. Calculem lestadistic de prova, x>

2 2 2
e (60-293)"  (40-183) ~ (28-257)° _ o0y

6. S’ha de consultar la taula y? amb (3 — 1)(4 — 1) = 6 graus de llibertat. A la taula
anterior hem de trobar el punt que deixa a la seva dreta una area de o = 0.05.

Aquest punt és %’ = 12.6. Per tant, la zona de les taules on saccepta la H és
l'interval (0, 12.6).
7. Lazona de les taules on saccepta la H, és I'interval (12.6, o).

8. Com que lestadistic de prova x> = 189.59 es troba a l'interval on saccepta H,
direm que acceptem H, i que, per tant, hi ha dependéncia entre ledat i el color
de cotxe.

9. Elvalor del nivell de significacié critic o p-valor, o,és3.1- 10738,

10.Com que el p-valor, o = 3.1 - 107, és més petit que el nivell derror amb el
qual volem treballar, a0 = 0.05, acceptem H, i arribem a la mateixa conclusié que

abans.

11.En aquest cas té sentit calcular el coeficient de contingencia de Cramer:

Ce X’ /n 189.59/300
q

=0.316

7.2 Proves de bondat d’ajustament a una distribucié

Lobjectiu d'aquest apartat és donar les bases per, donat un conjunt de dades, contrastar
si aquestes dades podem suposar que segueixen una certa distribucié determinada. Per
realitzar aquest contrast, ho podem fer a través de dues aproximacions diferents:

Avaluant les diferéncies que hi ha entre les freqiiéncies esperades sota la distri-
bucié posada com a hipotesi nul:la i les freqtiéncies observades; en aquest cas susara la
prova khi quadrat.

Comparant la funcié de distribuci6 de la distribucié posada com a hipotesi nul-la
ila funci6 de distribucié mostral; sota aquesta aproximacié susara el test de Kolmogo-

rov-Smirnov.
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7.2.1 La prova kbi quadrat

Partim de la base que tenim unes dades mostrals, X, X,y ey X, qUE provenen d'una po-

blacié. El que volem contrastar és si aquestes dades podem suposar que segueixen certa

variable aleatoria X o no. X pot ser qualsevol de les distribucions conegudes: binomial,

Poisson, normal, exponencial, uniforme...

Per fer aquest contrast de bondat d’ajustament segons la prova khi quadrat, cal

seguir els passos segﬁents:

1.

Determinar la hipotesi nul-la, H, S’ha dlespecificar quina és la distribucié de

referéncia X a partir de la qual volem comprovar si les dades s'hi ajusten o no.

LaHg;
H : les dades segueixen la distribucié X
Determinar la hipotesi nul-la, H,.La H, sera la contraria que la H o
H : les dades no segueixen la distribucié X

Calcular les freqiiéncies observades. Per fer aixo, dividirem el camp on
pot prendre valors la variable aleatoria X en intervals de classe disjunts I Y J
Ik i calcularem les freqiiéncies absolutes Ny 1y ey My, SENE T, el nombre de valors

mostrals que pertanyen a l'interval I.
1

Calcular les freqiiéncies esperades sota la Ho’ Les freqiiéncies esperades seran
NP, NP,y veoy NP, ON P, €8 la probabilitat de I'interval L sota Ho’

Calcular lestadistic de prova, que en aquest cas anomenarem %> Aquest estadis-

tic es calcula segons la formula:

X2 _ i (obsi - espi)2 _

2
k

(”i - npi)
i1 esp; it P

Determinar la zona de les taules on saccepta la H . La taula que s'ha de consultar
éslay®>amb k — s — 1 graus de llibertat, on s és el nombre de pardmetres que shan
hagut destimar, a partir de les dades mostrals, de la distribucié X. Per a un nivell
de significaci6 o, siy’ éstal que P()*> %° ) = o (és a dir, el punt de la taula
que deixa a la seva dreta una area igual a @), la zona de les taules on saccepta la
14 e 2
H, éslinterval (0,%° ).
Determinar la zona de les taules on saccepta la H . Sera la zona complementaria

ala trobada al pas 6), és a dir, sera I'interval ()* , o ).

Segons els valors de lestadistic de prova x* i les zones d'acceptaci6 de cada hipo-

tesi, decidir quina és la hipotesi certa.
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9. Calcular el valor del nivell de significaci6 critic o p-valor .. El p-valor es troba
calculant la probabilitat que una distribuci6 > amb k — s — 1 graus de llibertat
sigui més gran que lestadistic de prova )% és a dir, P()*,__, > X*) = o..

10. Segons els valors de a_i de @, decidir quina és la hipotesi certa.

Observacions

1. La prova khi quadrat és de naturalesa discreta, és a dir, es comparen les fre-
qiiéncies observades i les freqiiéncies esperades per a un nombre finit de cate-
gories. Per tant, si a la hipotesi nulxla tenim una variable aleatoria X continua,
caldra dividir el rang de possibles valors de la variable X en un nombre finit

d’intervals de classe.

2. La prova khi quadrat ens afirma que lestadistic %* tendeix a una khi quadrat a
mesura que # augmenta. S’ha vist que, a partir que n sigui 5 vegades el nombre
d'intervals de classe, els resultats son acceptables. Per tant, seria bo seleccionar
els intervals de classe de manera que tota freqiiéncia esperada sigui major que
5. Aix0 es pot aconseguir ajuntant intervals de classe veins, perd cal tenir en
compte que el nombre de graus de llibertat es redueix en 1 cada vegada que

ajuntem dos intervals.

Exemple 1. A la taula segiient tenim el nombre de faltes comeses per alumne (hi

ha 50 alumnes) en un dictat i volem veure si aquestes dades sajusten a una distribucié

de Poisson (a0 = 0.05).

Faltes 0 1 2 3 4 5 6 7
Nombre dalumnes 2 6 11 11 12 4 3 1

Solucié
1. La H0 és:

H_;: les faltes per alumne segueixen una distribucié Poisson
2. LaH és:
H : les faltes per alumne no segueixen una distribucié Poisson

3. Les freqiiéncies observades es donen a la taula de lenunciat.

Faltes 01 2 3 4 5 6 7omés
Nombre dalumnes observats 2 6 11 11 12 4 3 1
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4. Per calcular les freqiiéncies esperades, hem de suposar que les dades segueixen
una Poisson. Com que no ens donen el parametre A que té la distribucié de
Poisson, 'hem destimar a partir de la mitjana mostral i obtenim A = 3.08.

A partir daqui apliquem la férmula de la funcié de probabilitat de la Poisson,
amb A = 3.08, per saber quina és la probabilitat de cada nombre de faltes.

Faltes 0 1 2 3 4 5 6 7 o més
Probabilitat (pi) 0.0460 0.1416 0.2180 0.2238 0.1723 0.1062 0.0545 0.0377

Per exemple, la probabilitat esperada del nombre d'alumnes que fan zero fal-

tes és:
0
P(Poiss(3.08)=0) = ¢ 3'?”8 =0.0460
Les freqiiéncies esperades seran:
Faltes 0 1 2 3 4 5 6 7 0 més

Nombre dalumnes 230 7.08 1090 11.19 862 531 272  1.89

esperats

Com que hi ha freqiiéncies esperades que sén més petites que 5, ajuntem in-
tervals de classe:

Faltes 1 o menys 2 3 4 5 0 més

Nombre dalumnes esperats 9.38 10.90 1119 8.62  9.92

Fem el mateix amb les observades:

Faltes lomenys 2 3 4 5o0més

Nombre dalumnes observats 8 11 11 12 8

5. Calculem lestadistic de prova:

2 2 2 2 2
e (8-9.38) +(11—10.90) +(11—11.19) +(12—8.62) +(8—9.92) o
9.38 10.90 11.19 8.62 9.92

6. S’ha de consultar la taula > ambk —s — 1 =5 —1 -1 = 3 graus de llibertat (k
és 5 perqué, al final, shan agafat 5 intervals de classe i s és 1 perqueé sha hagut

destimar el parametre A de la Poisson). A la taula anterior hem de trobar el punt
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que deixa a la seva dreta una area de o = 0.05. Aquest punt és * = 7.8. Per tant,

la zona de les taules on saccepta la H  és l'interval (0, 7.8).
7. Lazona de les taules on saccepta la H, és l'interval (7.8, o).

8. Com que lestadistic de prova > = 1.91 es troba a 'interval on saccepta H, di-
rem que acceptem H_ i que, per tant, podem suposar que el nombre de faltes per
alumne sajusta a una distribucié Poisson.

9. Elvalor del nivell de significacié critic o p-valor, a, és 0.58.

10. Com que el p-valor, o= 0.58, és més gran que el nivell derror amb el qual volem

treballar, o = 0.05, acceptem H, i arribem a la mateixa conclusié que abans.

Exemple 2. S’han recollit dades corresponents als pesos de 150 persones i sha
obtingut una mitjana de 72 quilos i una desviaci6 estindard de 6 quilos. Volem saber
si aquestes dades sajusten a una distribucié normal (amb o = 0.05) i, per aixd, s’han
agrupat les dades en 6 intervals de classe. La taula segiient mostra els resultats una ve-
gada s’han agrupat els pesos.

Pes 50-61 61-65 65-69 69-74 74-80 80-110
Nombre de persones 8 12 20 54 34 22
Resolucié.
1. LaH és:
H : el pes segueix una distribucié normal
2. LaH és:

H.: el pes no segueix una distribuci6é normal

3. Les freqiiéncies observades es donen a la taula de l'enunciat.

Pes 61 omenys 61-65 65-69 69-74 74-80 80 o0 més
Nombre de persones 8 12 20 54 34 22

4. Per calcular les freqiiéncies esperades, hem de suposar que les dades segueixen
una normal on s’han estimat els valors de la mitjana i la desviacié estandard;

aquests valors sén 721 6, respectivament.,

A partir daqui busquem a les taules de la normal per saber quina és la proba-
bilitat de cada interval de pesos fet.
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Pes 61 o menys  61-65 65-69 69-74 74-80 80 o més
Probabilitat (pl.) 0.0334 0.0883 0.1869 0.3220 0.2782  0.0912

Per exemple, la probabilitat esperada del nombre dalumnes que pesen entre

61165 quilos és:
P(61 < N(72,6) < 650) = 0.0883

Les freqiiéncies esperades seran:

Pes 61 o menys 61-65 65-69 69-74 74-80 80 o0 més

Nombre de persones
5.01 13.24 28.03 4830 41.73 13.68

esperades

Com que no hi ha freqiiéncies esperades que siguin més petites que 5, no

ajuntarem intervals de classe i treballarem amb els que tenim actualment.

5. Calculem lestadistic de prova:

2 2 ?
»_ (8-5.01) +(20—13.24) +”.+M=11.37
5.01 13.24 13.68

6. S’ha de consultar la taula > ambk —s — 1 = 6 — 2 — 1 = 3 graus de llibertat (k
és 6 perqueé s’han agafat 6 intervals de classe i s és 2 perqué s’han hagut destimar
els parimetres mitjana i desviaci6 estandard de la distribucié normal). A la taula
anterior hem de trobar el punt que deixa a la seva dreta una area de o = 0.05.
Aquest punt és* = 7.8. Per tant, la zona de les taules on saccepta la H és I'in-
terval (0,7.8).

7. Lazona de les taules on saccepta la H, és l'interval (7.8, o).

8. Com que lestadistic de prova x> = 11.37 es troba a l'interval on saccepta H, di-
rem que acceptem H. i que, per tant, els pesos de les persones no sajusten a una
distribucié normal.

9. Elvalor del nivell de significacié critic o p-valor, a, és 0.001.

10. Com que el p-valor, o = 0.001, és més petit que el nivell derror amb el qual vo-

lem treballar, o0 = 0.05, acceptem H B! arribem a la mateixa conclusié que abans.
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7.2.2 El test de Kolmogorov-Smirnov

Per aplicar la prova de la khi quadrat cal un nombre relativament elevat de dades perqué
es compleixi que les freqiiéncies esperades, sota la H, de cada interval de classe sigui
major que 5 i que hi hagi un nombre d'intervals de classe suficient per no quedar-nos
sense graus de llibertat quan consultem la taula * Per exemple, si disposem de menys
de 20 dades i volem comprovar si podem suposar que les dades provenen d'una distri-
bucié normal, hauriem de tenir un maxim de 3 intervals de classe perqué a cadascun hi
hagués un minim de 5 dades esperades. A més, cal estimar 2 parametres: la mitjanaila
desviacié estandard de la normal; en aquest cas, els graus de llibertat amb qué caldria
consultar la taula * serien 3 — 2 — 1 = 0 graus de llibertat!!!

La prova de Kolmogorov-Smirnov no necessita que les dades es trobin agrupades
i es pot aplicar quan les mostres tenen pocs elements. Com s’ha comentat abans, en
aquest test es comparara la funcié de distribucié de la distribucié proposada a la hipo-
tesi nul-la i la funcié de distribucié de la mostra una vegada aquesta ha estat ordenada.
Si aquesta comparaci6 ens mostra una diferéncia prou gran entre les funcions de distri-
bucié mostral i la proposada sota H, llavors la hipotesi nulla es rebutja; si la diferéncia
és petita, llavors sacceptala H .

Per aplicar el test de Kolmogorov-Smirnov els passos que cal seguir son:

1. Determinar la hipotesi nulla, H, S’ha despecificar quina és la distribucié de
referéncia X a partir de la qual volem comprovar si les dades s'hi ajusten o no.
LaH o

H les dades segueixen la distribuci6 X.
2. Determinar la hipotesi nulla, H - La H, sera la contraria que la H:

H;: les dades no segueixen la distribucié X.

3. Calcular la funcié de distribucié mostral de les dades ordenades. Per aixo, supo-

sem que tenim una mostra x,, .., X, i lordenem. Notem mitjangant x,,,, ..., x

ey (n)

la mostra ordenada:

.X(l) < e < X(n)

La funcié de distribucié mostral és:

0 S X <X
i .

S, (x)= " SIXpSx<Xi, i=L.,n-1
1 SiX=zX,,
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Es a dir, per a qualsevol valor ordenat x de la mostra aleatoria, S (x) és la propor-

cié del nombre de valors a la mostra que sén iguals o menors que x.

4.

Calcular la funcié de distribucié, suposant certa la H, en cadascun dels va-

, cal trobar F(x(i)) =P(X <

lors mostrals ordenats. Es a dir, per a cada valor x
x,.).

(1))
Calcular lestadistic de prova, que en aquest cas notarem amb D i sanomena

(i)

estadistic de Kolmogorov-Smirnov. Aquest estadistic és la diferéncia maxima en-
tre la funcié de distribucié mostral ordenada i la funcié de distribucié sota H .

i es defineix com a:
D =max |S (x) — F(x)]

A efectes practics, cal tenir present que es poden donar dues situacions dife-

rents:

{b)

a) La distancia maxima entre F(x) i S (x) lobtenim just abans d'arribar fins a
x,ival|S (x, ) — F(x,)

b) La distincia maxima és |S (x,) — F(x,)

+

+

. )
Per tant, quan apliquem el test, s’ha de calcular per a cada punt X,

D (x,) = max {|S (x, ,) = Fy(x,)|, [S,(x,) = Fy(x,)[}

i després agafem el maxim d’aquests D (x,). Aquest tltim valor serd D .
n\""h n

Determinar la zona de les taules on saccepta la H. Tenim una taula especial,
taula de Kolmogorov-Smirnov, que conté, per a cada n > 1, els punts critics a,

tals que:
P(D >a)=o0

per a diferents valors de a.. Llavors, per a un nivell de significacié o, la zona de

les taules on saccepta la H, és Iinterval (0,a_).

Determinar la zona de les taules on saccepta la H,.Sera la zona complementaria

ala que hem trobat al pas 6), és a dir, sera I'interval (a_, 1).
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8. Segons els valors de lestadistic de prova D i les zones d'acceptacié de cada hipo-

tesi, decidir quina és la hipotesi certa.

Exemple. Volem contrastar, amb o = 0.5, si la mostra segiient de durades de vida

de cert dispositiu es pot suposar exponencial:

16, 8,10, 12, 6, 10, 20, 7, 2, 24.

Solucié
1. LaH ) €t
H : la durada segueix una distribucié exponencial.
2. LaH és:
H :la durada no segueix una distribuci6 exponencial.
3,415.

Com que no sespecifica quin és el parametre A de la funci6 exponencial que
hem d’usar, el primer que farem és estimar-lo a partir de les dades. Com que la

mitjana mostral és 11.5, lestimacié del parametre A serd 1/11.5.

Construim la taula segiient:

x, | Flx) | S,(x) | S,(x,) | [S,()-Fx) | IS(x,)-F() |D,x)
2 | 0.16 0.1 0 0.06 0.16 0.16
6 | 041 0.2 0.1 0.21 0.31 0.31
7 | 0.46 0.3 0.2 0.16 0.26 0.26
8 | 05 0.4 0.3 0.10 0.20 0.20
10 | 0.58 0.5 0.4 0.08 0.18 0.18
10 | 0.58 0.6 0.5 0.02 0.08 0.08
12 | 0.65 0.7 0.6 0.05 0.05 0.05
16 | 0.75 0.8 0.7 0.05 0.05 0.05
20 0.82 | 09 0.8 0.08 0.02 0.08
24 | 0.88 1 0.9 0.12 0.02 0.12

Lestadistic Dn pren un valor de 0.31.

6. Agafant un nivell de significacié o = 0.05, obtenim a la taula de Kolmogorov-

Smirnov (#n = 10) un valor 4, , = 0.409. Per tant, la zona de les taules on sac-

cepta la H és l'interval (0, 0.409).

7. Lazona de les taules on saccepta la H, ésl'interval (0.409, 1).
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8. Com que lestadistic de prova D = 0.31 es troba a l'interval on saccepta H , di-
rem que acceptem H i que, per tant, podem suposar que la durada del dispositiu

segueix una distribucié exponencial.

7.2.2.1 EL CONTRAST DE KOLMOGOROV-SMIRNOV-LILLIEFORS

Suposem que estem sota les mateixes condicions amb les quals aplicavem el contrast de
Kolmogorov-Smirnov i que volem contrastar que la distribucié de X és N(p,0), on p i
O soOn desconeguts o no. Aleshores, estimarem B 10 mitjangant X i S, respectivament.
Aixo ens permetra especificar de manera completa el model sota la hipotesi nul-la i, per
tant, poder operar com en el cas del contrast de Kolmogorov-Smirnov utilitzant, en

aquest cas, la taula de Lilliefors.

Exemple. Volem contrastar, amb o = 0.05, si la mostra segiient de durades de vida

de cert dispositiu es pot suposar que segueix una distribucié normal:

16, 8, 10, 12, 6, 10, 20, 7, 2, 24.

Solucié
1. LaHés:
H : la durada segueix una distribucié normal.
2. LaH és:
H :la durada no segueix una distribucié normal.
3,415.

Com que no sespecifica quins sén els parametres p i 0 de la distribucié nor-
mal, el primer que farem és estimar-los a partir de les dades. Aquestes estima-

cions sé6n 11.5 1 6.72, respectivament.

Construim la taula segiient:
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x, | F(x) [ S,(x) | S,(x,0) | [S,66) =FGx)l | [S,(x,) —F(x)l | D,(x)
2 | 008 | 0.1 0 0.02 0.08 0.08
6021 | 02 | 01 0.01 0.11 0.11
7 1025| 03 | 02 0.05 0.05 0.05
81030 | 04 | 03 0.10 0.00 0.10
10041 | 05 | 04 0.09 0.01 0.09
10| 041 | 06 | 05 0.19 0.09 0.19
12053 | 07 | 06 0.17 0.07 0.17
16075 | 08 | 07 0.05 0.05 0.05
201090 | 09 | 08 0.00 0.10 0.10
241097 | 1 0.9 0.03 0.07 0.07

Lestadistic Dn pren un valor de 0.19.

. Agafant un nivell de significacié oo = 0.05, obtenim a la taula de Lilliefors (»

= 10) un valor ay 05 = 0.262. Per tant, la zona de les taules on saccepta la H, és

l'interval (0, 0.262).
7. Lazona de les taules on saccepta la H, és l'interval (0.262, 1).

. Com que lestadistic de prova D = 0.19 es troba a l'interval on saccepta H, di-
rem que acceptem H i que, per tant, podem suposar que la durada del dispositiu

segueix una distribucié normal.
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8. Regressio lineal

8.1 Relacié entre variables

Per relacionar dues o més variables a través d'alguna funci6 tenim diverses técniques es-
tadistiques. Laplicacié d'una técnica o d'una altra dependra de la quantitat de variables,
el tipus de variables i la funcié que relaciona les variables.

El cas més general de relaci6 entre variables seria:

G(yl, Yy vves ym) = F(xl, Xy vves xn)

on les variables y sanomenen variables dependents i les variables x. sanomenen variables
independents. Lobjectiu general és predir valors de les variables dependents a partir dels
valors de les variables independents.

En el cas particular que només hi hagi una sola variable dependent, la relacié la
notarem segons:

y= F(xl, Xy veer xn)

Les técniques estadistiques que podem usar per relacionar variables sén:
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Variable dependent
1 >1
Numeérica No numeérica
Numérica Re'gressié Reg/res'sié
) simple logistica
. ANOVA 1
No numerica
factor
Variable Numérica Regre'ssié | Ar.lél'isi An\éli'si
) multiple discriminant canonica
independent
) ANOVA 2o o MANOVA 2
No numerica , Analisi conjunta ]
>1 més factors o més factors
Regressié
Barreja ANCOVA logistica i MANCOVA
ordinal

En el cas que la funcié F sigui lineal, es diu que fem regressié lineal simple i re-

gressié lineal maltiple. En aquests casos tindrem que les relacions entre variables sén

donades per:

+

Regressié lineal simple: Y = a + BX, equacié d'una recta on o és lordenada
alorigen i f3 és el pendent de la recta. El pendent d'una recta indica en quina
quantitat augmenta (o disminueix, si el signe del pendent és negatiu) la varia-
ble Y per cada unitat que augmenta la variable X. Lordenada a l'origen indica

quin és el valor de la Y quan la X és 0 (punt de tall de la recta amb leix d'or-

denades).

Regressi6 lineal multiple: Y = B + B, X, + B,X, +...+ B X , on B és el terme
independent de l'equaci6 i els restants 3. son els coeficients que acompanyen
cadascuna de les variables independents. La interpretacié de cada coeficient 3.
seria analoga a la del pendent pero referint-se a la variable X. que acompanya el
coeficient B, és a dir, és la quantitat que augmenta (o disminueix, si el signe del
coeficient (3. és negatiu) la variable Y per cada unitat que augmenta la variable

X (suposant que la resta de variables independents es mantenen fixes).

En el cas que la funcié6 no sigui lineal, direm que fem regressi6 no lineal. Aquesta

pot adoptar diverses formes: potencial, logaritmica, exponencial, polinomica...
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8.2 Model de regressié mostral simple

La formulacié d'un model de regressié requereix delimitar el fenomen que es vol estu-

diar, localitzar les variables i establir les relacions que hi ha entre aquestes.

Exemples

+

+

Podem establir una relacié lineal entre el pes (P) i les altures (A):
P=oa+BA

Existeix una relacié no lineal entre quantitat produida (Q) i capital (K) i tre-

ball (L) del tipus:
Q=AL"K"

Per altra banda, l'observacié de la realitat ens permetra obtenir les dades necessa-

ries sobre les variables que componen el model per tenir una base sobre la qual treba-

llarem. A partir del model que proposem i de les dades observades, susaran técniques

d'inferéncia estadistica per estimar i verificar el model, la finalitat del qual sera fer pre-

diccions.

8.2.1 Components d'un model

Distingim quatre elements en un model: equacions, variables, parametres i terme de

pertorbacié.

+

+

Equacions: sén les relacions que hi ha o hi pot haver entre les variables que
estem estudiant. Per trobar el tipus dequacid o funcié que millor sajusta a les
nostres dades, podem fer un grafic amb les dades i veure quina relaci6 existeix

entre elles.

Variables: la classificacié més generalitzada ens divideix les variables que for-

men part del model en:

a) Variables explicades o enddgenes: son les variables dependents que es vo-
len explicar a través del model.

b) Variables explicatives o exdgenes: son les variables independents i que

intenten explicar el comportament de les variables explicades.

Parametres: son els coeficients que afecten les variables explicatives i mesuren

lefecte de les fluctuacions d'aquestes variables sobre la variable explicada.

Terme de pertorbacié: introduirem aquest component del model amb un

exemple. Suposem que ens trobem davant d'un model lineal on es vol explicar
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la quantitat de vi en cert lloc (V) a partir de la pluja caiguda el mes de maig (P):
V = o + BP. Per cada valor de la pluja (P) existeix un valor de la quantitat de vi
(V) que ens és donat per lequacié anterior. Es tracta d'una relacié on no hi ha
aleatorietat. Per tant, segons aquest model, tots els anys que plogui el mateix
(P), la produccié de vi sera la mateixa, i sabem que aix0 no és aixi. Per tant, en
aquest model hi falta algun terme que ens pugui explicar les diferéncies que hi
ha entre els individus. Si introduim aquest terme, el model ens queda: V = a

+ PP + u, on u serd una v. a. que anomenem terme de pertorbacid.
Les principals funcions del terme de pertorbacié sén:

a) recollir les variables explicatives que no sén al model.

b) recollir especificacions incorrectes de l'equacié del model.

c¢) recollir els errors en la mesura de les variables.

d) recollir el comportament aleatori dels resultats.

8.2.2 Hipotesis basiques del model de regressio lineal simple

Suposarem que tenim una variable explicada i una variable explicativa. El model de

regressi6 lineal simple es basa en una série d’hipotesis sobre els diferents components

del model.

Respecte a lequacié. Existeix una relacié lineal entre la variable explicada i la varia-
ble explicativa. Formalment escriurem:

Y=0+PX +u i=12.,n

« Y:variable explicada,
& variable explicativa,

* 0, fB: parametres,

«  u:terme de pertorbacié.

El subindex i indica les observacions mostrals que tenim.

Respecte a la variable explicativa (X.). El nombre d'observacions ha de ser més gran
que el nombre de parametres. En el cas de la regressi6 lineal simple, el nombre d'obser-

vacions ha de ser més gran que 2.

Respecte als parametres. o i 3 sén constants al llarg del mostreig. Aquestes sén les
constants que tractarem d’aproximar mitjancant la inferéncia estadistica.
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8.3 Regressié lineal simple: estimaci6 de la recta de regressié

A la practica la recta de regressié poblacional sera desconeguda i 'haurem destimar per
obtenir & i PB.Lestimacié daquesta recta rep el nom de recta de regressié mostral i

es representa mitjangant:
Y. = a + BX;

Una vegada tinguem la recta de regressié mostral, ens apareixeran els errors d'es-
timacié o residus, e, els quals es defineixen com la diferéncia entre el valor real Yiel

valor estimat y,:
e = Yi— v, i=12,..,n

El problema que se'ns planteja ara és determinar un criteri per estimar els parame-
tres oL i  de la recta. El criteri dels minims quadrats ordinaris (MQO) es basa en la
minimitzacié de la suma dels quadrats dels residus. Altres criteris serien el que es basa
en la minimitzacié de la suma dels residus (aquest criteri no déna una solucié tnica, ja
que els residus poden ser positius o negatius i la manera de compensar-se entre ells pot
ser diversa) i el que es basa en la minimitzacié de la suma dels valors absoluts dels re-
sidus (aquest criteri té I'inconvenient, respecte al criteri de minims quadrats ordinaris,
que és més complicat de treballar amb valors absoluts de certes quantitats que amb els
seus quadrats). Anem a deduir, doncs, els valors de & i B segons el criteri MQO.

El que intenta el criteri MQO és minimitzar la funci6 segiient:

n n

O = Eef = E(Y,--}},-)Z = E(Y,«—&—ﬁXf)z

=1 =1

Aixd ho podem resoldre com un problema de maxims i minims amb més d'una

variable. El resultat que obtenim és:

6: n;XiYi';Xi;Yi

N 2 N )
nZX (;X,)

Manipulant la primera expressié anterior obtenim altres expressions equivalents

per a 3. En aquests casos obtenim:

. iX,-Yl.-nYE_’ . i(Xi_})(Yi_}_/)
= T
St -y Sx-X )

=1 =1
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Propietats
+ Lasuma dels residus és zero: Ye. = 0.

+ La suma dels valors reals de la variable Y és igual a la suma dels valors ajustats

de la variable Y segons la recta de regressié: XY = Y 7.

Exemple. Suposem que entre lalcada (Y) i el pes (X) de les persones hi ha una

relaci6 lineal. A partir de les dades segiients hem de trobar els parametres de la recta de

regressié:
Y 174 168 181 170 158 177 159 164
X 77 70 79 68 56 80 56 64
X =68.75 Y =168.875

Y X e | xy

174 77 5929 13398

168 70 4900 11760

181 79 6241 14299

170 68 4624 11560

158 56 3136 8848

177 80 6400 14160

159 56 3136 8904

164 64 4096 10496

1351 550 38462 93425

Aleshores:
S MLXY DX DY gonns 501351

- AT ~ 0.837182

838462 —550°

ni){f - (EHZX,»)Z
i=1 i=1

a=Y-fX=168875-0.837182-68.75 =111.3187

Per tant, la recta de regressié que obtenim és:

A A

Y, = @

+ ngl. = 111.3187 + 0.837182X.
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8.4 Regressio lineal simple: mesures de bondat d’ajustament
g P 3

La bondat de l'ajustament d'una funcié, en el nostre cas d'una recta, al ntivol de punts
es pot mesurar amb diferents coeficients: el coeficients de correlacié r, el coeficient de
determinacié r* i lerror estandard.

Si en un model obtenim que les mesures de bondat d’ajustament lineal no sén

bones, aix0 pot ser degut a dues causes:

1. No existeix una relacié lineal entre les dues variables, pero existeix algun altre

tipus de relacid, per exemple, logaritmica, exponencial o quadratica.

2. No existeix cap mena de relacié entre les dues variables. Les dues variables sén

totalment independents.

Sies fa el grafic de dispersi6 de les dues variables podrem tenir una idea aproxima-

da de si el tipus de relacid entre les dues variables és lineal, no lineal o inexistent.

8.4.1 Coeficient de correlacio

El coeficient de correlacié de Pearson, r, mesura la relacié lineal que hi ha entre dues

variables i es calcula mitjangant alguna de les férmules segiients:

n;X,-Yi-;Xi;Y,- D Xiy;-nXY

r= = =

\/nZXiZ'(in)Z.\/nZYf—(ZYi)Z \/ZX'Z_an\/ Y7 -ny’

S (X X)(x-Y)

=/

3

Propietats
a) rés un estimador del coeficient de correlacié poblacional p.

b) -1=sr=<1.

¢) Si0 < r<1,esdiuquela correlacid és positiva i indica que, si incrementem el

valor de la variable X, també s'incrementara el valor de la variable Y.

d) Si-1<r<0,esdiuquela correlaci6 és negativa i indica que, si incrementem

el valor de la variable X, disminuira el valor de la variable Y.
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e) Sir= =1, vol dir que una variable és exactament combinacié lineal de l'altra i

es diu que existeix correlacié total.

f) Sir =0, vol dir que no existeix cap mena de relacié lineal entre les dues varia-

bles estudiades i diem que les variables estan incorrelacionades.

A les figures segiients s'han representat diversos tipus de relacions que poden

..
aparelxer.
Correlacié positiva Correlacié negativa
r=0.95 r=-0.95
°« ® [}
L] L]
e ° o .
LIy s .
. . ° ° L
. : . o o [ . . o
L] L) L]
. . % A o~ .
L]
L] . : e (X ] : L)
Possible correlaci6 positiva Possible correlacié negativa
r=0.6 r=-0.6
L] ° e
L]
L]
. ® o o .
L] e® oo : .o o
L] i L]
° . ° . .
o 0 o ) e
e o . . °
L]
[ . . )
®e o® o °®
Relacié no lineal No correlacio
r=0 r=0
L] L]
. ’. 3 . .
o WP p b .
YL 4 ¢ - S ® °
e & . .
% ° M ° o oo
° ° o . °
° L] L] b
oo < ° . °
** A o .
r'd L]

8.4.2 Coeficient de determinacié

Definicié. El coeficient de determinacid és el percentatge de la variacié total de la vari-
able explicada que queda explicada per la variable explicativa. Per calcular r* només cal

elevar el coeficient de correlaci6 r al quadrat.
Propietats

a) 0=r”<1,fet que resulta evident de la primera propietat del coeficient de cot-

relaciéd.
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b) Com més a prop d'1 valgui r?, més significativa és la relaci6 lineal entre X'i Y,
en canvi, com més a prop de 0 valgui r, menys significativa és la relacié lineal
entre X1Y.

¢) Siel model lineal és perfecte, el coeficient de determinaci6 sera r* = 1.

d) Siel model lineal no explica res de la variacié total de Y, el coeficient de deter-

minacio sera O,

8.4.3 Error estandard

Quan aproximem els valors Y, mitjangant y, = & + X, ens trobem amb els errors

destimacid o residus e, on:
e = Yi— v, i=12,.,n

Com més grans siguin aquests residus, pitjor sera la relacid lineal que existeix en-
tre les variables X i Y. A l'inrevés, com més petits siguin aquests residus, millor sera la
relacié lineal que existeix entre les variables X i Y.

També s’ha de tenir en compte el nombre dobservacions que tenim. D'aquesta

manera podem calcular lerror estindard mitjancant lexpressi6 segiient:

8.4.4 Contrast de significativitat de la regressié

Quan tenim un coeficient de correlacié donat ens podem preguntar:

+ Aquest coeficient de correlacié és significatiu?

+ A partir de quin valor es pot considerar que un coeficient de correlacid és

significatiu?

Cal esmentar que, per a un nivell de significacié donat, no hi ha un valor concret a
partir del qual un coeficient de correlacié es pugui considerar significatiu, ja que aquest
valor depén del nombre de dades de qué disposem. Per determinar si el coeficient de
correlaci6 realment és significatiu o no, és a dir, per determinar si realment té sentit
ajustar una recta de regressi6 a unes dades, cal fer un contrast d'hipotesis.

Els passos que s’han de seguir per fer un contrast d’hipotesis sobre el coeficient de

correlacié poblacional p serien:
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1.

Determinar la hipotesi nulla, H .- En aquest cas, la H, és:
H:p=0
Aixo vol dir que, sota H, el coeficient de correlacié no és significatiu i no té

sentit ajustar una recta de regressio.

Determinar la hipotesi alternativa, H - En aquest cas, laH | és:
I—Ilz p=0

Aixo vol dir que, sota H,el coeficient de correlaci és significatiu i té sentit

ajustar una recta de regressié‘

Determinar la zona de les taules estadistiques on saccepta la H . La taula que
s’ha de consultar és la t de Student amb n — 2 graus de llibertat. Per a un nivell
de significacié o, sit ,, és tal que P(t > t ) = o/ 2 (és adir, el punt dela taula
t de Student que deixa a la seva dreta una areaiguala o / 2),la zona de la taula

t de Student on saccepta la H_ és l'interval (-t _, , ¢t

a/2”? “a/2 )

Determinar la zona de les taules estadistiques on saccepta la H B Sera la zona

YU (¢t

Determinar la zona de lestadistic mostral on saccepta la H, En aquest cas,

complementiria a la trobada al pas 3), és a dir, serd ( —co , —t o).

/2 a/2’

lestadistic mostral és el coeficient de correlacié r i sacceptara la H ot

_ ta/2 !
e, en=2" i, +n-2

al2

re

Determinar la zona de lestadistic mostral on sacceptala H " Seri la zona com-

plementaria a la trobada al pas 5), és a dir, sacceptara H  si:

t t
re _1’_ al2 U al2 ’1
+n-2 ), +n=2

Calcular lestadistic de prova, t, de la manera segiient:

rn-=2

N1 =72

t=

Segons els valors de lestadistic de prova t i lestadistic mostral r i les zones d'ac-

ceptaci6 de cada hipotesi, decidir quina és la hipotesi certa.

Calcular el valor del nivell de significacié critic o p-valor 0. . Per portar a ter-

me aquest calcul cal trobar la probabilitat que una distribucié t de Student,
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amb n — 2 graus de llibertat, sigui major que lestadistic |¢| i després multipli-

car aquesta probabilitat per 2. Matematicament, tindrem:
a =2-P(t > |t).

10.Segons els valors de a._i de o, decidir quina és la hipotesi certa.

Exemple. Seguint amb lexemple dels pesos i les al¢ades, calcularem les diverses mesu-

res de bondat d'ajustament estudiades. Recordem que la recta de regressié obtinguda és:

Y, = 111.3187 + 0.837182X

El quadre segiient mostra els resultats de les operacions prévies que cal realitzar

per calcular les diverses mesures de bondat d’ajustament:

Y | X | x* XY Y? 7 e e

1 1 1 1 1 1

174 | 77 5929 13398 30276 | 175.782 | -1.782 | 3.17
168 70 4900 11760 28224 | 169.921 | -1.921 | 3.69
181 79 6241 14299 32761 | 177.456 | 3.544 | 12.56
170 68 4624 | 11560 28900 | 168.247 | 1.753 3.07
158 56 3136 8848 24964 | 158.201 | -0.201 | 0.04
177 80 6400 14160 31329 | 178.293 | -1.293 | 1.67
159 56 3136 8904 25281 | 158.201 | 0.799 | 0.64
164 | 64 4096 10496 26896 | 164.898 | —0.898 | 0.81

1351 | 550 | 38462 93425 228631 25.66
Aleshores: . ., .,
nY Xi¥i- Y Xi )Y

i=1 i=1 i=1
r= i i i _

\/nZn:X?'(Zn:Xt)Z'\/”Zn:Yf'(iYi)z

_ 8-93425-550-1351
838462 - 550° |8 228631 - 1351

=0.972957

> = 0.972957% = 0.946645
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Finalment, per determinar si el coeficient de correlacié és significatiu o no, amb o

= 0.05, seguirem els passos indicats per fer el contrast:

1.
2.
3.

H:p=0.
H:p=0.
Com que n = 8, s’ha de consultar la taula t de Student amb 6 graus de lliber-

tat i mirar quin punt deixa a la seva dreta una area de ot / 2 = 0.025. Aquest
punt és el 2.45. Per tant, la zona de la taula t de Student on saccepta la H  és

l'interval ( -2.45,2.45 ).

La zona de la taula t de Student on saccepta la H, és ( —o0, —2.45 ) U ( 2.45,
o).

’ 1\ . .
. La H sacceptara si r compleix que:

r € (-0.7072,0.7072)

’ 1\ . .
. La H, sacceptara si r compleix que:

r € (=1, -0.7072) U (0.7072,1)

Lestadistic de prova, t, és:

r~n—2

=72

t= =10.32

. Com que rit pertanyen a la zona on saccepta la H, saccepta que el coeficient

de correlaci6 és significatiu i que té sentit fer la regressio lineal.

. Calculem el p-valor o

o =2-P(t_,>t)=2.242.10" = 484 .10

10.Com que el p-valor, o =4.84. 107, és més petit que el nivell derror amb el

qual volem treballar, o = 0.05, acceptem H i arribem a la mateixa conclusid

que abans.

8.5 Regressid lineal simple: punts influents i punts atipics

Definicié. Un punt o observacié influent és un punt que, si es fan els calculs de la re-

gressié amb aquest punt o sense aquest punt, provoca resultats diferents ja sigui de

lestimaci6 de la recta de regressi6 o del coeficient de correlacié o dambdds.
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Definicié: un punt o observacié atipic és un punt que saparta del comportament
de la resta de punts.

Per detectar punts influents i punts atipics hi ha diverses eines, la més senzilla de
les quals és fer el grafic de dispersié de les dades. Posteriorment es poden ajustar rectes
de regressié amb i sense els punts candidats a ser influents i/o atipics per valorar-ne la

influéncia i/0 comportament.

Exemple 1. En el grafic segiient es mostra un punt influent, ja que el coeficient de
correlacié sense tenir en compte el punt influent és r = —0.11 (no significatiu), i tenint
en compte el punt influent és r = 0.85 (significatiu).

Punt influent — ¢

Exemple 2. En el grafic segiient també es mostra un punt influent, ja que el coefici-
ent de correlacié sense tenir en compte el punt influent és r = 0.9955 (molt significatiu)

i tenint en compte el punt influent és r = 0.02 (no significatiu).

° Punt influent — ©

Exemple 3. En el grafic segiient es mostra un punt atipic, ja que té un comporta-

ment diferent de la resta de punts. La valoracié de si és un punt influent no és tan clara,
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ja que el coeficient de correlaci6 sense tenir en compte el punt atipic és r = 0.95 i tenint

en compte el punt atipic és r = 0.89.

Punt atipic — o o ®
° °
° e '.
[ )
L]
o °°
L]
L]
° °
[ )
S

8.6 Regressid lineal simple: construccié d'intervals de prediccié

Una aplicaci6 important de la regressid és la d'usar el model estimat per fer prediccions,
és a dir, determinar el valor Y, que correspon a un valor determinat X, de la variable

explicativa. Aixi, tenint en compte que:
q

?i =0+ BX,-
per aXi = Xo tenim que:
Yo=0+ 6X0

on y, sera una predicci6é puntual de Y .

Esclar que un valor concret de la variable explicativa X no sempre produira
un mateix valor de la variable explicada Y . Seria més correcte pensar que els possibles
valors de Y estarien dintre d'un rang de nombres que posarem en forma d'interval. Cal

distingir si aquest interval és per a valors particulars de Y o per alesperangade Y .

8.6.1 Interval per a valors particulars de Y,

Sivolem construir un interval amb un nivell de confianga igual a 1 — @, farem servir les
taules de la t de Student amb »n — 2 graus de llibertat per tal de trobar el valor t,,, que
deixa a la seva dreta una area igual a o / 2. Amb aquestes eines puc construir I'interval

de prediccié per a valors particulars de Y, amb un nivell de significacié o:
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1 -X )
Y() - Z‘(7-/2Su —+ (Xo )

I X )
S S 4 =Y s Py + S, |t H(X" A
" 2Xi2 -nX’

" 2Xi2 -nX’

8.6.2 Interval per a lesperanca de Y|

Es natural pensar que l'interval per a lesperanga d'un valor Y sera més petit que l'inter-
val per a valors particulars (suposant que treballem amb el mateix nivell de significacid).

Linterval el trobem fent els calculs segiients:

1 -X)
Y{) _tﬂ/ZSu —+ (XO )

1 -X )
-~ =Yy=7Y, +1,,5, T (Xo /
" 2)(1.2—11)(2

" 2)(1.2 —nX’

Exemple: seguint amb lexemple dels pesos i les al¢ades anterior, suposem que vo-
lem estimar l'alcada d'una persona que sabem que pesa 75 kg. La recta de regressid

obtinguda és:
Y, =111.3187 + 0.837182X.
Per tant, una prediccié puntual de l'alcada quan X, = 75 és:

Y, = 111.3187 + 0.837182 .75 = 174.1074

Si volem els intervals de predicci6 per a o = 0,05, tenim les dades segiients:

n=8 X, =75  y,=1741074 t . =245

0.025,6

S =2.068 X =68.75 EXZi = 38462
Linterval de prediccié per a valors particulars de Y, és:

174.1074 - 2.45 . 2.068 - 1.0886 < Y < 174.1074 + 2.45 . 2.068 - 1.0886
168.5920 < Y < 179.6228

2 . [ b 7
Linterval de predicci6 per a lesperanga de Y és:

174.1074 - 2.45 - 2.068 - 04303 < Y < 174.1074 + 2.45 - 2.068 - 0.4303
171.9274< Y < 176.2873
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8.7 Regressié no lineal simple

En aquest apartat suposarem que la relaci6 existent entre la variable explicada i la va-
riable explicativa no és de tipus lineal. En alguns casos haurem de fer algun tipus de
transformacid per aconseguir una relacié lineal, Y’ = o + ’X, entre les variables trans-
formades. Posem 3 exemples de regressi6 no lineal entre una variable explicada i una
dexplicativa:

Exemple 1. La relacié que es compleix és del tipus:
ef=a.X

on aib sén els parametres desconeguts.

Si prenem logaritmes, obtenim:
Y=lna+b-nX
Aquesta equacid és lineal i podem treballar normalment agafant com a:
+ Variable explicada: Y=Y
+ Variable explicativa: X' = In X
+ Parametres:a’ =lnaif = b.

Una vegada hem estimat els parametres o'i 8’ per MQO podrem recuperar lequa-
cié inicial.

Exemple 2. La relacié que es compleix és del tipus:
Y=a-X

on a 1b sén els parametres desconeguts.

Si prenem logaritmes, obtenim:
mMY=ma+b-lnX

Aquesta equacid és lineal i podem treballar normalment agafant com a:
+ Variable explicada: Y=In Y
+ Variable explicativa: X’ = In X
+ Parametres: o’ =lnaif = b.
Unavegada hem estimat els parametres o'i 8’ per MQO podrem recuperar lequa-
cié inicial.

Exemple 3. La relacié que es compleix és del tipus:

b

Y=a+—-
X

on a1b sén els parimetres desconeguts.
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Aquesta equacid és lineal i podem treballar normalment agafant com a:

+ Variable explicada: Y=Y

+ Variable explicativa: X' = 1/X

+ Pardmetres:a’=aiff’'=b

Una vegada hem estimat els parametres o'i ' per MQO podrem recuperar lequa-

cid inicial.

8.8 Regressié lineal multiple

El model estudiat en el tema de regressié lineal simple es pot generalitzar i s’hi pot in-
cloure el cas en qué tinguem una variable dependent Y i K variables independents X,
X, X Enel model de regressié lineal maltiple també s’han despecificar una série
d’hipotesis basiques sobre les components del model, que, en tot cas, sén semblants a

les especificades en el model de regressié lineal simple.

8.8.1 Hipotesis basiques del model de regressio lineal multiple

Respecte a lequacié. Existeix una relacié lineal entre la variable dependent i les variables

independents. Formalment escriurem:
Y=B,+BX, +BX, +. . +BX +u i=12.,n

on:

»

Y:: variable dependent

< X variable independent, k=1,..,K

«  P,: parametres, k=0,1,2,..,K

«  u:terme de pertorbaci6

El subindex i indica les observacions mostrals que tenim, i el subindex k, la varia-
ble independent amb la qual estem treballant o el seu parametre corresponent.

Respecte a les variables independents. El nombre dobservacions ha de ser més gran
que el nombre de parametres. En el cas de la regressi6 lineal multiple, el nombre dob-
servacions ha de ser més gran que K + 1.

Respecte als parametres. 3, B, ..., B, s6n constants al llarg del mostreig. Aquestes

s6n les constants que saproximaran mitjancant la inferéncia estadistica.
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8.8.2 Mesures de bondat dajustament en regressié lineal multiple

Linconvenient que presenta el coeficient de determinacié r* al model de regressié lineal
multiple és que, 2 mesura que augmentem el nombre de variables independents al mo-
del, r* també augmenta. Ens podem trobar que en un model afegim variables que no
tinguin res a veure amb la variable que es vol explicar i r* sigui més alt que el model que
no contingui aquesta variable no significativa. Per tant, el coeficient que es proposa per
mesurar la bondat de 'ajustament és el que sanomena coeficient de determinacié cor-
regit ,°, que es defineix com a:
_, n-1

el ke O

Aquest coeficient també estard entre 0 i 1 i només augmenta en el cas que la vari-

able introduida serveixi per explicar la variable dependent.

Entre dos models diferents triarem el que tingui un »* més gran.

Per altra banda, I'error estandard en el cas de regressi6 lineal maltiple es calcula

mitjancant lexpressi6 segiient:

8.9 Contrastos de significaci6 en regressié lineal multiple

El model de regressié lineal ens ofereix la possibilitat de contrastar diverses hipotesis

sobre els coeficients. Podem fer:

+ Contrastos coeficient a coeficient per estudiar la rellevincia de cada variable
independent per separat. Les hipotesis que es contrasten son:
- H: B, =0l coeficient B. no és significatiu, la variable X no influeix de
manera lineal sobre la variable Y i no té sentit que estigui en el model.
- H:B.=0,el coeficient B. és significatiu, la variable X influeix de manera

lineal sobre la variable Y i té sentit que estigui en el model.

+ En el cas de la regressié lineal multiple, un contrast conjunt per a tots els co-
eficients que ens servird per estudiar la significacié del model en conjunt. Les

hipotesis que es contrasten son:
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- Hg: el model lineal no és significatiu; les variables X, en conjunt, no influ-
eixen de manera lineal sobre la variable Y.
- H; el model lineal és significatiu; les variables X, en conjunt, influeixen de

manera lineal sobre la variable Y.

Per fer aquests contrastos, partirem d'un exemple concret on es fabriquen tapes
d’alumini a partir de motlles on es posa alumini liquid a certa pressié. Es mesura la
temperatura de I'alumini liquid, la pressié amb qué aquest s'injecta al motlle i I'index de

porositat trobat a les tapes finals d'alumini. Les dades sén:

Temperatura (°C) Pressié (kg/cm?) Index de porositat
640 950 6.09
660 954 5.53
638 1005 6.78
662 997 6.16
651 976 5.93
653 972 6.12
647 977 592

La temperatura i la pressi6 son variables independents i Iindex de porositat és la

variable dependent. Es a dir, hem de trobar els coeficients B de lexpressid:

Porositat = 3 + B, - Temperatura + f3, - Pressi6

8.9.1 Contrastos per a coeficients particulars

En aquest subapartat volem fer contrastos del tipus:
H_;: el coeficient 3. no és significatiu.
H_: el coeficient 3. és significatiu.
Lestimacié minim quadratica dels coeficients del model anterior es pot fer usant les

tecniques de regressid lineal. El programa Excel ddna els resultats d’aquesta estimacio.
q g prog q

8.3953 0.2576
B=|-0.023 a. = | 0.0429
0.013 0.0221
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Aixo vol dir que els valors de 60, Bl i [32’ sén 8.3953, —0.023 i 0.013 i que els
valors de o per fer els contrastos individuals de cada coeficient sén 0.2576, 0.0429 i
0.0221, respectivament. Si nosaltres volem agafar un valor de o = 0.05, la conclusié que
sobté és que:

+ El coeficient B no és significatiu perqueé o= 0.2576 > o = 0.05.

+ El coeficient B, és significatiu perqué o= 0.0429 < a = 0.05. Conclusié: la

temperatura influeix de manera lineal en I'index de porositat.

+ El coeficient B, és significatiu perque o = 0.0221 < a = 0.05. Conclusié: la

ressid influeix de manera lineal en l'index de porositat.
p flueix d lineal enl p

8.9.2 Contrast global

En els resultats obtinguts a I'Excel també es pot veure si el model de regressié lineal en
conjunt és significatiu, és a dir, si les variables independents usades en el model servei-
xen per explicar el comportament de la variable resposta. En aquest cas, el contrast que
fem és:

+ H,: el model lineal no és significatiu.

« Hp el model lineal és significatiu.

Lestadistic que susa per fer aquest contrast és lestadistic F de la taula de I'analisi
de la variancia. En el nostre exemple, aquest estadistic té un valor d'11.6 amb un o =
0.0216. Per tant, podem afirmar que el model de regressié lineal és significatiu en el
conjunt de les variables independents, ja que o =0.0216 < a = 0.05.

8.10 Resultats amb el programa Excel

Avui dia tenim programes informatics que ens estalvien la feina de fer els calculs per
estimar els diferents parametres i mesures que ens apareixen quan volem fer estudis de
regressio.

Presentarem les pantalles que apareixen al programa Excel quan fem regressié
lineal simple i regressié lineal mualtiple. Per fer regressi6 a Excel es pot anar a “Herra-
mientas’” — “Andlisis de datos” — “Regresion”.

Apareix un quadre on:

+ Hem de triar les dades corresponents a la variable dependent Y.

+ Hem de triar les dades corresponents a les variables independents (poden ser

una o més d'una).

+ Hem de marcar “Rétulos” si hem incorporat els rétols a les dades dentrada.
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Altres opcions ens permeten:

+ Obligar que la recta ajustada passi pel punt (0,0) (“Constante igual a 0”).

+ Determinar un nivell de confianca per quan es fan intervals de confianga dels

parametres de la recta de regressié (“Nivel de confianza”).

+ Mostrar els residus (ja sigui numéricament o a través d'un grafic).

+ Posar en un grafic els valors pronosticats pel model i els valors reals de la vari-

able dependent en funci6 de cada variable independent.

+ Fer un grafic de probabilitat normal amb els valors de la variable dependent.

8.10.1 Regressié lineal simple amb Excel

La pantalla que apareix quan treballem amb les dades de lexemple dels pesos i les al¢a-

des és:

Estadisticas de la regresién

Coeficiente

., 0.97295688
de correlacién
Coehciente de |, 664509
determinacién
RA2 ajustado 0.9377526
Error tipico 2.06789119
Observaciones 8

Andlisis de varianza

deci:l:j'(;;d de cizzarzdos de 11:: (Zl:j;:ldos F Valor critico de
Regresion 1 455.217956 455.217956 106.454498 4.8446E-05
Residuos 6 25.6570439 4.27617398
Total 7 480.875

Coeficientes Error tipico Estadistico t Probabilidad
Intercepcién 111.318707 5.62612068 19.7860503 1.081E-06
Pes 0.83718245 0.08114058 10.3176789 4.8446E-05

Al comengament apareix el valor del coeficient de correlacié r (0.97295688), el valor

del coeficient de determinaci6 1* (0.94664509), el coeficient de determinacié corregit P
(0.9377526) i el valor de lerror estaindard S (2.0678119).

A la columna “Coeficientes” trobem el resultat de & (correspon a “Intercepcién”) i

el de B (correspon a “Pes”).
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A la columna “Probabilidad” apareixen els p-valors per contrastar si lordenada
alorigen i el pendent sén significativament diferents de zero o no, respectivament. En
aquest cas, com que tant el p-valor per fer el contrast sobre l'ordenada a l'origen, que és
1.081E-06, com el p-valor per fer el contrast sobre el pendent, que és 4.8446E-05, sén
més petits que 0.05, podem afirmar que tant l'ordenada a l'origen com el pendent s6n
significativament diferents de zero.

8.10.2 Regressié lineal multiple amb Excel

Per fer els calculs quan treballem amb regressi6 lineal maltiple és quasi imprescindible
treballar amb els ordinadors, ja que els calculs es compliquen molt. Aqui presentem els
resultats obtinguts quan agafem lexemple de I'index de porositat.

El model que ajustem és:

Porositat = 3, + B, - Temperatura + f3, - Pressi

La pantalla que ens apareix és la segiient:

Estadisticas de la regresién

Coeficiente 092355277
de correlaciéon

Coehiciente de |, 0204971
determinacién

RA2 ajustado 0.77942457
Error tipico 0.17662295
Observaciones 7

Andlisis de varianza

P I e I At
Regresion 2 0.72378876 0.36189438 11.6007894 0.02162379
Residuos 4 0.12478267 0.03119567
Total 6 0.84857143

Coeficientes Error tipico Estadistico t Probabilidad
Intercepcién 8.39525622 6.36515374 1.31894005 0.25762905
Temperatura —-0.02301924 0.00786106 —-2.92826328 | 0.04288807
Pressid 0.01295912 0.00356909 3.63093621 0.02214152
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Al comengament trobem el valor del coeficient de correlacié r (0.92355277), el coe-
ficient de determinacié r* (0.85294971), el coeficient de determinacié corregit ;°
(0.77942457) i lerror estandard S_(0.17662295).

A la columna “Coeficientes” trobem lestimaci6 dels parametres: B, = 8.39525622,
B,= —0.02301924, B, = 0.01295912.

A la columna “Probabilidad” trobem el nivell de significaci6 critic que resulta de
contrastar si la variable independent corresponent és significativa, és a dir, si la variable in-
dependent aporta alguna cosa al model lineal per explicar el comportament de la variable
Y. Com més petit sigui el valor del nivell de significacié critic, més significativa és la varia-
ble independent. En aquest cas, com que tots els p-valors sén més petits que 0.05, a banda
del corresponent al terme independent, podem dir que les dues variables, per separat, del
model s6n significatives.

A la columna “Valor critico de F” de l'analisi de la variancia trobem el nivell de sig-
nificacié critic 0.02162379, que resulta de contrastar si les variables independents en con-
junt sén significatives; en aquest cas, podem afirmar que, agafant un nivell de significacié
de 0.05, les variables explicatives en conjunt sén significatives per explicar de manera lineal

el comportament de la variable Y.

8.10.3 Regressié no lineal simple amb Excel

La regressi6 no lineal simple amb Excel la farem a partir del grafic de les dades que vo-
lem treballar. Per tant, primer hem de fer un grafic de dispersié. Agafant lexemple dels
pesos i les alcades, els passos per fer el grafic sén:
1. Posem les dades en dues columnes de manera que les dades de la variable
independent, Pes, ocupin una columna i les de la variable dependent, Al¢ada,

ocupin la columna del costat dret.
2. Seleccionem les dues columnes de dades.
3. Anem a“Insertar” — “Grifico’.

4, Triem “XY (Dispersion)”. Com a “Subtipo’, triem el grafic de dalt. Cliquem
sobre “Siguiente”.

5. Si hem seleccionat bé les dades, ens surt una previsualitzacié de com quedara
el grafici no hem de tocar cap opcié. Cliquem sobre “Siguiente”.

6. En aquesta pantalla surt un quadre de didleg amb diverses pestanyes on hi ha
diverses opcions del grafic, com ara posar titol al grafic i als eixos o mostrar
una llegenda per al grafic. Per ara, podem deixar les coses com estan i cliquem

sobre “Siguiente”.
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7. Per no tenir problemes amb la mida del grafic, triem “En una hoja nueva” i

cliquem sobre “Finalizar”.

8. Apareix una fulla nova amb el grafic de dispersié de les dades on tenim, a leix

dabscisses, la variable Pes i, a l'eix dordenades, la variable Al¢cada.

A partir daqui podem ajustar diversos models a les dades. Nosaltres ajustarem
els segiients:

a) Lineal: y = ax + b.

b) Quadratic: y = ax* + bx + c.

¢) Logaritmic:y=alnx+b.

d) Potencial: y = ax".

e) Exponencial: y = ae®™.

Els passos que hem de seguir per fer els diversos ajustos a partir del grafic obtin-
gut son:
1. Cliquem, amb el boté dret, sobre una de les dades representades. Del menti

que apareix, triem “Agregar linea de tendencia’.

2. A la pestanya “Tipo” triem el model que volem ajustar. Si triem el model po-
linomial, també hem d’indicar el grau del polinomi que hi volem ajustar. Per

seguir amb el nostre exemple, triem lineal.

3. Ala pestanya“Opciones’, marquem les caselles “Presentar ecuacién en el grifi-
co’1“Presentar el valor R cuadrado en el grifico”. D'aquesta manera ens aparei-
xera lequaci6 ajustada al grafic i el seu coeficient de determinacié r*. Cliquem

sobre “Aceptar”.
4. Al grafic ens ha d'aparéixer la funci6 ajustada y = 0.8372x + 111.32 i un valor
del coeficient de determinacié de r* = 0.9466.

Els passos anteriors els repetiriem per a les altres funcions que volem ajustar i

podem posar els diversos resultats obtinguts en una taula com la segiient:

Model Funcié r
Lineal y=0.8372x + 111.32 0.9466
Quadratic | y = 0.0054x* + 0.1067x + 135.65 | 0.9485
Logaritmic y=55.9881nx — 67.484 0.9401
Potencial y = 41.371x°%% 0.9464
Exponencial y = 119.84%00% 0.9513
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Com que els models no tenen el mateix nombre de parametres per estimar, per
decidir quin és el millor model que ajusta les dades, hem de calcular el coeficient de de-
terminaci ajustat i triar el model que tingui un valor més gran. Per fer-ho, hem de tenir
en compte que en tots els models el valor de K + 1 és 2, perque hi ha dos parametres
per estimar, menys en el model quadratic, on el valor de K + 1 és 3, perqué hi ha tres
parametres per estimar. Per tant, la taula anterior es pot completar amb la columna dels

valors calculats del coeficient de determinacié ajustat:

Model Funcié r’ P’
Lineal y=0.8372x + 111.32 0.9466 | 0.9377
Quadratic | y = 0.0054x* + 0.1067x + 135.65 | 0.9485 | 0.9279
Logaritmic y =55.988In x — 67.484 0.9401 | 0.9301
Potencial y = 41.371x%%% 0.9464 | 0.9375
Exponencial y = 119.84%0> 0.9513 | 0.9432

El model que té un valor »° més gran és el model exponencial i considerem que
aquest és el model que millor ajusta les dades.

Observacié. Si volem ajustar un model no lineal diferent dels que apareixen en les
opcions grafiques d’Excel i aquest model és linealitzable mitjangant alguna transfor-
macié de les variables originals, caldrd fer aquesta transformacié i, amb les variables
transformades, seguir els passos que sindiquen a l'apartat “Regressi6 lineal simple amb
Excel”. Posteriorment, i fent les operacions adequades a partir dels resultats obtinguts

amb Excel, podrem recuperar l'equacié no lineal inicial.
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TAULA NORMAL ESTANDARD (arees a la dreta del punt)

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641
0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859
0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776
0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148
0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867
0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379
1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559
1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048
2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
34 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
3.5 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002
3.6 0.0002 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
3.7 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
3.8 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
3.9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

- 0 . —
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TAULA KHI QUADRAT

arees a la dreta del punt

0.995 [ 0.99 | 0.975 | 0.95 0.9 0.75 0.5 0.25 0.1 0.05 | 0.025 [ 0.01 | 0.005

1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1 0.5 1.3 2.7 3.8 5.0 6.6 7.9
2 0.0 0.0 0.1 0.1 0.2 0.6 1.4 2.8 4.6 6.0 7.4 9.2 10.6
3 0.1 0.1 0.2 0.4 0.6 1.2 2.4 4.1 6.3 7.8 9.3 11.3 12.8
4 0.2 0.3 0.5 0.7 1.1 1.9 3.4 5.4 7.8 9.5 11.1 13.3 14.9
5 0.4 0.6 0.8 1.1 1.6 2.7 4.4 6.6 9.2 11.1 12.8 151 16.7
6 0.7 0.9 1.2 1.6 2.2 3.5 5.3 7.8 10.6 12.6 14.4 16.8 18.5
7 1.0 1.2 1.7 22 2.8 4.3 6.3 9.0 12.0 14.1 16.0 18.5 20.3
8 1.3 1.6 2.2 2.7 3.5 5.1 7.3 10.2 134 15.5 17.5 201 22.0
9 1.7 2.1 2.7 3.3 4.2 5.9 8.3 11.4 14.7 16.9 19.0 21.7 23.6
10| 2.2 2.6 3.2 3.9 4.9 6.7 9.3 12,5 16.0 18.3 20.5 23.2 25.2
11 2.6 3.1 3.8 4.6 5.6 7.6 10.3 13.7 17.3 19.7 21.9 247 26.8
12| 31 3.6 4.4 5.2 6.3 8.4 11.3 14.8 18.5 21.0 233 26.2 28.3
13| 3.6 4.1 5.0 5.9 7.0 9.3 12.3 16.0 19.8 22.4 24.7 27.7 29.8
14 | 441 4.7 5.6 6.6 7.8 10.2 13.3 171 21.1 23.7 26.1 291 31.3
15| 4.6 5.2 6.3 7.3 8.5 11.0 14.3 18.2 22.3 25.0 27.5 30.6 32.8
16| 51 5.8 6.9 8.0 9.3 11.9 15.3 19.4 23.5 26.3 28.8 32.0 34.3
17 | 6.7 6.4 7.6 8.7 10.1 12.8 16.3 20.5 24.8 27.6 30.2 33.4 35.7
18| 6.3 7.0 8.2 9.4 10.9 13.7 17.3 21.6 26.0 28.9 31.5 34.8 37.2
19| 6.8 7.6 8.9 10.1 1.7 14.6 18.3 22.7 27.2 30.1 32.9 36.2 38.6
20| 74 8.3 9.6 10.9 12.4 15.5 19.3 23.8 28.4 31.4 34.2 37.6 40.0
21 8.0 8.9 10.3 11.6 13.2 16.3 20.3 24.9 29.6 32.7 35.5 38.9 41.4
22| 86 9.5 11.0 12.3 14.0 17.2 21.3 26.0 30.8 33.9 36.8 40.3 42.8
23| 93 10.2 1.7 131 14.8 18.1 22.3 271 32.0 35.2 38.1 41.6 44.2
24 9.9 10.9 12.4 13.8 15.7 19.0 23.3 28.2 33.2 36.4 39.4 43.0 45.6
25| 105 11.5 131 14.6 16.5 19.9 24.3 29.3 34.4 37.7 | 40.6 44.3 46.9
26| 11.2 12.2 13.8 15.4 17.3 20.8 25.3 30.4 35.6 38.9 | 41.9 45.6 48.3
27 11.8 12.9 14.6 16.2 18.1 21.7 26.3 315 36.7 | 401 43.2 47.0 49.6
28 | 125 13.6 15.3 16.9 18.9 22.7 27.3 32.6 379 | 413 | 445 48.3 51.0
29 | 131 14.3 16.0 17.7 19.8 23.6 28.3 33.7 39.1 426 | 457 49.6 52.3
30 | 13.8 15.0 16.8 18.5 20.6 245 29.3 34.8 40.3 | 43.8 | 47.0 50.9 53.7
40 | 20.7 22.2 24.4 26.5 291 33.7 39.3 45.6 51.8 55.8 59.3 63.7 66.8
50 [ 28.0 29.7 324 34.8 37.7 42.9 49.3 56.3 63.2 67.5 71.4 76.2 79.5
60 [ 355 375 | 405 43.2 | 46.5 52.3 59.3 67.0 74.4 79.1 83.3 88.4 92.0
70 | 43.3 | 454 | 4838 51.7 55.3 61.7 69.3 77.6 85.5 90.5 95.0 | 100.4 | 104.2
80 | 51.2 53.5 57.2 60.4 64.3 711 79.3 88.1 96.6 | 101.9 | 106.6 | 112.3 | 116.3
90 [ 59.2 61.8 65.6 69.1 73.3 80.6 89.3 98.6 | 107.6 | 113.1 | 118.1 | 1241 | 128.3
100| 67.3 70.1 74.2 77.9 82.4 90.1 99.3 | 109.1 | 118.5 [ 124.3 | 129.6 | 135.8 | 140.2
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TAULA ¢t DE STUDENT

arees a la dreta del punt

0.45 0.4 0.3 0.25 0.2 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005

1 0.16 0.32 0.73 1.00 1.38 3.08 6.31 12.71 31.82 | 63.66

2 0.14 0.29 0.62 0.82 1.06 1.89 2.92 4.30 6.96 9.92

3 0.14 0.28 0.58 0.76 0.98 1.64 2.35 3.18 4.54 5.84

4 0.13 0.27 0.57 0.74 0.94 1.53 2.13 2.78 3.75 4.60

5 0.13 0.27 0.56 0.73 0.92 1.48 2.02 2.57 3.36 4.03

6 0.13 0.26 0.55 0.72 0.91 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71

7 0.13 0.26 0.55 0.71 0.90 1.41 1.89 2.36 3.00 3.50

8 0.13 0.26 0.55 0.71 0.89 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36

9 0.13 0.26 0.54 0.70 0.88 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25

10 0.13 0.26 0.54 0.70 0.88 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17
11 0.13 0.26 0.54 0.70 0.88 1.36 1.80 2.20 2.72 3.1
12 0.13 0.26 0.54 0.70 0.87 1.36 1.78 2.18 2.68 3.05
13 0.13 0.26 0.54 0.69 0.87 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01
14 0.13 0.26 0.54 0.69 0.87 1.35 1.76 2.14 2.62 2.98
15 0.13 0.26 0.54 0.69 0.87 1.34 1.75 213 2.60 2.95
16 0.13 0.26 0.54 0.69 0.86 1.34 1.75 212 2.58 2.92
17 0.13 0.26 0.53 0.69 0.86 1.33 1.74 2.1 2.57 2.90
18 0.13 0.26 0.53 0.69 0.86 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88
19 0.13 0.26 0.53 0.69 0.86 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86
20 0.13 0.26 0.53 0.69 0.86 1.33 1.72 2.09 2.53 2.85
21 0.13 0.26 0.53 0.69 0.86 1.32 1.72 2.08 2.52 2.83
22 0.13 0.26 0.53 0.69 0.86 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82
23 0.13 0.26 0.53 0.69 0.86 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81
24 0.13 0.26 0.53 0.68 0.86 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80
25 0.13 0.26 0.53 0.68 0.86 1.32 1.71 2.06 2.49 2.79
26 0.13 0.26 0.53 0.68 0.86 1.31 1.71 2.06 2.48 2.78
27 0.13 0.26 0.53 0.68 0.86 1.31 1.70 2.05 2.47 2.77
28 0.13 0.26 0.53 0.68 0.85 1.31 1.70 2.05 2.47 2.76
29 0.13 0.26 0.53 0.68 0.85 1.31 1.70 2.05 2.46 2.76
30 0.13 0.26 0.53 0.68 0.85 1.31 1.70 2.04 2.46 2.75
40 0.13 0.26 0.53 0.68 0.85 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70
60 0.13 0.25 0.53 0.68 0.85 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66
120 0.13 0.25 0.53 0.68 0.84 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62
B 0.13 0.25 0.52 0.67 0.84 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58
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ESTADISTICA PRACTICA PAS A PAS

TAULA F (area de 0.05 a la dreta)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 [ 12 | 156 | 20 | 24 | 30 | 40 | 60 [ 120 | «

161 | 199 | 216 | 225 | 230 | 234 | 237 | 239 | 241 | 242 | 244 | 246 | 248 | 249 | 250 | 251 | 252 | 253 | 254

18.5(19.0(19.2(19.2119.3(19.3|19.4|19.4119.4|19.4|19.4|19.4|19.4119.5]/19.5(19.5|19.5|19.5(19.5

10.119.55(9.28(9.12|9.01|8.94|8.89|8.85|8.81|8.79|8.74 | 8.70 | 8.66 | 8.64 | 8.62 | 8.59 | 8.57 | 8.55 [8.53

7.7116.9416.59|6.39|6.26 | 6.16|6.09|6.04 | 6.00 | 5.96 | 5.91 | 5.86|5.80|5.77 | 5.75 | 5.72|5.69 | 5.66 |5.63

6.61(5.79|5.41|5.19|5.05(4.95|4.88|4.82|4.77|4.74|4.68 | 4.62|4.56|4.53|4.50 | 4.46|4.43|4.40 |4.37

5.99(5.1414.76|4.53|4.39|4.28 |4.21|4.15|4.10|4.06 | 4.00 | 3.94 | 3.87 | 3.84 | 3.81[3.77|3.74 | 3.70 |3.67

5.5914.74|14.35|4.12|3.97|3.87|3.79|3.73|3.68|3.64 (3.57 | 3.51(3.44 (3.41|3.38|3.34|3.30 | 3.27 |3.23

O N|o|a|BA|W|IN| -~

5.3214.46|4.07|3.84|3.69|3.58|3.50(3.44(3.39|3.35(3.28(3.22(3.15(3.12|3.08 | 3.04 | 3.01|2.97|2.93

9 |512(4.26|3.86|3.63(3.48|3.37|3.29(3.23(3.18|3.14|3.07(3.01|2.94|2.90(2.86(2.83|2.79|2.75|2.71

10 [4.96 ({4.10|3.71|3.48(3.33|3.22|3.14(3.07(3.02|2.98|2.91(2.85|2.77|2.74|2.70 | 2.66 | 2.62 | 2.58 |2.54

11 |4.84 (3.98|3.59(3.36(3.20|3.09|3.01(2.95(2.90|2.85|2.79(2.72|2.65|2.61(2.57 [ 2.53|2.49|2.45|2.40

12 1 4.75(3.89|3.49(3.26(3.11(3.00(2.91(2.85(2.80(2.75(2.69|2.62|2.54|2.51|2.47|2.43|2.38|2.34|2.30

13 | 4.67(3.813.41(3.18(3.03(2.92(2.83(2.77|2.71(2.67|2.60|2.53|2.46|2.42|2.38|2.34|2.30|2.25|2.21

14 |4.60(3.74|3.34|3.11(2.96|2.85|2.76(2.70(2.65|2.60|2.53 | 2.46|2.39|2.35(2.31(2.27|2.22|2.18 |2.13

15 [4.54 ({3.68(3.29(3.06(2.90|2.79|2.71(2.64(2.59|2.54|2.48|2.40|2.33|2.29(2.25(2.20|2.16|2.11 |2.07

16 |4.49(3.63|3.243.01(2.85|2.74|2.66(2.59(2.54|2.49|2.42(2.35|2.28|2.24(2.19|2.15|2.11|2.06 |2.01

17 |1 4.45(3.59(3.20(2.96(2.81|2.70(2.61(2.55(2.49(2.45|2.38|2.31(2.23|2.19|2.15|2.10|2.06|2.01|1.96

18 | 4.41(3.55(3.16(2.93(2.77|2.66(2.58 251|246 (2.41|2.34|2.27(2.19|2.15|2.11|2.06|2.02|1.97 |1.92

19 [4.38(3.52|3.13|2.90(2.74|2.63|2.54(2.48(2.42|2.38|2.31(2.23|2.16|2.11(2.07(2.03|1.98|1.93 (1.88

20 (4.35(3.49(3.10|2.87(2.71|2.60|2.51|2.45(2.39|2.35|2.28(2.20|2.12|2.08|2.04 | 1.99|1.95|1.90 (1.84

21 14.32(3.47|3.07(2.84(2.68(2.57(2.49(2.42|2.37(2.32|12.25|2.18|2.10|2.05|2.01|1.96|1.92|1.87 |1.81

22 14.30(3.44|3.05(2.82(2.66(2.55(2.46(2.40(2.34(2.30|2.23|2.15|2.07|2.03|1.98|1.94|1.89|1.84(1.78

23 |4.28 3.42|3.03|2.80(2.64|2.53|2.44|2.37(2.32|2.27|2.20(2.13|2.05|2.01|1.96(1.91|1.86|1.81(1.76

24 |4.263.40|3.01)|2.78(2.62|2.51|2.42|2.36(2.30|2.25|2.18(2.11]2.03|1.98|1.94(1.89|1.84|1.79 (1.73

25 (4.24 13.39|2.99|2.76|2.60|2.49|2.40|2.34 | 2.28|2.24|2.16|2.09|2.01|1.96|1.92 | 1.87|1.82|1.77 [1.71

26 |4.23(3.37(2.98(2.74(2.59(2.47(2.39(2.32|2.27|2.22|2.15|2.07|1.99|1.95|1.90|1.85|1.80|1.75|1.69

27 |4.21(3.35|2.96(2.73(2.57(2.46(2.37|2.31|2.25(2.20|2.13|2.06|1.97|1.93|1.88|1.84|1.79|1.73|1.67

28 (4.203.34|2.95)|2.71|2.56|2.45|2.36|2.29(2.24|2.19|2.12|2.04|1.96|1.91|1.87 (1.82|1.77|1.71 (1.65

29 (4.183.33|2.93|2.70(2.55|2.43|2.35|2.28(2.22|2.18|2.10(2.03|1.94|1.90|1.85(1.81|1.75|1.70 (1.64

30 |4.1713.32(2.92|2.69|2.53(2.42|2.33|2.27|2.21(2.16|2.09|2.01({1.93|1.89|1.84|1.79(1.74|1.68|1.62

40 | 4.08 |3.23|2.84|2.61|2.45|2.34|2.25(2.18(2.12|2.08(2.00(1.92(1.84(1.79(1.74|1.69|1.64|1.58|1.51

60 |4.00(3.15|2.76(2.53(2.37(2.25(2.17|2.10(2.04(1.99|1.92|1.84|1.75|1.70|1.65|1.59|1.53|1.47|1.39

120 (3.92 (| 3.07|2.68|2.45(2.29|2.18|2.09(2.02(1.96|1.91|1.83(1.75|1.66|1.61|1.55(1.50|1.43|1.35(1.25

© |3.84(3.00|2.60|2.37(2.21]2.10|2.01|1.94(1.88|1.83|1.75(1.67|1.57|1.52|1.46(1.39|1.32|1.22(1.10

0.95 0.05
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TAULA F (area de 0.025 a la dreta)

g.l 1

10

12

15

20

24

30

40

60

120

—_

648

799

864

900

922

937

948

957

963

969

977

985

993

997

1001

1006

1010

1014

1018

38.5

39.0

39.2

39.2

39.3

39.3

39.4

39.4

39.4

39.4

39.4

39.4

39.4

39.5

39.5

39.5

39.5

39.5

39.5

17.4

16.0

15.4

15.1

14.9

14.7

14.6

14.5

14.5

14.4

14.3

14.3

14.2

14.1

141

14.0

14.0

13.9

13.9

12.2

10.6

10.0

9.60

9.36

9.20

9.07

8.98

8.90

8.84

8.75

8.66

8.56

8.51

8.46

8.41

8.36

8.31

8.26

10.0

8.43

7.76

7.39

7.15

6.98

6.85

6.76

6.68

6.62

6.52

6.43

6.33

6.28

6.23

6.18

6.12

6.07

6.02

8.81

7.26

6.60

6.23

5.99

5.82

5.70

5.60

5.562

5.46

5.37

5.27

5.17

5.12

5.07

5.01

4.96

4.90

4.86

8.07

6.54

5.89

5.52

5.29

5.12

4.99

4.90

4.82

4.76

4.67

4.57

4.47

4.41

4.36

4.31

4.25

4.20

4.15

O IN[O|O|D[WO|N

7.57

6.06

5.42

5.05

4.82

4.65

4.53

4.43

4.36

4.30

4.20

4.10

4.00

3.95

3.89

3.84

3.78

3.73

3.68

7.21

5.71

5.08

4.72

4.48

4.32

4.20

4.10

4.03

3.96

3.87

3.77

3.67

3.61

3.56

3.51

3.45

3.39

3.34

6.94

5.46

4.83

4.47

4.24

4.07

3.95

3.85

3.78

3.72

3.62

3.52

3.42

3.37

3.31

3.26

3.20

3.14

3.09

11

6.72

5.26

4.63

4.28

4.04

3.88

3.76

3.66

3.59

3.58

3.43

3.33

3.23

3.17

3.12

3.06

3.00

2.94

2.89

12

6.55

5.10

4.47

412

3.89

3.73

3.61

3.51

3.44

3.37

3.28

3.18

3.07

3.02

2.96

2.91

2.85

2.79

2.73

13

6.41

4.97

4.35

4.00

3.77

3.60

3.48

3.39

3.31

3.25

3.15

3.05

2.95

2.89

2.84

2.78

2.72

2.66

2.60

14

6.30

4.86

4.24

3.89

3.66

3.50

3.38

3.29

3.21

3.15

3.05

2.95

2.84

2.79

2.73

2.67

2.61

2.55

2.50

15

6.20

4.77

4.15

3.80

3.58

3.41

3.29

3.20

3.12

3.06

2.96

2.86

2.76

2.70

2.64

2.59

2.52

2.46

2.40

16

6.12

4.69

4.08

3.73

3.50

3.34

3.22

3.12

3.05

2.99

2.89

2.79

2.68

2.63

2.57

2.51

2.45

2.38

2.32

g.l

17

6.04

4.62

4.01

3.66

3.44

3.28

3.16

3.06

2.98

2.92

2.82

2.72

2.62

2.56

2.50

2.44

2.38

2.32

2.26

18

5.98

4.56

3.95

3.61

3.38

3.22

3.10

3.01

2.93

2.87

2.77

2.67

2.56

2.50

2.44

2.38

2.32

2.26

2.20

19

5.92

4.51

3.90

3.56

3.33

3.17

3.05

2.96

2.88

2.82

2.72

2.62

2.51

2.45

2.39

2.33

2.27

2.20

2.14

20

5.87

4.46

3.86

3.51

3.29

3.13

3.01

2.91

2.84

2.77

2.68

2.57

2.46

2.41

2.35

2.29

2.22

2.16

2.09

21

5.83

4.42

3.82

3.48

3.25

3.09

2.97

2.87

2.80

2.73

2.64

2.53

242

2.37

2.31

2.25

2.18

2.11

2.05

22

5.79

4.38

3.78

3.44

3.22

3.05

2.93

2.84

2.76

2.70

2.60

2.50

2.39

2.33

2.27

2.21

2.14

2.08

2.01

23

5.75

4.35

3.75

3.41

3.18

3.02

2.90

2.81

2.73

2.67

2.57

2.47

2.36

2.30

2.24

2.18

2.1

2.04

1.98

24

5.72

4.32

3.72

3.38

3.15

2.99

2.87

2.78

2.70

2.64

2.54

2.44

2.33

2.27

2.21

2.15

2.08

2.01

1.94

25

5.69

4.29

3.69

3.35

3.13

2.97

2.85

2.75

2.68

2.61

2.51

2.41

2.30

2.24

2.18

2.12

2.05

1.98

1.91

26

5.66

4.27

3.67

3.33

3.10

2.94

2.82

2.73

2.65

2.59

2.49

2.39

2.28

2.22

2.16

2.09

2.03

1.95

1.89

27

5.63

4.24

3.65

3.31

3.08

2.92

2.80

2.71

2.63

2.57

2.47

2.36

2.25

2.19

2.13

2.07

2.00

1.93

1.86

28

5.61

4.22

3.63

3.29

3.06

2.90

2.78

2.69

2.61

2.55

2.45

2.34

2.23

2.17

211

2.05

1.98

1.91

1.84

29

5.59

4.20

3.61

3.27

3.04

2.88

2.76

2.67

2.59

2.58

2.43

2.32

2.21

2.15

2.09

2.03

1.96

1.89

1.82

30

5.57

4.18

3.59

3.25

3.03

2.87

2.75

2.65

2.57

2.51

2.41

2.31

2.20

2.14

2.07

2.01

1.94

1.87

1.80

40

5.42

4.05

3.46

3.13

2.90

2.74

2.62

2.53

2.45

2.39

2.29

2.18

2.07

2.01

1.94

1.88

1.80

1.72

1.65

60

5.29

3.93

3.34

3.01

2.79

2.63

2.51

2.41

2.33

2.27

217

2.06

1.94

1.88

1.82

1.74

1.67

1.58

1.49

120

5.15

3.80

3.23

2.89

2.67

2.52

2.39

2.30

222

2.16

2.05

1.94

1.82

1.76

1.69

1.61

1.53

1.43

1.33

5.04

3.70

3.13

2.80

2.58

2.42

2.30

2.20

2.13

2.06

1.96

1.85

1.72

1.65

1.58

1.50

1.41

1.29

1.13

LI 1]

F
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ESTADISTICA PRACTICA PAS A PAS

TAULA F (area de 0.01 a la dreta)
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15.2
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13.5
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121
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9.78
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6.97
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9.55
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6.72
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6.16

6.07

5.99
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5.74

5.66

(N[~ ]|WO|N
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6.63
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6.55
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5.64

5.39

5.20

5.06

4.94

4.85

4.71

4.56

4.41

4.33

4.25

4.17

4.08

4.00

3.92

11
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4.89

4.74

4.63
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4.40
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4.10

4.02

3.94

3.86

3.78
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3.54

3.45

3.37
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4.62
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3.25
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3.02
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5.42

4.89

4.56
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3.80
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3.05

2.96

2.88

16
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6.23

5.29

4.77

4.44

4.20

4.03

3.89

3.78

3.69

3.55

3.41
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3.18

3.10

3.02

2.93

2.84

2.76

17

8.40

6.11

5.19

4.67

4.34

4.10

3.93

3.79

3.68

3.59

3.46

3.31

3.16

3.08

3.00

2.92

2.83

2.75

2.66

18

8.29

6.01

5.09

4.58

4.25

4.01

3.84

3.71

3.60

3.51

3.37

3.23

3.08

3.00

2,92

2.84

2.75

2.66

2.58

19

8.18

5.93

5.01

4.50

417

3.94

3.77

3.63

3.52

3.43

3.30

3.15

3.00

2.92

2.84

2.76

2.67

2.58

2.50

20

8.10

5.85

4.94

4.43

4.10

3.87

3.70

3.56

3.46

3.37

3.23

3.09

2.94

2.86

2.78

2.69

2.61

2.52

2.43

21

8.02

5.78

4.87

4.37

4.04

3.81

3.64

3.51

3.40

3.31

3.17

3.038

2.88

2.80

2.72

2.64

2.55

2.46

2.37

22

7.95

5.72

4.82

4.31

3.99

3.76

3.59

3.45

3.35

3.26

3.12

2.98

2.83

2.75

2.67

2.58

2.50

2.40

2.32

23

7.88

5.66

4.76

4.26

3.94

3.71

3.54

3.41

3.30

3.21

3.07

2.93

2.78

2.70

2.62

2.54

2.45

2.35

2.27

24

7.82

5.61

4.72

4.22

3.90

3.67

3.50

3.36

3.26

3.17

3.03

2.89

2.74

2.66

2.58

2.49

2.40

2.31

2.22

25

7.77

5.57

4.68

4.18

3.85

3.63

3.46

3.32

3.22

3.13

2.99

2.85

2.70

2.62

2.54

2.45

2.36

2.27

2.18

26

7.72

5.53

464

414

3.82

3.59

3.42

3.29

3.18

3.09

2.96

2.81

2.66

2.58

2.50

2.42

2.33

2.23

2.14

27

7.68

5.49

4.60

4.11

3.78

3.56

3.39

3.26

3.15

3.06

2.93

2.78

2.63

2.55

2.47

2.38

2.29

2.20
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28

7.64

5.45

4.57

4.07

3.75

3.53

3.36

3.23

3.12

3.03

2.90

2.75

2.60

2.562

2.44

2.35

2.26

217

2.08

29

7.60

5.42

4.54

4.04

3.73

3.50

3.33

3.20

3.09

3.00

2.87

2.73

2.57

2.49

2.41

2.33

2.23

2.14

2.05

30

7.56

5.39

4.51

4.02

3.70

3.47

3.30

3.17

3.07

2.98

2.84

2.70

2.55

2.47

2.39

2.30

2.21

2.11

2.02

40

7.31

5.18

4.31

3.83

3.51

3.29

3.12

2.99

2.89

2.80

2.66

2.52

2.37

2.29

2.20

2.11

2.02

1.92

1.82

60

7.08

4.98

4.13

3.65

3.34

3.12

2.95

2.82

2.72

2.63

2.50

2.35

2.20

212

2.03

1.94

1.84

1.73

1.62

120

6.85

4.79

3.95

3.48

3.17

2.96

2.79

2.66

2.56

2.47

2.34

2.19

2.03

1.95

1.86

1.76

1.66

1.53

1.40

6.66

4.63

3.80

3.34

3.04

2.82

2.66

2.58

243

2.34

2.20

2.06

1.90

1.81

1.72

1.61

1.50

1.35

1.16

5]

(1]
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TAULA DE KOLMOGOROV-
SMIRNOV
n a=0.1 | a=0.05 | a=0.01
1 0.95 0.975 0.995
2 0.776 0.842 0.929
3 0.636 0.708 0.829
4 0.565 0.624 0.734
5 0.509 0.563 0.669
6 0.468 0.519 0.617
7 0.436 0.483 0.576
8 0.41 0.454 0.542
9 0.387 0.43 0.513
10 0.369 0.409 0.489
11 0.352 0.0391 0.468
12 0.338 0.375 0.449
13 0.325 0.361 0.432
14 0.314 0.349 0.418
15 0.304 0.338 0.404
16 0.295 0.327 0.392
17 0.286 0.318 0.381
18 0.279 0.309 0.371
19 0.271 0.301 0.361
20 0.265 0.294 0.352
21 0.259 0.287 0.344
22 0.253 0.281 0.337
23 0.247 0.275 0.33
24 0.242 0.269 0.323
25 0.238 0.264 0.317
26 0.233 0.259 0.311
27 0.229 0.254 0.305
28 0.225 0.25 0.3
29 0.221 0.246 0.295
30 0.218 0.242 0.29
31 0.214 0.238 0.285
32 0.211 0.234 0.281
33 0.208 0.231 0.277
34 0.205 0.227 0.273
35 0.202 0.224 0.269
36 0.199 0.221 0.265
37 0.196 0.218 0.262
38 0.194 0.215 0.258
39 0.191 0.213 0.255
40 0.189 0.21 0.252
1.224 1.358 1.628
>40 N In N

TAULA DE KOLMOGOROV-

SMIRNOV-LILLIEFORS

n a=0.1 a=0.05| a=0.01
1 0.445 0.486 0.562
2 0.408 0.446 0.516
3 0.37 0.404 0.468
4 0.339 0.371 0.429
5 0.314 0.343 0.397
6 0.294 0.321 0.371
7 0.277 0.303 0.35
8 0.263 0.287 0.332
9 0.25 0.273 0.316
10 0.239 0.262 0.303
11 0.23 0.251 0.29
12 0.221 0.242 0.28
13 0.214 0.234 0.27
14 0.207 0.226 0.261
15 0.201 0.219 0.254
16 0.195 0.213 0.245
17 0.19 0.207 0.24
18 0.185 0.202 0.233
19 0.18 0.197 0.228
20 0.176 0.192 0.222
21 0.172 0.188 0.218
22 0.168 0.184 0.213
23 0.165 0.18 0.209
24 0.162 0.177 0.204
25 0.159 0.173 0.201
26 0.156 0.17 0.197
27 0.153 0.167 0.193
28 0.15 0.164 0.19
29 0.148 0.162 0.187
30 0.146 0.159 0.184
31 0.143 0.157 0.181
32 0.141 0.154 0.179
33 0.139 0.152 0.176
34 0.137 0.15 0.173
35 0.135 0.148 0.171
36 0.134 0.146 0.169
37 0.132 0.144 0.167
38 0.13 0.142 0.164
39 0.129 0.14 0.162
40 0.127 0.139 0.16
540 0.805 0.886 1.031

n n n
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L'objectiu principal d’aquest material és proporcionar als
estudiants universitaris una eina que permeti consultar cla-
rament i rapidament com es pot aplicar de manera practica
la teoria relacionada amb qualsevol dels continguts que for-
men part d'un curs basic d'estadistica de nivell universitari.
Per tal d’afavorir 'aprenentatge, s'explica pas a pas, i usant
exemples, quan i com es poden aplicar aquestes técniques
estadistiques. També es comenta quines sén les funcions i
les eines estadistiques d’Excel.






