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Amb aquesta publicacié, dirigida als meus estudiants de
I'assignatura de Matematiques | dels graus d’Economia,
Administracié i Direccié d'Empreses i Finances i Comptabilitat,
voldria donar-los uns apunts que els puguin ajudar a seguir millor
I'assignatura. Tal com ja s’expressa al titol es tracta d'uns apunts
i, per tant, sén bastant esquematics i dirigits als estudiants que
assisteixen regularment a classe. Amb aquest material voldria
cobrir dos objectius principals. En primer lloc, permetre als
estudiants venir a classe havent llegit préeviament el que s'explicara
a la classe seglient i aixi poder seguir millor les explicacions. En
segon lloc, donar més temps als alumnes durant la classe per poder
escoltar la professora i ampliar aquests apunts amb les explicacions
de classe, altres exemples i ampliacions.

Espero que aquest material compleixi els objectius indicats i pugui
ser (til als meus alumnes.
Cori Vilella Bach
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Part I: Algebra lineal

Introduccid

Considereu el seglient sistema d’equacions lineals

2x—y =1

x—3y =0
. . . 2 —-11\. 1
Si escrivim la matriu A—<1 _3>|el vectorb-(o),

podem escriure el sistema inicial com a Ax = b. Per tant, I'estudi
de les matrius es pot explicar com a un metode per resoldre
sistemes d'equacions lineals.
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Tema 1: MATRIUS | DETERMINANTS

Definicio

Definicio: Una matriu Amxn €s una caixa de nombres reals
ordenats en m files i n columnes. Escriurem:

a11 a2 din

azi ap - azn
A=

dml dm2 - dmn

Exemple:

(%) aan (1)

Notacio: Mpyxn denota el conjunt de totes las matrius de m files i
n columnes.
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1.1 Algebra matricial

Definicié: Sigui A € Mpxn. La matriu que resulta d'intercanviar
les files per les columnes de A, que denotem per At, s'anomena
matriu transposada.

Definicio: Si m = n, direm que la matriu és quadrada.

Definicié: Siguin A, B € Mpyx,. Llavors els elements ¢j; de la
matriu C = A+ B es defineixen com a ¢;j = aj; + bj;.

Definicio: Sigui A € Mpxn. Sigui A € R. Llavors, els elements c;;
de la matriu C = X - A es defineixen com a ¢jj = Aajj.

Observacié: El conjunt (Mpxn, +, ) és un espai vectorial de
dimensié m x n.
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1.1 Algebra matricial

Definicio: Sigui A € Mpxp i sigui B € My (és a dir, A té tantes
columnes com files té B). Llavors podem considerar C = AB
(pero, obviament, no necesariament BA) i els elements ¢;; de la
matriu C es defineixen com a

n
cj =Y aibi
k=1
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1.1 Algebra matricial

Exemple:

I1x142x(-1)40x1=-1 1x24+2x14+0x0=4
3x140x(-1)+1x1=4 3x24+0x1+1x0=6
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1.2. Determinant d’'una matriu

Definicié: Sigui A € M,«, una matriu quadrada. El determinant
de A, que denotem per det(A) o per |A|, es defineix de la segiient
forma:

e Sin=1, llavors det(A) = |a| = a

@ Si n=2, llavors

det(A) = ' = ad —cb

a b
c d

@ Si n = 3 (regla de Sarrus), llavors

a
det(A) = | d = aei + bfg + hdc — (ceg + bdi + hfa)
g

>0 o
- -0
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1.2 Determinant d’'una matriu

@ Si n > 3, llavors (per exemple)

a1 a2 e din
a1 a2 - an
1+1
det(A) = i R . . = (—1) + ail1 X
danl an2 ot ann
ax a3 -+ axn a2 ais ce ain
d32 a3 -+ as an2 an3 ce azn

+ o+ (-1)"an

an2 a3 - anmn a(n—-1)2 dn-1)3 “°°  dn-1)n
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1.2 Determinant d'una matriu. Propietats

Sigui A € Mpyp.
° |A] =AY
@ Si una fila (o columna) de A té tots els elements nuls, llavors
[Al=0

@ Siguin « i 3 escalars.

aint+ao a2 | | a1 a o aip
a1+ 08 ax a  ax B ax
@ Sigui « un escalar.
Qair a2 | a11 412
Qapy  ax a  ax
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1.2. Determinant d'una matriu. Propietats

@ Si a una fila (o columna) de A li sumem una combinacié lineal
de les altres files (o columnes), el determinant no varia.

1 2 3 6=1+2+3 2 3
4 5 6|=|15=4+5+6 5 6
7 8 9 24=7+8+9 8 9

Es a dir (6,15,24) = (1,4,7) + 1 x (2,5,8) + 1 x (3,6,9)

@ Si dues files (o columnes) de A sén proporcionals, llavors
Al =0
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1.3 Rang d'una matriu (menors)

Definicié: Sigui A € Mpyxn. Anomenem menor d’ordre k el
determinant k x k (amb k < min{m, n}) de qualsevol submatriu
que resulti de prendre k files i k columnes de A.

12 3 4
Exemple: SiguiA=| 5 6 7 8
9 10 11 12

o Menors d’ordre 1: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12.

@ Menors d’ordre 2:

12 3 4
56 7 8 H‘églz_z;
9 10 11 12

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



1.3 Rang d'una matriu (menors)

@ Menors d'ordre 2:

1 2 3 4
56 7 8 _>‘120 142‘:—16
9 10 11 12
@ Menors d’ordre 3:
1 2 3 4 1 2 4
56 7 8 — |5 6 8 | =690
9 10 11 12 9 10 12

@ Menors d'ordre 4: No n'hi ha.
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1.3 Rang d'una matriu

Definicio: Sigui A € Mpxn. Anomenem rang de A, i denotem per
Rg(A), a I'ordre del menor més gran no nul.

1 2 3 4
Exemple: SiguiA=| -2 —4 3 1
1 2 30
@ Ordre 4: No n’hi ha. Rg(A) < 4
@ Ordre 3:
2 3 4
4 3 1|=-72#0
2 30

Rg(A) > 3 i Rg(A) < 4; per tant, Rg(A) =3
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1.3 Rang d'una matriu

Exemple (amb parametres): Sigui A = . Calculeu

L BN
= O W

Rg(A) en funcié del parametre a € R.
@ Sabem que 1 < Rg(A) <2
@ Ordre 1: 2#0. Rg(A) > 1
@ Ordre 2:

LN

2 3
4 6

= |

Si a # 2/3, llavors Rg(A) =2
Si a=2/3, llavors Rg(A) =1
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1.4 Matriu inversa

Definicié: Sigui A € My, una matriu quadrada no singular (és a
dir, amb determinant diferent de zero). Anomenarem matriu
inversa de A la matriu A~! tal que

AAT = A7TA = Td, oy

on Id és la matriu identitat (és a dir, ajj = 1 per a tot i, i
aj =0,i#J).

Definicié: Sigui A € M,«, una matriu quadrada. Anomenarem
matriu adjunta, i denotem per Adj(A), la matriu

Air Az - Arg

Aot Ao - Aon
Adjay=| TR

Anl An2 e Ann

on Aj; és el resultat de multiplicar el menor que s'obté d’eliminar la
fila i i la columna j, de la matriu A, per (—1)'™
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1.4 Matriu inversa

1 01
Exemple: SiguiA=| 0 1 1
1 20
11
) A11 = (—1)1+1 2 0 = -2
01
—(—1)1+3 = _
N A13 = ( ].) 1 2 1
11
— (—1)2+2 E——
o A22 = ( 1) 10 1
10
o Ay = (—1)>*3 1 0| =2
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1.4 Matriu inversa

Teorema: Sigui A € M« no singular. Llavors

ATl = Adj(A)*
det(a) ()
101
Exemple: SiguiA=1| 0 1 1
120
Llavors
2 2 -1 L[ 2 2 -1
Adj(Af= 1 -1 -1 iA_1:—3 1 -1 -1
-1 -2 1 P12 1

Exercici: Comproveu que efectivament AA™! = Id.
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Tema 2: SISTEMES D'EQUACIONS LINEALS

2.1 Definicid

Recordem que un sistema lineal d’equacions s’escriu:

aiixXy + aioxo + ...a1pXn = b1
axixy + axpxo+...amxp, = b
amiX1 + ameXo + ...ampXn = bm

Que ara podem escriure de forma simplificada (notacié matricial)
com a Ax = b, on

a1 d12 -+ din b
1 X1
a1 dx dzn ) )
A= . . . . 5 b - : 5 X = : 5
- - - - bm Xn
dml dm2 - dmn

Observacio:j Es possible coneixer les solucions del sistema
d’equacions (o almenys saber si té solucid, i quantes) en termes de

Aib?
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2.1 Definicié

Un sistema d'equacions lineals s'escriu:

a11 a2 dln b
X1 1
ani axy - azn .
Xn bm
dml am2 - amn

o, Ax=0>b

A és la matriu del sistema, b sén els térmes independents, i x sén
les incognites.

A més, la matriu A, que es defineix afegint a la matriu A la
columna b, s'anomena matriu ampliada del sistema; és a dir:

air ar -+ ain b
_ axl ax -+ axy b
A=

ami @m2 -+ 3mn bm
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2.2 Classificacid dels sistemes

@ Sistema compatible (té solucid).

o Compatible determinat (té solucié tnica).
s Compatible indeterminat(té infinites solucions).

@ Sistema incompatible (no té solucid).
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2.3 Resolucid de sistemes. Teorema de

Rouché—Frobenious

Teorema: Sigui Ax = b un sistema d’equacions lineals, on
A€ Muxn, beR™ i x e R".

o Si Rg(A) = Rg(A), el sistema és compatible. A més,
o Si Rg(A) = Rg(A) = n, el sistema és compatible determinat.
o Si Rg(A) = Rg(A) < n, el sistema és compatible indeterminat.
Direm que n — Rg(A) és el grau de llibertat.

@ Si Rg(A) < Rg(A), el sistema és incompatible.
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2.3 Teorema de Rouché—Frobenious

Exemple: Discutiu la solucié del sistema d'equacions

3x 42y +4z =1

x 44y = 2
3 2 4 . .
Com que A= 140 ) tenim que Rg(A) = 2 i, per tant,
Rg(A) = 2 < 3. Sistema compatible indeterminat (amb 1 grau de
llibertat).

Observacio: Les equacions 3x +2y +4z=1ix+4y =2
corresponen a plans de R3 que es creuen en una recta (1 grau de
llibertat).
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Figura: Dos plans de R? es tallen en una recta.
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2.3 Resolucio de sistemes

Observacié: Per a sistemes d'equacions lineales de baixa dimensid
siempre podem utilitzar els metodes tradicionals de reduccid,
igualacio i substitucié. Perd que fem si el sistema té dimensions
més grans?

@ Metode de triangulacié de Gauss.

o Metode de Cramer.
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2.3 Resolucié de sistemes. Métode de Cramer

Un sistema d'equacions lineals Ax = b és un sistema de Cramer si i
només si:

@ nombre d'equacions = nombre d'incognites

o Det(A) #0
Observacio: Si un sistema és de Cramer, llavors és compatible. No
tot sistema compatible és de Cramer, perdo podem transformar-lo
en un que sigui de Cramer.
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2.3 Resolucié de sistemes. Métode de Cramer

La resolucié d'un sistema de Cramer Ax = b es determina per:

air a2 - b1 -+ a1

a1 ax» - by -+ ax

i — dnl an2 - bn e dnn
' det(A)

Es a dir, cada component x; de la solucié és el resultat de dividir,
pel determinant de la matriu A, el determinant de la matriu que
resulta de substituir la columna i—eéssima de la matriu A per la
columna dels termes independents.

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



2.3 Resolucié de sistemes. Métode de Cramer

Exemple:

[lavors

Podem comprovar que Rg(A) = Rg(A) = 2. Per tant, el sistema
és compatible indeterminat; perd no és de Cramer, ja que
n =3 # m = 2 cal arreglar-lo perqué sigui de Cramer.
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2.3 Resolucié de sistemes. Métode de Cramer

Continuacié de I'exemple:

X +y +z =1

2x 4y +z = 2
11

‘2 1‘__1750

Considerem aquesta matriu amb determinant diferent de zero com a matriu del
nou sistema, i les components de la variable z les considerem com a termes

independents. El “nou sistema”de Cramer sera:

x 4y = 11—z
2x 4y = 2-—z
1-z 1
2—z 1 —1
X = =1
det(A) -1
i
1 1—=z
2 2—z i zZ B
Y det(A) a7

Per tant, les solucions sén: (1, -z, z)
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2.3 Sistemes homogenis

Un sistema d’equacions lineal és homogeni, si tots els seus termes
independents sén nuls.

aiixi +axe+...a1pxp = 0
arxy+amxo+...amx, = 0
amiX1+ amexo +...ampxn = 0

Observacié: Tot sistema homogeni és compatible, ja que sempre té
almenys la solucié trivial x; = xp = -+ = x, = 0. A més,

o Si Rg(A) = Rg(A) = n, aquesta és I'tnica solucié.

o Si Rg(A) = Rg(A) # n, el sistema té infinites solucions.
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Tema 3: L'ESPAI R”

3.1 Operacions amb vectors

Definim R"” = {(x1,...x,) | x; € R}.

X2 X2

w2

v 5
j w
7 X1 —wp X1

Vo i 3
X3

Figura: Visié geometrica de v = (v, ) € R? i w = (wy, wo, w3) € R3
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3.1 Suma i producte per un escalar

Siguin u,v € R", i sigui A € R (que anomenarem escalar). Definim
les operacions:

o u+tv=(uy+vi,up+va,...,up+ v,) € R". S'anomena
operacio interna.

@ A-u=(\u,...,\up). S'anomena operacio externa.

Nl

Figura: Visi6 geometrica de la suma (de vectors) i producte per un
escalar. El conjunt (R",+,-) es denomina espai vectorial i,
consequentment, els seus elements es denominen vectors.
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3.2 Dependencia i independencia lineal de vectors

Definicié: Un conjunt de vectors {uy,...ux}, ui € R" s"anomena
un sistema de vectors.

Definicié: Direm que u, v € R" sén vectors linealment dependents
(LD) si existeix A € R tal que v = Au (o u = Av). Direm que sén
vectors linealment independents (LI) en cas contrari (és a dir,

v # Au, per a tot A € R).

Exemple: Els vectors u = (1,2) i v = (—1,—3) sén LI, mentre que
els vectors u = (—1,2) i v = (1,-2) sén LD.
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3.2 Combinacié lineal de vectors

Definicié: Sigui {u, ..., ux} un sistema de vectors de R”. Una
combinacid lineal del sistema consisteix a escollir k escalars
arbitraris A1, ..., Ak per a obtenir un nou vector:

v=Mui+...+ur eR"”
Exemple: Sigui {u1, up}, amb vy = (1,2,2) i up = (2,3, -1).

Llavors
2u1 + 3w —u + \@Ug

sén dues combinacions lineals dels vectors uq i us.
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3.2 Dependencia lineal de vectors

Definicié: Sigui {uy, ..., ux} un sistema de vectors. Direm que és
un sistema linealment dependent LD si existeixen k escalars
A1, ..., Ak, NO tots zero, tals que

AU+ ..o+ Au =0

- - =7 . 7 =
(és a dir, la combinacié lineal déna el vector 0).

Definicié: Sigui {u1, ..., ux} un sistema de vectors. Direm que és
un sistema linealment independent LI si I'inica combinacié lineal
de k escalars Ay, ..., Ak tals que

AU+ ...+ Au =0

ésA\j=0peratoti=1,...,k
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3.3 Sistemes de vectors generadors

Definicié: Sigui {u1,..., ux} un sistema de vectors de R".
Denotem per < u1,..., ux > al conjunt de totes les combinacions
lineals del sistema; és a dir:

< Up,...,U >= {VGR" | V=AU + ... AUy, A GR}
Definicié: Direm que {u1, ..., ux}, on uj € R", és un sistema (de
vectors) generador de R” si < uy,...,ux >=R".

Exemple: El sistema {u1, up, u3}, amb u; = (1,2), up = (2,3) i
uz = (2,5), és un sistema generador de R?.

Exemple: El sistema {u1,u2}, amb u; = (1,2) i up = (—2,—4), no
és un sistema generador de R?.
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3.4 Bases i dimensié d'un espai vectorial

Definicio: Un sistema de vectors de R” direm que és una base de
R" si és LI i és generador de R".

Proposicié: Un sistema de vectors {u1, ..., ux}, on u; € R", és una
base si i només si k = n, i és un sistema LI.

Definicié: Direm doncs que n és la dimensié de R" (el nombre
minim de vectors LI que calen perqué el sistema sigui generador).

Observacio: Existeixen infinites bases diferents, pero totes tenen el
mateix nombre de vectors.
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3.4 Bases i dimensié d'un espai vectorial

Exemple: El sistema {(0,2,3),(—1,—2,0),(0,0,1)} és una base
de R3.

Exemple: El sistema {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} és una base de
R3. S’anomena base candnica i s'escriu {e1, e, €3}.

Teorema: Sigui {u1,...,u,} una base de R". Tot vector de R”
s'escriu de manera dnica com a combinacié lineal del sistema. Es a
dir, per a tot v € R” existeix una tnica n-tupla d’escalars
Al,...,Ap tal que

V=MANui+ ...+ Ay

D'aquesta n-tupla se'n diu coordenada del vector v en la base
{Ul, PN un}.
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3.5 Dependencia lineal i rang d'una matriu

Teorema: Sigui {u1, ..., ux} vectors de R". Sigui A la matriu
formada pels vectors en columnes (o files). Llavors Rg(A) = m si i
només si el sistema té com a maxim m vectors LI. A més el menor
que determina el rang forma un sistema de m vectors LI.
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3.5 Determinants i bases de R”

Teorema: Un sistema de n vectors de R" és base si i només si el
determinant de la matriu que formen (normalment s’escriuen els
vectors en columnes) és diferent de zero.

Exemple: El sistema {(1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)} no és una base de
R3, ja que

1
2 =45+ 96+ 84 — (105472 +48) =0
3

(o) I @ I
©O© 00
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3.5 Determinants i bases de R”

Observacié: Hem vist que els determinants (que només s'apliquen
a les matrius quadrades!) permeten comptar vectors linealment
independents (quan hi ha tants vectors com dimensid).

Observacio: jEs pot estendre aquesta nocié? Es a dir, si tenim k
vectors de R” jpodrem saber quin és el nombre maxim de vectors
LI? jPodrem obtenir un subconjunt amb aquest nombre maxim?
L'eina per poder respondre aquestes preguntes és el que coneixem
com a rang d’una matriu.
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3.6 Producte escalar de vectors

Definicio: Direm poducte escalar de vectors u i v, on
u=(ug,...,up) €ER" v=_(v,...,vy) €R" a
< U,V >=Ui1Vy + UV + -+ -+ UpVp

Exemple: Donats u = (1,2,3), v =(3,1,-1),
<uv>=13+4+21+3.(-1)=2
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3.7 Norma i distancia

Definicio: Direm norma d'un vector u = (u1,...,u,) € R" i es
representa per || u || al valor:

lull= v aus = /e +xB +...+ 2

Definicio: Direm que un vector u € R" és unitari, si || u ||= 1.

Exemple: Donat u=(1,3), || u||=+v1+9 = V10.
Donat v =(0,1,0,0), || v||[=v0+1+0+0=1 és un vector
unitari.

Definicio: Definim distancia entre dos vectors u i v de R" com a
d(u,v)=[lu—v].
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3.8 Base ortogonal

Definicio: Donats dos vectors u i v de R"\ {0}. Direm que v i v
sén ortogonals o perpendiculars (L) si i només si < u,v >=0.

Exemple: Donats {u = (1,1), v=(1,0)}, < u,v >=1# 0; per
tant, no sén perpendiculars.

Donats v = (1,1), v=(1,-1), < u,v >= 0 per tant, sén
vectors perpendiculars.

Definicié: Un sistema de vectors {vi,...,v,} de R" és una base
ortogonal de R" si i només si sén base i sén ortogonals dos a dos.

Exemple: {(1,-1,0), (1,1,0), (0,0,1)} és una base ortogonal de
R3.

Exemple: {(1,3), (2,—1)} és una base de R? perd no és una base
ortogonal.
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Part Il: Analisi real
Tema 4: FUNCIO REAL DE VARIABLE REAL

4.1 Els nombres reals

Els nombres es classifiquen de la segiient forma:

NCZcQcCR

Q Els nombres naturals: N =1{0,1,2,3,...}

Q Els nombres enters: Z =1{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

© Els nombres racionals: Q = {g | p,q € Z q # 0}, (admeten
una representacié decimal finita o periodica).

© Els nombres reals: Sén el conjunt R =QUT, on I sén els
anomenats nombres irracionals (aquells que tenen una
representacié decimal infinita no periodica). Per exemple,

{V2=1.41421..., 7 =3.141592..., e=127183...}

Aixi, doncs, R coincideix amb tots els nombres que tenen expressié
decimal (finita o infinita).
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4.1 (L'algebra dels) nombres reals

Siguin a, b € R. Siguin n,m € N.

@athbeR

@ axbeR

0 a/beR, b#£0

0o a%=1

@ a"=ax...xa(n cops)
@ gntm — gn gm

° a”_m:a”a_"’:j—;

qh/m — W N (21/2 — \/ﬁ)
(ab)" = a" b" pero ((a+ b)" # a" + b")
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4.2 |La recta real

Els nombres reals es representen amb una recta; d'aquesta recta
se'n diu recta real.

—00 _11 b i —+00

Figura: La recta real.

Sabem que x < y si i només si x és més a I'esquerra que y en la
recta real. | també sabem que d(x, y) és la longitud del segment
que uneix x amb y.
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4.2 |La recta real. Intervals i entorns

Els intervals i els entorns sén subconjunts dels nombres reals del
tipus seglient:

@ Interval tancat: [a,b] ={x € R| a < x < b}
o Interval obert: (a,b) = {x € R | a< x < b}
@ Entorn: E(a,r) ={x € R | d(x,a) :=|x—a| <r}

x| = X, x> 0;
1 —x, x<0.
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4.2 |La recta real. Intervals i entorns

a b a b
(a) Interval tancat: [a, b] (b) Interval obert: (a, b)
a 2
(c) Interval tancat: [a, 00) (d) Interval obert: (a, )
«r .,
| a

(e) Entorn (obert): E(a,r)
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4.3 Funcions d'una variable real. Introduccid

h
(a) S(r) = =r? (b) S(r, h) =27r?> + 27rh

Figura: La superficie d'un cercle és una funcié del radi. La superficie d'un
cilindre és una funcié del radi i de I'al¢ada.
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4 .3 Funcions d'una variable real

Una funcié f : A — B és una correspondéncia que assigna a cada
element a € A un (i només un) element del conjunt B, que
denotem per mitja de f(a). Es diu que f(a) és la imatge de a per
f.

SiACR i B =R diem que f és una funcié real de variable real.
f:ACR—R

El conjunt A, on té sentit la funcid, s'anomena domini de f. Esa
dir, A={x e R | 3 f(x)}.
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4 .3 Funcions d'una variable real

Per exemple, una expressié concreta d'una funcié f : ACR — R
és:
fX)=x*4+x+1 < y=x>4+x+1

de forma que la imatge d’un nombre real qualsevol x és un nombre
real que denotem per mitja de f(x) o també per mitja de y.

x=10 — f(10)=10>+10+1=111
x=h — f(h)y=h+h+1

x=3h+2 — f(3h+2)=... exercici

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



4.4 Funcions d'una variable real. Grafica

Y

graf(f)

yo = f(x0)

X1

Xo

y1 = f(x)

Figura: La grafica d’una funcié ens permet veure, en un mateix dibuix, el
domini de la funcié (eix d'abscisses, X) i les imatges (eix d'ordenades,
Y). Ens déna molta informacid sobre el comportament de la funcié en

tot el seu domini.
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4.4 Funcions d'una variable real. Grafica

flx0) [

Fo) |

o) |

Figura: La corba d’aquest dibuix no pot ser la grafica d'una funcié, ja
que hi hauria punts amb més d’'una imatge.
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4 5 Funcions elementals. Funcions lineals

La seva expressié general és y = ax+ b, a,b € R, i el domini és
tot R.

Y Y

s . X

(Yy=ax+b (i)y=cx+d

Figura: (i) pendent positiu, (ii) pendent negatiu.
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4 5 Funcions elementals. Funcions lineals

Recordeu que quan resolem sistemes d'equacions lineals

x+y=1

2x —y =10
el que fem és trobar la interseccié de dues rectes al pla. Aixi,
només hi ha tres casos:

@ Sistema compatible determinat (una solucid). Sén rectes
transversals.

@ Sistema compatible indeterminat (infinites solucions). Sén la
mateixa recta.

@ Sistema incompatible (cap solucid). Sén rectes paral-leles.
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4.5 Funcions elementals. Funcions polinomials

La seva expressié general és
y=anx"+ap_1x"1+.. . aix+ap, ai€R, n>1

i el domini és tot R.

Si n =2, tenim el cas quadratic. La seva expressié general és
y=ax’+bx+c, a#0.

Els talls de la seva grafica amb I'eix d’abscisses (és a dir, els zeros
o arrels) sén les solucions de I'equacié ax? 4 bx + ¢ = 0.

X:%a(_bi\/m>, si b% — 4ac > 0;

x:_—f, si b> —4ac = 0;

0, si b> — 4ac < 0.
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4.5 Funcions elementals. Funcions polinomials

quadratiques

La grafica d'un polinomi de segon grau és una parabola.
Considerem a > 0.

y=x>—x-2 y=(x—-1)? y=x>+1

|

(a) b2 —4ac >0 (b) b*> —4ac =0 (c) b —4ac <0
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4 5 Funcions elementals. Funcions racionals

La seva expressié general és

y=R(x)= gg)), on P, @ polinomis

El domini és D(R(x)) = R\ {zeros de Q}.

y

L L L
-1 1 2

Figura: La grafica de la funcié racional y = %
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4.5 Funcions elementals. La funcié arrel quadrada

La seva expressi6 és y = +y/x i y = —/x (té dues branques) i el

seu domini sén els reals positius: [0,00). Cada una de les funcions

és una branca de la funcié inversa de y = x°.

Figura: En vermell y = ++/x i en verd y = —/x.
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4 5 Funcions elementals. Funcid valor absolut

La seva expressid és

X, x> 0;
y=lxl= —x, x<0.

El seu domini és R. | la seva grafica és

Figura: La grafica de la funcié valor absolut. En el punt x = 0 la funcié
hi té un colze.
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4.5 Funcions elementals. Funcions trigonometriques

p 90°

sinf = __ c.oposat

h

cosf = — c.contigu

>la Tl

cosf ~— c.contigu

c
m tanf — sin® c.oposat
U

Figura: Les funcions trigonometriques basiques definides per a tot
6 € [0, 2x].
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4.5 Funcions elementals. Funcions trigonometriques i

férmules trigonometriques

sin 6 4 cos?f = 1
sin(26) = 2sinf cos 0

cos(26) = cos? f — sin? 4
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4.5 Funcions elementals. Funcions trigonometriques i

90°
180° 0° = 360°
graU/
0

angles

270° 1 rad =~ 57°
& rad = 30°
/2 27 rad = 360°
\ s=rb
rad s 2 0=2m
3m/2

Figura: Les unitats dels angles.
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4.5 Funcions elementals. Funcions trigonometriques i
angles

0| n/6 | w/4 | w/3 | 7/2 | m |37/2|2r
sin |0 1/2 [ 1/V2[+V3/2] 1 [ 0| -1 |0
cos |1 [+v3/2|1/vV2] 1/2 | 0 [-1] O 1
tan | 0| 1/V3] 1 V3 | o0 [ 0] -0 | 0
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4.5 Funcions elementals. Grafica de les funcions
trigonometriques
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4.5 Funcions elementals. Funcions trigonometriques i

periodicitat

A "o
Yo IAA

I A N
\\/ / VAR,

(e) sin(x), x € (0,27) (f) sin(x), x € (0,4m)

Les funcions sin(x), cos(x) i tan(x) sén funcions periodiques (de
periode 27r).

sin(x +27) = sin(x) ¥V x € R
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4.5 Funcions elementals. (Altres) funcions

trigonometriques

— _1 _ 1 _ 1
SeC X = Cosx’ CSC X = Sinx’ cotx = anx

arcsin(x) =y & siny =x
arccos(x) =y & cosy =X

arctan(x) =y <& tany =x
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4.5 Funcions elementals. La funcié exponencial

Ja sabem que si a € R llavors a” = a X ... X a, m vegades.
També sabem que si a € R, a > 0, llavors a?/9 = /aP. Perd
iquan val, per exemple, av2?

Sigui a > 0. Definim y = a* (on x € R) com la funcié
exponencial. El seu domini és R i la seva grafica és:

w

M e

(hyy=a,0<a<l
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X

4.5 Funcions elementals. La funcié exponencial f(x) = e

Recordem que (a > 0i x € R):

e a>0, a%=1
X X x—y _ a
o ()Y =23, V=%

Per moltes raons, el cas a = e (per tant, la funcié y = €¥) és la
funcié exponencial més important.
Recordem que e = 2.718281...
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4.5 Funcions elementals. Funcié logaritme

La seva expressié general és y = log,x,a > 0 i compleix que:

y=log,x < x=2a

Per tant, és clar que el seu domini és R™ (x = 0 no és del domini).
El cas a = e s'anomena logaritme neperia. S'escriu y = Inx, i la
seva grafica és:

() y=Inx
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4.5 Funcions elementals. Propietats de la funcié logaritme

Les propietats del logaritme sén heretades de la seva relacié amb la
funcié exponencial.

In(xy) =Inx+1Iny

In(x/y)=Inx—Iny

In(x¥) = yInx (alerta!! In(x¥) # In” x)

Ine*=x,Ine=1,iln1=0

e © ¢ ¢
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4.6 Operacions amb funcions

e Suma: (f + g)(x) = f(x) + g(x)
D(f +g) = D(f)( D(g)

® Producte: (f - g)(x) = f(x) - g(x)
D(f - g) = D(f)(N D(g)

o Quocient: (f/g)(x) = ;g;

D(f/g) = D ()1 D(g) \ { zeros de g}
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4.7 Operacions amb funcions

o Composicic de funcions: (f o g)(x) = f(g(x)).

Siguin f : A— R i g: B — R. Suposem que g(B) C A.
La composicié de f amb g és la funcié h = f o g : B — R definida
per

h(x) = (f o g)(x) = f(g(x))

g f
B »g(B)CACR » R
h=fog
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4.6 Operacions amb funcions

Mirant la definicié de la composicié queda clar que no es tracta
d'una operacié commutativa. Veiem-ho amb un exemple:
Siguin f(x) = x2 i g(x) = €*. Llavors:
o (fog)(x) =f(g(x)) = f(eX) = (¢)? = e
2
° (gof)(x) =g(f(x)) = g(x*) = &

Si denotem per hi(x) = (f o g)(x) i per ha(x) = (g o f)(x), tenim

que:
o h(3)=¢°
o m(3)=¢°

Per tant, hi(3) # ha(3).
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4.7 Limits | continuitat

Definicio: Sigui f: AC R — R isigui xg € A. Diem que L € R és
el limit (de f) quan x tendeix a xo, si f(x) tendeixen a L quan x
tendeix a xg. Escrivim:

lim f(x)=1L

X—X0

Com que tenim dues formes per acostar-nos (dins de la recta real)
a x = xg, parlem de Iimits laterals (x — x; vol dir que x > xo):

lim f(x)=L < Iim+f(x): lim f(x)=1L

X—X0 X—Xq x~>x07
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4.7 Limits i continuitat

y
graf(f) .

f(xo0)

x — X0 — x

lim f(x)=f(x)

x—xg

lim f(x) # f(x0)

X—)XO

Figura: Per a aquesta funcid no existeix el limit (global), ja que els limits
laterals no coincideixen.
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4.7 Limits | continuitat

Si volem estudiar el comportament d'una funcié f per a valors de x
arbitrariament grans (si el domini ho permet), estudiarem els
seglients limits:

lim f(x) i lim f(x)

X—00 X——00

lim f(x)=0
\ X X—00

lim f(x) = o0

X——00
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4.7 Limits i continuitat

L'aritmetica de l'infinit:

1 1
00 4 00 = 00, 00 X 00 = 00, — =0, — = 00.
00 0
| les indeterminacions
00 0
—, -, 00 — 00, 0 x oo, 1°°, 0°, o’
00 0
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4.7 Limits i continuitat

L2 .
lim *H = 2 = lim xInx =0Xx (—00) =0
X—00 o0 x—0+
1

lim = =2=0 lim xex =0 x co =00
X—>OOX2+1 o0 x—0t

lim /x —x =00—00=—00

X—00

lim vx?+1—-x=00—00=0

X—00

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



4.7 Limits | continuitat

Definicio: Sigui f: AC R — R i sigui xog € A. Diem que f és
continua en xy Si

lim f(x) = f(xo)

X—Xp
Diem que f és continua en A si és continua en tot punt de A.
Observacié: Les funcions que hem estudiat (polinomiques,

racionals, trigonomeétriques, exponencials i logaritmiques) sén
funcions continues (en els seus corresponents dominis).

Observacié: La suma, el producte, el quocient i la composicié de
funcions continues sén també funcions continues (alla on estiguin
definides).
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4.7 Limits i continuitat

o La funcié f(x) = v'x% + 1 és continua a tot R.

@ La funcié f(x) = x + sin(In(x)) és continua a R™.

.y, . 1—x\ « , .
@ La funcié f(x) = /In (—Hx) és continua a....exercici.
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4.7 Limits i continuitat. Tipus de discontinuitats

| M

(a) Evitable. (b) Salt. (c) Asimptotica.
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4.8 Teorema de Bolzano

Teorema de Bolzano: Donada una funcidé f : R — R continua en
[a, b] i f(a)f(b) <0, llavors existeix un « € (a, b) tal que
f(a) = 0.

Apliqguem el teorema de Bolzano per localitzar solucions
d’'equacions.

Exercici: Proveu que I'equacié x2* =1 té almenys una solucié
positiva menor que 1.
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4.9 Teorema de Weierstrass

Teorema de Weierstrass: Donada una funcié f : R — R continua
en [a, b], llavors f(x) té un maxim i un minim absolut en [a, b].

Es a dir, existeixen o i as € [a, b] tals que
f(a1) < f(x) < f(an), ¥x € [a, b]
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4.10 Nocié de derivada. Interpretacié geometrica |

Y
y = f(x)
f(x1)
A(y)
f(x0)
A(x)
X
X0 X1
£ — i AW) _ im fOa)=f(x)
(%) A(;’)T‘_)O AN ~ M, "

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



4.10 Nocié de derivada. Interpretacié geometrica Il

Figura: La derivada de f en un punt x = xg, és a dir f'(xg), és el pendent
de la recta tangent a la corba y = f(x) en xp.
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4.10 Derivacié (interpretacié geometrica Il1)

Quiestio: i Quina és I'equacié de la recta tangent a la corba
y = f(x) en el punt x = xp?

© El seu pendent és m = f'(xp).

© Ha de passar pel punt (xp, f(x0))-

Exercici: L'equacié de la recta tangent és

y = f(x0) + f'(x0)(x — x0)
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4.10 Nocié (formal) de derivada

Definicié: Sigui f: ACR — R, A obert, i sigui xg € A. Diem que
f és derivable en xg, i escrivim f'(xg), si existeix el limit

i 00— ()

X—X0 X — Xo

Definicio: Sigui f: AC R — R, A obert. Diem que f és derivable
en A, i escrivim f'(x), x € A, si és derivable en tot punt de A.
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4.10 Nocid de derivada. Derivacid i continuitat

Teorema: Si una funcié és derivable en un punt xg, llavors és
continua en aquest punt. Es a dir,
. f(x) = f(x :
i3 dim T Z00) L ) = ).
X—=x0 X — X X—X0

Observacié: El reciproc no és cert. La funcié f(x) = |x| és
continua en tot punt del domini, R, perd no és derivable en x =0
(si ho és en tot altre punt).

Yo () =¥
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4.10 Funcions derivables. Regles de derivacié

Observacié: Les funcions que hem estudiat (polinomiques,
racionals, trigonometriques, exponencials i logaritmiques) sén
funcions derivables (en els seus corresponents dominis) i les seves
derivades sén:

f(x)=a, aeR f'(x)=0
f(x)=x% aeR f'(x) = a x@71
f(x) = a* f'(x)=1Ina a*
f(x) =Inx fl(x)=1
f(x) = sinx f'(x) = cos x
f(x) = cos x f'(x) = —sinx
f(x) = tanx f'(x) =14 tan?x = —L—
f(x) = arcsin x f'(x) = 11_X2
f(x) = arccos x f'(x) =L
(x) =a )

!
rctan x f'(x) = 170

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



4.10 Funcions derivables. Regles de derivacié

Observacié: La suma, el producte, el quocient i la composicié de
funcions derivables s6n també funcions derivables (alla on estiguin
definides). Siguin f i g derivables en A.

° (f+g)(x)=f(x)+g'(x)
o (f-g)(x)=f(x)g(x) +f(x)g'(x)

° (f/g)/(X) — f/(X)g(X) — f(X)g,(X)7 g(X) ;A 0

g%(x)
o (fog)(x)=""(g(x)) g'(x) (regla de la cadena).
Exemple:
2\\1/ — 1 2 2
[In(tan (1+x%))] = fan (1 1 x2) X (1+tan® (14 x7)) x 2x
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4.10 Funcions derivables. Regles de derivacié

Quiestio:j Com es calcula la derivada de la funcié h(x) = f(x)g(x)?

Exemple: Calculem la derivada de h(x) = x¥"(X). Primer observem
que In (h(x)) = sin(x) In(x). Si derivem als dos costats tindrem

! = cos(x) In(x lsinx
Wh(x)_ (x) In(x) + —sin(x)

|, per tant,

H(x) = (cos(x) In(x) +sin(x))1<> sin(x)

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



4.10 Funcions derivables. Derivades successives

Ja sabem que, si f(x) és derivable, podrem calcular f/(x). De la
mateixa forma, si f'(x) també es derivable, podrem repetir el
procés i calcular (') (x). Ho denotem per

F(6) = (F) ()
Exemple: Si f(x) = xe*, llavors f'(x) = e¥(x + 1) i, per tant,
f"(x) = e¥(x + 2).

En general escrivim f(")(x), quan calculem la derivada n-&sima de
f.

Exercici: Si f(x) = xe¥, calculeu f("(x), n> 1.
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4.10 Aplicacions de la derivada. La regla de I'Hopital

Teorema de |'Hopital: Siguin f, g : R — R funcions derivables.
Suposem que

. f(x) 0 . f(x) o
o Im —~=—- o Im —=—
Do g0) "0 0 e g(x) oo
f/
o Existeix el limit: lim x)
X—X0 g/(X)
!
Llavors: lim f—X: lim f(x)

o g(x)  xr g/(x)

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



4.10 Aplicacions de la derivada. La regla de I'Hopital.

Exemple: Calculeu

Apliqguem I'Hépital:

00
lim =1 = —
X—00 € x—o0 eX 00
Un altre cop:
2 . 2x 2
Iim —=Im —=Im —=0
x—o0 eX x—o0 eX x—o00 eX
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4.10 Aplicacions de la derivada. Elasticitat d'una funcié

X0

Exf(Xo) = f/(Xo) f(Xo)

Tipus d’elasticitat:
o Elasticitat unitaria < |Exf(xp)| = 1.
o Elasticitat rigida o inelastica < |Exf(xo)| < 1.
o Elasticitat elastica < |Exf(xp)| > 1.

Exercici: Donada la funcié f(x) = e®+/bx, comproveu que
Ecf(x) =ax+ 3.
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4.11 Aplicacions de la derivada. Intervals de creixement

Definicio: Diem que f és creixent en un interval | si: quan x,y € /
amb x < y, llavors f(x) < f(y). Diem que f és decreixent en un
interval | si: quan x,y € | amb x < y, llavors f(x) > f(y).

Teorema: Sigui f derivable en /. Llavors

@ f és creixent en [ si i només si f'(x) > 0 per a tot x € /.
@ f és decreixent en / si i només si f'(x) < 0 per a tot x € /.

@ f és constant en / si i només si f/(x) =0 per a tot x € /.
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4.11 Aplicacions de la derivada. Intervals de creixement

Exemple: Calculeu els intervals de creixement i decreixement de la
funcié f(x) = x3 — x.

La derivada és f/(x) = 3x? — 1. Per tant, si resolem 3x> — 1 =0,
obtindrem x = 4/1/3. En consegiiencia:

@ (—o00, —4/1/3) creix.
o (—/1/3,/1/3) decreix.
o (1/1/3,00) creix.
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4.11 Aplicacions de la derivada. Intervals de creixement

L
X

Figura: Grafica de la funcié f(x) = x3 — x.
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4.11 Aplicacions de la derivada. Maxims i minims relatius

o locals

Definicio: Sigui f: AC R — R isigui xg € A. Diem que xg és un
maxim local de f en A, si existeix r > 0 tal que f(x) < f(xo) per a
tot x € E(xo, r).

Definicio: Sigui f: AC R — R i sigui xg € A. Diem que xg és un
minim local de f en A, si existeix r > 0 tal que f(x) > f(xp) per a
tot x € E(xo, r).

Definicié: Els maxims i minims locals els anomenem extrems locals.

Observacio: Alerta! La nocié de maxim i minim local no requereix
que la funcié sigui derivable (ni tan sols continua).
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4.11 Aplicacions de la derivada. Maxims i minims

Definicié: Sigui f: A C R — R derivable en A, i sigui xg € A.
Diem que xg és un punt critic si f'(xp) = 0.

Teorema (condicions de primer ordre o necessaries): Sigui
f: ACR — R derivable en A. Si xp és un extrem local de f en A,
llavors f'(xo) = 0. El reciproc no és cert.
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4.11 Aplicacions de la derivada. Maxims i minims

Teorema (condicions de segon ordre o suficients): Sigui

f: ACR — R nvegades derivable en A, i sigui xg € A tal que
f'(x0) = 0. Suposem que f”(xg) = --- = f("D(x0) = 0
f(")(x0) # 0 per algun n > 2. Llavors

@ Si n és parell, llavors
® si f(”)(xo) > 0, xg és un minim local.
o si f(”)(xo) < 0, xo €s un maxim local.
@ Si n és senar, llavors xg no és un extrem local i s"anomena un
punt d’inflexio.

Observacio: Si f'(xp) # 0 perd f”(xp) = 0, també direm que xg és

un punt d’inflexié (com veurem, és un punt on la funcié passa de
concava a convexa o viceversa).

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



4.12 Aplicacions de la derivada. La grafica d'una funcié

Exemple: Volem estudiar la grafica de la funcié f(x) = xe*.

y
0.3
0.2

01

-0.4r
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4.12 Aplicacions de la derivada. La grafica d'una funcié

Domini: Tots els reals. A més a més f(x) >0, si x >0, i
f(x) <0, si x <0 (I'tinic tall amb els eixos és el punt (0,0)).

Maxims i minims. Creixement i decreixement:
f'(x) = e*(x +1). Per tant, x = —1 és I'tnic possible extrem local
de f. A més a més:

e f'<0en (—o0,—1) = f decreix en (—o0, —1).

e f'>0en (—1,00) = f creix en (—1,00).

El punt x = —1 és un minim local. Alternativament, com que
f"(x) = eX(x + 2), llavors (1) = e~ > 0.
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4.12 Aplicacions de la derivada. La grafica d'una funcié

Limits infinits:

lim xe¥ =oc0oxoc0o =00 lim xe*=(—00)*x0=-0
X—00 X——00

on el segon limit surt aplicant Hopital (exercici). Diem que x =0
és una asimptota horitzontal de f.

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



4.12 Aplicacions de la derivada. La grafica d'una funcié

Concavitat i convexitat: Sigui f : | C R — R dues vegades
derivable en /. Direm que és convexa, si f”(x) > 0 per a tot x € /.
Si f”(x) < 0 per a tot x € [, direm que f és concava. Un punt
d’inflexié és un punt on la funcié passa de concava a convexa (o
viceversa).

Recordem que ”(x) = e*(x + 2).
o f” < 0en (—o0,—2) = f és concava en (—o0, —2)
o f”>0en (—2,00) = f és convexa en (—2,00)

@ x = —2 és un punt d’inflexid
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Tema 5: INTEGRACIO

5.1 Teorema fonamental del calcul (regla de Barrow)

Teorema (fonamental del calcul, regla de Barrow): Sigui f una
funcié continua en [a, b]. Llavors,
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5.1 Teorema fonamental del calcul

3

4
Calculem / x? dx. Sabem que F(x) = % és una funcié tal que
1

F' = f. Per tant
4 43 13
2
dx= (=) - (=) =21
fra=(5)-(5)

3
Certament si haguéssim agafat G(x) = % + 10 que també

compleix G’ = f tindriem

4 43 13
/x%m:<+w>—(+m>:m.
1 3 3

Apunts de matematiques |. Cori Vilella



5.2 Calcul de primitives

Definicio: Anomenem primitiva de f a una funcié F tal que
F'(x) = f(x) i escrivim

sense limits d'integracié. D'aix0 se'n diu integral indefinida, i, tal
com mostra la igualtat, el seu resultat és una funcié (tal que

F' = f). Aixi diem que integrar no és res més que |'operacié
inversa de derivar.

Quan posem limits d'integracid, de la integral

/a ") dx

se'n diu integral definida i el seu resultat és un nombre (que quan
f > 0 és I'area sota la corba y = f(x)).
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5.2 Calcul de primitives

Observacio: La propietat fonamental que defineix la funcié F és
que F'(x) = f(x). Per tant, esta definida excepte constant. Es a
dir, si F és primitiva de f, llavors F + ¢, ¢ € R també.

Si f(x) = e, és clar que F(x) = €* és una primitiva, pero
F(x) = X+ 1, també.
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f(x)=a, aeR
f(x)=x* aeR
(9=
f(x)=¢e*

f(x) =sinx
f(x) = cos x
f(X)_ l—l}x2
) = 7
f(x):ﬁ

5.3 Calcul de primitives. Integrals immediates

F(x)=ax+c
F(x) = 4 x* +c
F(x)=In|x|+ ¢
F(x)=¢e+c
F(x) = —cosx + ¢
F(x) =sinx+c
F(x) = arctanx + ¢
F(x) = arcsinx + ¢
F(x)=+vx+c

(x) dx £ [ g(x) dx
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5.4 Calcul de primitives. Integracié per parts

Per resoldre aquest tipus d'integrals, aplicarem la férmula seglient:

[ 160860) dx = 1080 — [ 7))

Si /f’(x)g(x) dx és coneguda, podrem obtenir / f(x)g'(x) dx

usant la igualtat anterior.
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5.4 Calcul de primitives. Integracié per parts

[ 0gtx) dx = F(g) [ F00g(x)
Exemple 1: [ xe* dx

Hi apliquem la igualtat anterior amb f(x) = x (per tant,
f'(x) =1) i g'(x) = & (per tant, g(x) = &).

F(X):/XeXdX:XGX—/eX dx=(x—1)e*+¢
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5.4 Calcul de primitives. Integracié per parts

[ 0gtx) dx = F(g) [ F00g(x)
Exemple 2: [Inx dx

Hi apliquem la igualtat anterior amb f(x) = In x (per tant,
f'(x) =1/x) i g'(x) =1 (per tant, g(x) = x).

1
F(x):/lnxdx:xlnx—/x dx=x(Inx—-1)+c¢
X
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5.4 Calcul de primitives. Integracié per parts

[ 6060) dx = 7)g(0 — [ 7))
Exemple 3: [ e¥sinx dx

Hi apliquem la igualtat anterior amb f(x) = sin x (per tant,
f'(x) = cosx) i g'(x) = e* (per tant, g(x) = ).

/exsinx dx:exsinx—/excosx dx

Hem de resoldre la nova integral (altre cop parts f(x) = cos x i
g'(x) =€)

/excosx dx:excosx—i—/exsinx dx
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5.4 Calcul de primitives. Integracié per parts

Substituint la segona igualtat en la primera, tenim:

/exsinx dx = e*sinx — <excosx—|—/exsinx dx)

| ara, aillant fex sin x dx de I'equacid, resulta:

2/eXsinx dx = € (sin x — cos x)
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5.5 Integrals definides i calcul d'arees

Exemple: Calculem:

2
/de
0 2

Primer calculem una primitiva qualsevol (ja ho hem fet abans per a
aquest cas). Noteu que agafarem ¢ = 0.

2
F(x) = "

| ara farem:

/2X dx = F(2) = F(0) = F(2) =~ =1
0 2
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5.5 Integrals definides i calcul d'arees

Observacio: Tal com hem anat veient, una de les aplicacions
basiques del calcul integral és el calcul de I'area sota una corba.
Sempre hem suposat que, en I'interval [a, b], la funcié f era
positiva (o zero). Si no és aixi, la férmula del calcul de I'area
delimita per una corba y = f(x) en I'interval [a, b] és

b
Ar = / IF(x)| dx
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5.6 Integrals definides i calcul d'arees

Si tenim dues funcions y = f(x) i y = g(x) definides en [a, b] i
volem calcular I'area entre ambdues corbes, haurem de fer:

Afg—/ 1#(x) — g(x)] dx
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