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Prefaci

Aquest llibre pretén ser el suport de 1’assignatura Matematica Discreta II im-
partida al grau d’Informatica de la URV. Els dos blocs principals d’aquesta
assignatura sén l’aritmetica discreta i la teoria de la codificacié per al tracta-
ment d’errors en les comunicacions digitals. El llibre esta enfocat al planteig i
la resoluci6 de problemes. Inclou un primer capitol amb un resum de la teoria
de l'assignatura i la resta de capitols estan dedicats als problemes de cadascun
dels temes.

L'aritmetica (del grec aptfpoC) és probablement la branca més elemental
i antiga de les matematiques. Tracta els nombres i les seves combinacions.
L’aritmetica discreta se centra en I’estudi dels nombres enters, la divisibilitat i
els nombres primers i en determinats tipus d’equacions en aquest context, com
les equacions diofantiques o les equacions amb congruéncies. En l'era digital
trobem operacions aritmetiques discretes en tots els protocols de tractament
de dades, sigui de transmissi6 (codis de control d’errors), d’emmagatzematge
(compressié de dades) o d’ocultacié (criptografia).

Els codis de control d’errors s’utilitzen per poder detectar i corregir els er-
rors que es poden produir en la trasmissié d’informacié a través de canals de-
fectuosos que distorsionin la informacié que s’envia. Per exemple, els errors
que produeix l’atmosfera en transmetre les fotos del satel-lit Meteosat fins a la
Terra, o els errors deguts a les diferents interferéncies produides en una comu-
nicaci6 per telefon mobil, o en la recepcié del senyal de televisi6 digital (TDT)
o la linia ADSL, o els possibles errors en la lectura d'un CD o DVD.

El funcionament d’aquests codis consisteix en I’enviament, junt amb la in-
formaci6 original, d’una mica de redundancia de manera que a partir de tot
el que es rep puguem deduir el que realment s’ha transmes. L'exemple més
simple seria afegir, per cada bit que s’envia, dues copies iguals del mateix bit.
Aixi si el bit original o alguna de les copies es rep malament, podem corregir-
lo a partir dels altres dos. Observem que, en afegir redundancia, d"una banda
hi guanyem perqué millora la qualitat de la informaci6 rebuda, pero de l'altra
hi perdem perqueé hi ha un augment del cost d’enviament. En l'exemple de
repetir bits, el cost es multiplica per tres.

La teoria de codis tracta el disseny i implementacié de codis amb bona ca-
pacitat de corregir errors, perd que suposin un baix cost d’enviar la informacié
codificada, aixi com dels seus algoritmes correctors que ens permetin recuperar
la informaci6 original.






Capitol 1
Resum de teoria

1.1 Estructures algebraiques: grup, anell, cos

Un grup és un conjunt A amb una operaci6é @ amb les segiients propietats:

e Propietat associativa:
a®(b@c)=(adb)@cperatota,b,ce A

e Element neutre:
Existeix un element (©) € Atalquea ® © = @© ®a=aperatota € A.

e Element invers:
Per a tot a € A existeix (—a) € Atalque a & (—a) = (—a) P a = ©.

El grup és commutatiu si, a més a més, @ satisfa la

e Propietat commutativa:
a®b=bdaperatota c A

Exemple: Els enters Z amb la suma habitual sén un grup (commutatiu). En
canvi, els naturals N no ho sén perque no tots els elements tenen element in-
vers. Els enters amb el producte habitual tampoc sén grup perqueé no sempre

existeix ’element invers.

Un anell és un conjunt A amb dues operacions @ i @ tal que @ li confereix

estructura de grup commutatiu i ® satisfa

o Propietat associativa:
a®(b®c)=(a®b)®@cperatota,b,ce A

e Propietat distributiva respecte a &:
a®(bdc)=(a®b)@(a®c)peratota,b,ce A

L’anell és unitari i commutatiu si ® satisfa

¢ Element neutre:
Existeix un element () € Atalquea® ) = O ®a =aperatota € A.

e Propietat commutativa:
a®b=b®aperatota c A.

Un cos és un anell unitari i commutatiu on ® satisfa
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e Element invers:
Peratota € A, tal que a # (0), existeixa™! € Atalque a®a™! = a '®a =

®.

Exemple: Els enters Z, amb la suma i el producte habituals, sén un anell. Pero
no sén un cos perque no tots els elements tenen element invers. Els racionals
Qi els reals R si que sén cossos.

L’estructura algebraica propia de la teoria de codis és la dels cossos finits
que presentarem en les segiients seccions. El fet que es tracti d’estructures
finites facilitara les computacions. Les operacions @ i © ens permetran codi-
ficar. L’existéncia d’element invers ens permetra descodificar.

1.2 Aritmeética entera

1.2.1 Divisi6 euclidiana i identitat de Bézout
Divisi6 entera

Teorema 1. Per a tota parella d’enters a,b amb b # 0, existeixen enters ¢, r,
unics amb 0 < r < |b| tals que

a=0bqg+r.

Donats a,b, ¢,r, com en el teorema, direm que ¢ i r sén, respectivament, el
quocient i el residu de dividir a entre b. Si donats els enters a i b existeix un
enter ¢ tal que a = gb, aleshores diem que b divideix a, que b és un divisor d’a o
que a és un multiple de b. Es denota per b | a. Observem que si b | a, aleshores
—bla,b|—ai—b|—a.Sib]| a,aleshores |b| < |al.

Donats dos enters qualssevol a i b denotem per med(a, b) el maxim d’entre
els divisors comuns d’a i b i 'anomenem maxim comu divisor. En particu-
lar, med(a,0) = |a| sempre que a # 0. Analogament es pot definir el maxim
comtu divisor d'un conjunt finit d’enters com el maxim dels seus divisors co-
muns. Diem que dos enters a i b s6n coprimers o relativament primers si
med(a,b) = 1.

Algoritme d’Euclides

Teorema 2. [Teorema d’Euclides.] Donats a, b, ¢, com en el teorema 1,
mced(a, b) = med(b, ).

Prova: Com que a = bg + r, tots els divisors comuns de a,b divideixen r i
tots els divisors comuns de b, r divideixen a. Per aix0, els divisors comuns de
a, b coincideixen amb els divisors comuns de b, r i, en particular, el seu maxim
comu divisor és el mateix. O

Donats dos enters a, b ens proposem calcular mecd(a, b). Com que med(a,b) =
med(|al, |b]), podem suposar que a i b sén positius i a > b. Definim r_s = q,
r_1 = b i, successivament, ¢; i ; com el quocient i el residu de dividir r;_»
entre r;_; mentre r;,_; sigui diferent de 0. Aixi obtindrem una successi6 de
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residus r;, tots positius i que sera estrictament decreixent perque, per definici6,
r; < ri_1. Per tant, arribara un punt en queé r,4; = 0. Llavors tindrem

med(a, b) = med(b, o) = med(ro,m1) = med(r1,re) = -+ = med(ry,0) = 1y,

Identitat de Bézout

Lema 3. Donats a, biles successions de residus {r;} i de quocients {g; } com en
I'apartat anterior, es té que per a tot enter ¢ > —2 existeixen x; i y; tals que

xr;a + ylb =T;.

Prova: Podem suposar que a i b sén positius ja que, altrament, n’hi ha prou de
fer un canvi de signes dels enters z; i y;. Procedim per induccié sobre i. Es
facil comprovar el resultat per i = —2 prenentz_o = liy_o =0iperi = —1
prenentz_; =0iy_; = 1.

Per ¢ > 0 definim

i = Ti—2 — ¢iTi-1
Y = Yi—2 —qiYi—1
Aleshores,
ria+yb = (zi—2—qizi—1)a+ (Yi—2 — ¢i¥i—1)b

= (zi—2a +yi—2b) — ¢i(zi—1a + y;—1b)

Ti—2 — qiTi—1 = T4.

O

Teorema 4. [Identitat de Bézout.] Donats dos enters a i b, existeixen enters ) i
u tals que
Aa + pb = med(a, b).

Prova: Es una conseqtiéncia del lema 3. O

Per tal de trobar els coeficients de la identitat de Bézout utilitzarem la segtient
taula:

1[0 |xo | z1 | oo. | i | oo | Tt | Tn
1y | y1 | --- Yi | «- Yn—1 | Yn
| 91 | --- qi | --- dn—1 | Gn | Gn+1
al|b|rg| m T Tn1 | Tn 0

Lema 5. Qualsevol expressié Aa + pb amb a,b, A, 4 enters és un multiple de
med(a, b).

. _ a b a : b 2
Prova: \a + pb = mcd(a,b) ()\mcd(a,b) + umcd(a)b)), on 55 1 sned(asy SOn
enters. O




12 M. Bras-Amords, J. Rifa Coma: MDII. Aritmética i teoria de la codificacié

Teorema 6. Els enters a i b sén coprimers si i només si existeixen enters A i
tals que
Aa+ pb = 1.

Prova: Es una conseqiiéncia del lema 5 i del teorema 4. O

Corol- lari 7. Per a tota parella d’enters a i b, els enters ——t— 1 —= dlza 7y son
coprimers.

Prova: N’hi ha prou de dividir els dos costats de la identitat de Bézout entre
med(a, b). O

Corol. lari 8. Els enters A i i de la identitat de Bézout sén coprimers.

Prova: N'hi ha prou de dividir els dos costats de la identitat de Bézout entre
med(a, b). O

Corol- lari 9. Si a, b, ¢ s6n enters amb med(a, b) = 11 med(a,c) = 1, aleshores
med(a,be) = 1.

Prova: Existiran A, p, ', ¢/ amb Aa + pub = 11 Na + p'c = 1. N'hi ha prou de
multiplicar les dues igualtats i obtenim que \’a + p”’bc = 1, on A’ = A\a +
e+ pNbip" = . O

Corol- lari 10. Sia | bcimed(a,b) = 1, aleshores a | c.

Prova: Existeixen dos enters A, i1 tals que 1 = Aa + pb. Multiplicant la igualtat
per ¢ obtenim ¢ = Aac + pbe, d’ona | c. O

Nombres primers i factoritzacié

Diem que un nombre a > 2 és primer si els seus tnics divisors sén +1 i +a.
Observem que 1 no és primer.

Lema 11. Sip és primerip | ab, aleshoresp | aop | b.

Prova: Es una conseqiiéncia de la definicié de primer i del corol-lari 10. O

Teorema 12. [Teorema fonamental de I'aritmetica.] Qualsevol enter major o
igual que 2 admet una descomposicié en producte de primers. La descomposi-
ci6 és tnica, llevat de ’ordre dels factors.

Prova: L'existéncia de la descomposici6 és una conseqiiencia de la definicié de
primer. La unicitat és una conseqiiéncia del lema 11. O

Teorema 13. Hi ha infinits nombres primers.
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Prova: Procedim per reduccié a 'absurd. Sip; < --- < p, son tots els primers,
aleshores p; - --- - p, + 1 també és primer (perqueé no hi ha cap primer que el
divideixi), pero, en canvi, és major que py,. O

Donats dos enters qualssevol a i b no nuls, denotem per mem(a, b) el min-
im d’entre els multiples positius comuns d’a i b i 'anomenem minim comt
multiple. Analogament es pot definir el minim comd multiple d’'un conjunt
finit d’enters no nuls com el minim dels seus miltiples positius comuns.

Lema 14. mcd(a,b) - mem(a,b) = |a - b|.

Prova: Es pot comprovar a partir del teorema fonamental de I'aritmetica. [

Equacions diofantiques lineals
Una equacié diofantica lineal és una equacié de la forma
Ax+ By =C

amb A, B, C enters. Diem que té soluci6 si existeixen enters z i y que la com-
pleixin.

Proposicié 15. Sigui Az + By = C una equaci6 diofantica lineal.
(i) L'equacio té soluci6 si i només si med(A, B) | C.
(i) Els enters x, y sén soluci6 de
Axr+ By =C

si i només si ho sén de
A B C

med(A, B) T med(A, B) v= med(A, B)
(iii) Si existeix una solucié xg, yo, aleshores n’existeixen infinites i totes s6n de
la forma
B
= kji
* ot mced(A, B)
— _ kL
yo= W mcd(A, B)’
onk € Z.

Procediment per resoldre 'equacié Az 4+ By = C:
e Simcd(A, B) [ C, aleshores no hi ha solucié.
e Simed(A,B) | C

- Simcd(A, B) = 1, aleshores

x Calculem els coeficients A i i de la identitat de Bézout

M+ puB =1
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x Les solucions son x = CA + Bk, y = Cu — Ak, on k € Z.

— Simed(A, B) # 1, aleshores resolem 1’'equaci6

A N B C
€T =
med(A, B) mcd(A,B)y med(A, B)’

que compleix med(— d(‘A B) e cﬁa ) =1

1.2.2 Congruéncies
Relacié de congruencia

Proposicié 16. Donats enters a,bim > 0 és equivalent:
o Els residus de dividir a i b entre m coincideixen.
e a — b és un mdltiple de m.

Prova: a = g;m +rib= gym + rimplica que a — b = (g, — g»)m.
a —bésunmultiplede m, a = g;m + 1,1 b = gym + 1, implica (¢, — gp)m +
(rq — mp) és un multiple de m i, per tant, r, — 7, és un mdltiple de m. O

Dos enters @ i b sén congruents modul un enter m si es compleixen les
condicions equivalents de la proposicié 16. Escrivim a = b(mod m) o a =
b(mod m).

Proposicié 17. Sia = b (mod m) i d divideix m, aleshores a = b (mod d).

Proposicié 18. La relacié de congruéncia és una relacié d’equivaléncia (propi-
etat reflexiva, propietat simetrica i propietat transitiva).

Proposicié 19. [La suma i el producte de classes queden ben definits.] Si
a; = az(mod m) i by = ba(mod m), aleshores a; + by = as + ba(mod m) i
ay - by = ag - ba(mod m).

Com a conseqiiéncia, si a = b(mod m), aleshores ka = kb(mod m). Pero el
reciproc no és cert. La simplificacié no queda ben definida. Es a dir, pot ser
que ka = kb(mod m), pero, en canvi, a # b(mod m).

Per exemple, 2 - 1 = 2 - 3(mod 4), perd, en canvi, 1 # 3(mod 4).

Proposici6 20. ka = kb(mod m) siinomés si a = b(mod
En el contraexemple anterior, 1 = 3(mod 3).
Corol- lari 21. Es podra simplificar sempre que mcd(m, k) = 1.

En el contraexemple no es pot simplificar perque med(k, m) = 2 # 1.

Corol- lari 22. [Per simplificar, hem de simplificar també el modul.] Si k # 0,
aleshores ka = kb(mod km) siinomés si a = b(mod m).
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Resolucié de congruéncies
Una congruéncia de grau n amb una incognita és una congruéncia de la forma
ap + a1z + -+ - + apz" = 0(mod m),

ambmia; € Z, m > 0.
Diem que z( és una solucié si, en substituir « per z(, la congruéencia es
compleix.

Lema 23. Si zg és solucid i zg = x1(mod m), aleshores 1 també és solucié.

Com a solucions considerarem només un representant de cada classe.

Resolucié directa Per substituci6.
22 — 1 = 0(mod 8) té solucions 1, 3,5, 7.

Resolucié de congrueéncies lineals Les congruencies lineals sén congruen-
cies de la forma ax = b(mod m).
Proposicié 24. Considerem la congruencia ax = b(mod m).

(i) Té soluci6 si i només si med(a,m) | b.

(ii) L'enter x és soluci6 de
ax = b(mod m)

siinomés si ho és de

a b J m
mcd(a,m)x med(a, m) mo med(a,m) )

(iii) Si existeix una soluci6 z, aleshores n’existeixen med(a, m) i el conjunt de
solucions és donat per

xr=x0+k (mod m),

_m

med(a, m)
amb k =0,1,...,med(a,m) — 1.

Procediment per resoldre la congruencia az = b(mod m):

e Simecd(a,m) fb, aleshores no hi ha soluci6.

e Simed(a,m) | b

- Simed(a,m) =1

* Calculem els coeficients A i 1 de la identitat de Bézout
Aa+ pm = 1.

% La soluci6 és tnica i és x = \b(mod m).
- Simed(a,m) # 1
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* Busquem la solucié x( de la congruencia

a b d m
mcd(a,m)x med(a, m) e med(a, m)

que compleix med( ) =1

a
med(a,m)’ med(a,m)
* El conjunt de solucions sera

xr=x0+k (mod m),
m

_m
cd(a, m)

amb k =0,...,mcd(a, m) — 1.

Exemple 1: 3z = 4(mod 6) no té soluci6 perque mcd(3,6) =3 f4.

Exemple 2: 3z = 4(mod 7) té soluci6 perque med(3,7) = 1| 4.
La identitat de Bézout en aquest cas és donada per 7- 1+ 3 - (—2) = 1. Per
tant, la soluci6 a la congruencia sera = —2 -4 = 6(mod 7).

Exemple 3: 34z = 6(mod 38). Tenim mcd(a, m) =2 | b = 6, med(a,m) f1.
Resolem 17z = 3(mod 19).

1 0 1 | -8
1 -1 9

1 8 | 2

19 | 17 1 |0

La solucié modul 19 és x =9 - 3 = 8(mod 19)
Les solucions modul 38 sén « = 8(mod 38) i © = 27(mod 38).

Resolucié de congruéncies quadratiques Les congruencies quadratiques sén
de la forma

az® + bx + ¢ = 0(mod m)

amb a # 0(mod m).
Si m = 2, aleshores les tiniques equacions quadratiques sén les segtients i
les solucions es poden trobar per cerca exhaustiva.

224+ 24+ 1=0(mod?2) no tésolucio;

22+ 2 = 0(mod 2) té solucié = = 0(mod 2) i x = 1(mod 2);
22+ 1= 0(mod 2) té solucié = = 1(mod 2);
22 = 0(mod 2) té soluci6 z = 0(mod 2).

Si m és primer i diferent de dos, aleshores les solucions sén determinades
per

—b 4+ Vb% — 4ac
2a

x (mod m).
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Sistemes de congruéncies lineals

Seran sistemes
a1z by (modmy)
by (mod ma)

S
o
8
Il

G b, (mod my)

amb a;, b;, m; entersim; > 0.
Resolent cadascuna de les congruéncies, obtindrem un sistema de la forma

x = a1 (modmy)
x = as (modms)
(1.1)
x = ar (modmy)
Per exemple, utilitzant les congruencies dels exemples 21 3,
3x = 4 (modT7)
34r = 6 (mod 38)
és equivalent a
x = 6 (modT)
x = 8 (modl9)
Teorema 25. [Teorema xineés dels residus.] Si mq,ms,..., my sén coprimers
dos a dos, existeix una soluci6 al sistema (1.1) modul M = mq - --- - my i és

tnica. La solucié és donadaperz =), a;z; M; (mod M), on M; = mﬂ ix; és
solucié de M,z = 1 (mod m;).

. . x = 3 (modll) L
Exemple: El sistema { ¢ = 6 (mod8) té solucidé = = 14 (mod 88).
3z = 2 (modb)
Exemple: Elsistema ¢ —z = 1  (mod6) tésolucié z =59 (mod 210).
2r = —1 (mod7)

1.2.3 AnellsZ,,

En la proposicié 18 hem vist que la relacié de congrueéncia és una relacié d’e-
quivalencia. Per aixo, podem dividir Z en m classes d’equivaléncia donades
per la relacié de congruencia modul m. Definim Z,, com el conjunt de les m
classes d’equivalencia. Aixi,

Lo = {[0]ms [Um, - -5 [m — 1]m},

on [r],, representa la classe de tots els enters que dividits entre m tenen residu
r. Per extensio, escriurem [al,, = [r]m sia = ¢gm +ramb 0 < r < m.
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Aritmetica modular

Per la proposici6 19 sabem que dins de Z,, hi ha les dues operacions internes
ben definides:
(1l + [rolm = [r1 4+ 72]m

[P1]m - [re]m = [r1 - T2]m

L'operacié suma a Z,, és associativa i commutativa per ser-ho a Z. El neutre
per la suma és [0}, i I'invers per la suma esta ben definit com

La resta esta ben definida, aleshores, com la suma de l'invers.

L’operacié producte a Z,, és associativa i commutativa per ser-ho a Z i sa-
tisfa la propietat distributiva amb la suma. El neutre pel producte és [1],,

Per tot 'anterior, Z,, és un anell commutatiu amb unitat. En general, Z,,
no és un cos perque pot haver-hi elements que no tinguin invers. Per exemple,
a Z4 ,

4-[0

[2]4 - [0]4 = [0]4,
[2]4 - [1]4 = [2]4,
[2]4 - [2]4 = [0]4,
[2]a - [3]a = [2]4.

Per tant, no existeix cap classe [a]4 tal que [2

=
'S

[
=
'S

Invertibles i divisors de zero

Sigui (4, +, -) un anell amb neutre 0 respecte a +. Els elements d"A que tenen
invers es diuen invertibles. Un element a € A, a # 0 és un divisor de zero si
existeixb € A, b#Otalquea-b=0b-a=0.

Proposicié 26. Considerem 'anell Z,,, i un element a € Z,,, a # 0. Aleshores,
(i) a ésinvertible si i només si med(a, m) = 1.
(ii) @ és un divisor de zero si i només si med(a, m) # 1.

Prova:
D) a-b=1<=ab—km=1<<= mcd(a,m) = 1.

(ii) =. Sia-b = 0, aleshores m | a - b. Si med(m,a) = 1, aleshores m | b i,
per tant, b = 0.

<. Si med(a,m) # 1, aleshores

mcd?jz,m) # Oia- mcdy(rjz,m) = mcd?@m) ’
m = 0.

O

Proposici6 27. Z,, és un cos siinomés si m és primer.

Diem Z7, al conjunt d’elements invertibles de Z,,



Capitol 1. Funcié d’Euler 19

Funcié d’Euler
Definim, equivalentment,
p(m) = #{a:0<a<mimed(a,m)=1}
H# Ly,
Proposicié6 28. o Sip és primer, aleshores ¢(p) = p — 1.
e Simecd(a,b) =1, aleshores ¢(ab) = ¢(a)p(b).
e Si p és primer, aleshores ¢(p*) = p* — p*~1 = pF=1(p —1).

El primer punt es pot veure directament de la definici6 de ¢. L'tltim punt
es pot comprovar veient que exactament 1 de cada p enters entre 0 i pF — 1 és
no coprimer amb p*.

Com a conseqtiéncia, sila descomposicié d'un enter n en producte de primers
ésn=npit---- p,.*, aleshores

o(n)=p* Hpr—1) - ok — 1)

Teorema de Fermat i teorema d’Euler

Teorema 29. [Teorema de Fermat.] Si p és primer i mced(a, p) = 1, aleshores
a?™!' =1 (mod p).

Teorema 30. [Teorema d’Euler.] Si mcd(a, m) = 1, aleshores
a®™ =1 (mod m).

Els teoremes anteriors sén ttils per trobar elements inversos. En efecte, si a
és no nul a Z,, aleshores
a”' = aP™?% (mod p)

isia és invertible a Z,,,, aleshores

a=t = a®™= (mod m).

Ordre i elements primitius

L'ordre d'un element de Z,, és el minim exponent diferent de 0 al qual ’hem
d’elevar perque ens doni 1. Un element de Z,, és primitiu si el seu ordre és
o(m).

Siaf = 1aZ,,, aleshores 'ordre d’a divideix k. En particular, 1'ordre de
qualsevol element divideix ¢(m).

No ha d’existir necessariament un element primitiu. Per exemple, a Z24 no
hi ha elements primitius (vegeu la secci6 1.2.3). Si n’existeix un, 3, aleshores
les seves poténcies cobreixen tot Z?,. Es té que 37 també és primitiu si i només
si med(j, ¢(m)) = 1. Per aix0, si hi ha un element primitiu, aleshores n'hi ha

¢(p(m)).

Annex 1: Exponenciacié modular rapida

L’objectiu d’aquest apartat és calcular a”V (mod m) de manera eficient.
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Reduccié de la base i de I’exponent

Proposicié 31. e Sia =mg+ramb0 < r < mimed(a,m) =1, aleshores

aV =N (mod m).

e Si N = ¢(m)q+ramb 0 < 7 < ¢(m), aleshores a™ = a” (mod m).

Algoritme d’elevar i multiplicar

Si I'expressié de N amb base 2 és nyni_1 ...n1ng, aleshores N es pot obtenir
pel segiient algoritme:

N=0;
for (i=k;i>=0;1i--)

{

N=N+N;
if(n_1i)
N=N+1;

}

Observem que el pas N := N + N és equivalent a multiplicar N per 2 o,
equivalentment, afegir un 0 a la dreta de la seva expressi6 en base 2. En canvi,
el pas N := N + 1 després d’haver afegit un zero a la dreta és equivalent a
canviar per 1 1'altim 0 de 1’expressi6 en base 2 de N.

Prenem per exemple 13 = 1101,. En aquest cas k = 3. L'algoritme anterior
ens donaria successivament els segiients valors:

Inicialment, N =0,

per k — 3 { N:=N+N =0,

"l N:=N+1=1,
]V:]\/'+]\/v:102:27

Perk’_z'{ Ne=N+41=1l,=3,

perk=1{ N: =N+ N =110, =6,

per k=0 { N :=N+ N = 1100, = 12,

"1 N:=N+1=1101, = 13.

Observem que el pas N — N + N en l'exponent equival al pas ¢ —
aVtN = N . N en la poténcia. Es el que en direm un pas d’elevar E. En
canvi, el pas N — N + 1 en l'exponent equival al pas a™ — oV =4V -aen
la potencia. Es el que en direm un pas de multiplicar M.

Aixi, I'algoritme d’elevar i multiplicar és el segtient:

N

pot:=1;
for (i=k;i>=0;1i--)
{
pot=potxpot;
if(n_1)
pot=potx*a;
}

Prenem per exemple 6! (mod 55). L'algoritme anterior ens donaria succes-
sivament els segiients valors:
Inicialment, pot = 1,
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pot := pot - pot =1,
pot := pot - a = 6,
pot := pot - pot = 36,
{ pot :=pot - a = 216 = 51,
perk =1, { pot = pot - pot = 2585 = 16,

perk:?),{

perk =2,

pot = pot - pot = 256 = 36,
pot := pot - a = 216 = 51.
Per tant, 61 = 51 (mod 55).

perk =0,

Annex 2: Criptosistema RSA
Proposicié 32. Siguin
e piq primers diferents,
en=p-gq
o t =1 (mod ¢(n)).
Aleshores, per a tot enter r amb 0 < x < nes té

2t =z (mod n).
Prova: N'hi ha prou si ho provem per z primer, ja que, altrament, si z = p*
copprila congruéncia es compleix per a tot primer, aleshores z* = (p})"* -
N e
Suposem t = k:¢( )+ 1ia primer.
Casx = p: p?~! =1 (mod q) = p®") = (p?=1)P~1 =1 (mod q) = p*~' =
PP =1 (mod q) = p* = p (mod n).
Cas x = g equivalent al cas z = p.
Casx # pix # ¢ Com que med(x,n) = 1, 2% =1 (mod n) = x'~!
1 (mod n) = x' = z (mod n).

ol

Criptosistema RSA (Rivest, Shamir, Adleman, 1977)

En Bob ha de rebre una informacié confidencial de 1’Alice.
En Bob escull arbitrariament:

e Dos primers grans pigq.

e Unentereamb 1 < e < ¢(pg) = (p — 1)(¢ — 1) tal que med(e, ¢(pg)) =1
0, equivalentment, un element de Zj ..

Direm n = pq. En Bob calcula d = e=! (mod ¢(n)) i obté aixi:

CLAU PUBLICA: (n, e)

CLAU PRIVADA: d

Els valors p, g, ¢(n) es guarden en secret, ja que faciliten el calcul de d. La
poténcia del criptosistema RSA rau en la dificultat de factoritzar n, és a dir,
trobar p i ¢ a partir de n.

Quan I’Alice ha d’enviar el missatge m amb 1 < m < n, utilitza el xifratge:

¢ =m° (mod n).



22 M. Bras-Amords, J. Rifa Coma: MDII. Aritmética i teoria de la codificacié

Quan en Bob ha de llegir el missatge enviat per 1’Alice, utilitza el des-
xifratge:

¢t (mod n) = m® (modn) = m (modn).

Exemple: p = 5,¢ =11, (= n =511 = 55, ¢(n) = (5 — 1)(11 — 1) = 40),
e = 13. La identitat de Bézout per a 40113 és 40 -1+ 13- (—-3) = 1, d’'on
1371 = —3 = 37 (mod 40).

Suposem que el missatge que s’ha d’enviar és m = 6.

Xifratge: ¢ = 6'2 (mod 55) = 51 (mod 55) (ho hem vist com a exemple de
I'algoritme d’elevar i multiplicar).

Desxifratge: 5137 (mod 55).

Com que 37 = 1001015, utilitzant ’algoritme d’elevar i multiplicar,

E M E E E
1 —1-—51 — 51-531=2601=16 — 16-16 =256 = 36 — 36-
M E E
36 =1296 =31 — 31-51 =1581 =41 — 41-41 =1681 =31 — 31-31 =
M

961 =26 — 26-51 = 1326 =6,

d’on 5137 = 6 (mod 55) i el text desxifrat és 6 (mod 55).
Exemple desconcertant: p=5,¢ =7, (= n="5-T=35,¢(n) = (5—-1)(7—1) =
24), e = 13.

El desconcert: Per a qualsevol clau ptblica (35, ¢) que escollim, la clau pri-
vada sera d = e. En efecte, els invertibles de Z34 sén

zs, ={1,5,7,11,13,17,19, 23}
i els seus quadrats a Za4 s6n
12=1,52=25=1,7"=49=1,112=121=1, 132 =169 = 1,

172 =289 =1, 192 =361 =1, 232 =529 = 1.

Per tant, tots sén inversos d’ells mateixos a Zoy.

La maledicci6 del 13: A Zs5 es compleix a'® = a per a qualsevol a € Zss.
Aixo voldra dir que, si en Bob escull com a clau publica (35, e = 13), a part que
la clau privada haura de ser d = e = 13, es tindra que qualsevol missatge xifrat
sera igual al missatge en clar.

Podeu comprovar tots aquests resultats amb magma, a través de la calcu-
ladora online (http://magma.maths.usyd.edu.au/calc) i utilitzant el segtient
codi:

print "L’anell Z_24 es defineix per Integers(24):";
Integers(24);
[a: a in Integers(24)];

print " ";

print "De Integers(24) escollim aquells que siguin invertibles:";
[a: a in Integers(24) | IsInvertible(a)l;

print " ";

print "Calculem els quadrats dels invertibles de Integers(24):";
[a”2: a in Integers(24) | IsInvertible(a)];

print "i comprovem que tots son 1.";
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print now,
print "Calculem els inversos dels invertibles de Integers(24):";
[a”(-1): a in Integers(24) | IsInvertible(a)];

print "i comprovem que tots els elements invertibles de Integers(24)
son inversos d’ells mateixos.";

print " ";

print "L’anell Z_35 es defineix per Integers(35):";
Integers(35);

[a: a in Integers(35)];

print " ";

print "Calculem a”13 per tots els elements de Integers(35):";
[a”13: a in Integers(35)];

print "i comprovem que tots els elements de Integers(35)
romanen inalterats en elevar-los a 13."

1.3 Aritmetica polinomial

1.3.0 Polinomis

Els polinomis sobre un cos K sén els objectes de la forma
adxd + ad_lzd71 + -+ a1z + ap,

on a; € K per a tot i. Els a; s'Tanomenen coeficients. Denotem per K|z] el
conjunt de tots els polinomis amb coeficients a K. Diem que d és el grau del
polinomi i que a; és el coeficient de grau ¢. El grau d’un polinomi és 0 si i
nomsés si és una constant no nul-la. Un polinomi és zero si i només si tots els
seus coeficients sén zero. En aquest cas, diem que el grau és —oo.

1.3.1 Divisio euclidiana i identitat de Bézout
Divisié de polinomis

Donats dos polinomis f(x) i g(z), existeix un anic polinomi ¢(x) i un tnic poli-
nomi r(z) tals que

f(x) = q(x)g(x) + r(z)

amb grau(r(z)) < grau(g(x)). Diem que ¢(z) és el quocient de la divisi6 i que
r(z) és el residu de la divisio.
Exemple: f(z) = 2° +32® —82% + 1, g(x) = 2® — 2. En aquest cas, ¢(z) = 2* +3
ir(r)=—6x2+7.

Diem que g(z) divideix f(x) si r(z) és 0. Es a dir, si f(z) = q(z)g(z).

Algoritme d’Euclides i identitat de Bézout

El maxim comu divisor, 1'algoritme d’Euclides i la identitat de Bézout per a
polinomis es poden definir de forma analoga a com ho hem fet per als enters.

Exemple: Volem calcular a Zs[z] el maxim comu divisor i els coeficients de la
identitat de Bézout corresponent als polinomis a = 2° + z + 1ib = 23 + 22.
Utilitzem la mateixa taula que en l'apartat 1.2.1.
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1 0 1 42 222 +4x + 1
0 1 4> +x+4 | 423+ 42 +0+4 | 32 + 323 22 + 4+ 4
2+ +1 dr +3 3z 3z +2
2 F+r+1 | ad+a? | da?+a+1 3z +2 1 0

Deduim que el maxim comu divisor és 1 i que els coeficients de la identitat
de Bézout son 222 + 4z + 11 32" + 323 + 2% + 4o + 4.
Per tant, la identitat de Bézout queda de la forma

(222 + 4z + 1)(2° + .+ 1) + (32* +32% + 22 + 4o +4)(2® + 2%) = 1.

Arrels de polinomis

Diem que « és arrel de f(z) si f(a) = 0.

Lema 33. « és arrel de f(x) siinomés siz — « divideix f(x).
Prova:

= aarrel = f(a) = 0. Fem la divisi6 de f(z) per x — «.
f(@) = q(x)(z — o) +r(z)
r(z) tindra grau < 1 = r(z) ha de ser una constant k € K.
fla)=qgle)(a—a)+k=k=0
= r(z) =0 = x — adivideix f(z).

< Six — a divideix f(z), aleshores f(z) = ¢(x)(z — «), d’on és evident que
f(@) = gla)(a —a) = 0.
O

Polinomis irreductibles i factoritzacié

Un polinomi f(z) € K[z] no constant és irreductible si no es pot descompon-
dre en producte de polinomis no constants. Es considera que els polinomis
constants no sén irreductibles.

Teorema 34. (i) Qualsevol polinomi no constant es pot expressar com a pro-
ducte d’irreductibles.

(ii) Qualsevol polinomi no constant es pot expressar de manera tinica com a
producte d’irreductibles monics per una constant.

Corol- lari 35. El ndmero d’arrels d’un polinomi és com a molt el seu grau.

Corol. lari 36. Si el polinomi f(z) no té cap factor de grau menor o igual que

grau(/)

5—— aleshores és irreductible.

Corol- lari 37. Un polinomi de grau 2 o 3 és irreductible si i només si no té
arrels.

El resultat no és cert en general per a polinomis de qualsevol grau. En
efecte, (2% + 1)? no té arrels a R, pero no és irreductible a R.
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1.3.2 Congruéncies

Proposicié 38. Donats polinomis a(z), b(z) i m(x) # 0, és equivalent:
e Els residus de dividir a(z) i b(z) entre m(x) coincideixen.
o a(z) — b(z) és un maltiple de m(z).

Dos polinomis a(z) i b(z) sén congruents modul el polinomi no nul m(x)
si es compleixen les condicions equivalents de la proposicio 38. En aquest cas,
escrivim a(z) = b(z)(mod m(z)) o a(z) = b(z)(mod m(x)).

Proposici6 39. Sia(z) = b(x) (mod m(x))id(x) divideix m(x), aleshores a(z) =
b(x) (mod d(x)).

Proposicié 40. La relaci6é de congruencia és una relacié d’equivalencia (propi-
etat reflexiva, propietat simétrica i propietat transitiva).

Proposicié 41. [La suma i el producte de classes queden ben definits.] Si
a1 (z) = az(x)(mod m(x)) i by (x) = ba(x)(mod m(x)), aleshores a1 () + by (z) =
as () 4+ ba(z)(mod m(x)) i ai(x) - by (z) = az(x) - ba(x)(mod m(z)).

Com a conseqtiencia, si a(z) = b(x)(mod m(x)), aleshores k(z)a(z) = k(z)b(z)(mod m(x)).
Pero el reciproc no és cert. La simplificacié no queda ben definida. Es a dir,
potser que k(x)a(z) = k(x)b(z)(mod m(z)), perd, en canvi, a(x) # b(x)(mod m(z)).

m(x) )

Proposici6 42. k(z)a(z) = k(z)b(z)(mod m(x)) siinomés sia(z) = b(x)(mod TredGn () @)

Corol- lari 43. Es podra simplificar sempre que med(m(x), k(z)) € K.

Corol- lari 44. [Per simplificar hem de simplificar també el modul.] Si k(z) #

0, aleshores k(z)a(x) = k(z)b(x)(mod k(z)m(x)) siinomés sia(x) = b(x)(mod m(z)).
1.3.3 Anells Kz|/(m(z))

En la proposicié 40 hem vist que, per a un polinomi no nul m(x), la relacié de
congruencia modul m(z) és una relaci6 d’equivalencia. Per aixo, podem di-
vidir K[z] en les corresponents classes d’equivaléncia. La classe del polinomi
f(x) es representa per [f(x)],(,). Definim K[x]/(m(z)) com el conjunt d’aque-
stes classes:

Klz]/(m(z)) = {[f (@)lm@) : f(z) € K[z]}.

Per la proposici6 41 sabem que dins de K[z]/(m(z)) hi ha les dues opera-
cions internes ben definides:

[0(2)]m(@) + [b(@)]m(@) = [a(x) + b(Z)]m(a),

[a(x)]m(:c) : [b(x)}m(z) = [a(:c) : b(x)]m(w)~

L'operaci6 suma a K[x]/(m(z)) és associativa i commutativa per ser-ho a K|z].
El neutre per la suma és [0],,,(, i I'invers per la suma esta ben definit com

7[a(x)]7n(l‘) = [*a(x)]m(x)'

La resta esta ben definida aleshores, com la suma de l'invers.
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L'operaci6 producte a K[z]/(m(z)) és associativa i commutativa per ser-ho
a K[x] i satisfa la propietat distributiva amb la suma. El neutre pel producte és
[1]m(m).

Per tot I'anterior, K[z]/(m(z)) és un anell commutatiu amb unitat. En ge-
neral K[z]/(m(z)) no és un cos perque pot haver-hi elements que no tinguin
invers.

Teorema 45. Si m(x) és irreductible a K|z], aleshores K[z|/(m(x)) és un cos.

1.4 Cossos finits

1.4.1 Construccid

Sigui Z,[z] el conjunt de polinomis amb coeficients a Z,, i sigui f(x) un polino-
mi irreductible de Z,[z] de grau n.

Donat un polinomi qualsevol g(x) de Z[z], tindrem que el residu de dividir
g(z) per f(x) és un polinomi de grau menor que n. Per tant, els residus de
dividir tots els polinomis de Z,[z] per f(z) seran tots els polinomis de grau
menor que n.

Considerem ara el quocient Z,[z]/(f(x)). Aquest quocient és el conjunt de
classes de polinomis de Z,[x] mddul f(z). Es a dir, cada polinomi s’identifica
amb el residu de dividir-lo per f(x).

Diguem « a la classe de z en el quocient Z,[x]/(f(z)). Tindrem que tots els
elements de Z,[x]/(f(z)) es poden esciure de la forma

10"+ a,_2a" 2+ 4 a1 + ag, (12)

amb a; € Z,. Es facil de comprovar que, d’aquests elements, n’hi ha p™. A més
com que f(z) és irreductible, es té que tots aquests elements formen un cos. Es
el cos que anomenem F,» 0 GF(p™). Diem que p és la caracteristica de F,n.

Si un element del cos finit F),» el tenim expressat com un polinomi en la
classe de z, és a dir, com a (1.2), aleshores diem que esta expressat en notacié
polindmica. Aquesta notacié és molt 1til per sumar i restar elements del cos
finit. No sera tan bona a I’hora de fer multiplicacions i divisions.

1.4.2 Ordre i elements primitius

L’ordre d'un element no nul v € [, és el minim enter r tal que v" = 1. Qual-
sevol element v no nul de F, compleix 79~! = 1i~9 = 5. L'ordre sempre
divideix ¢ — 1.

Un element 3 no nul de F, és un element primitiu si el seu ordre és g — 1.
Aixo significa que en el conjunt

{071767527/837""ﬂq_S’ﬂq_Q}

tots els elements sén diferents. Com que n'hi ha ¢ i tots pertanyen a F,, sén
exactament tots els elements de F,,.

Sempre existeix almenys un element primitiu. Aix0 ens permet escriure
qualsevol element no nul de F, com una poténcia de ’element primitiu. Es
el que anomenem notacié potencial. Amb aquesta notaci6 ens sera molt facil
multiplicar i dividir elements del cos finit.
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Diem que el polinomi f(x) € Z,[z] és un polinomi primitiu si la classe de
x és un element primitiu a Z,[x]/(f(x)). Per tot p i tot n, existeix almenys un
polinomi primitiu a Z,[z] de grau n.

1.4.3 Extensions de cossos finits

La mateixa construccié que hem fet en la secci6 1.4.1 a partir d"un polinomi
irreductible a Z,,[z] es pot fer a partir d"un polinomi irreductible a F,[y] on ¢ és
una potencia d’un primer (¢ = p").

Suposem que g(y) és un polinomi irreductible de grau m de IF,[y]. Aleshores,
F,lyl/(g(y)) és un cos finit de ¢ elements. Es diu que és una extensié de F,.
Si f és la classe de y, llavors tots els elements de F,[y]/(g(y)) es poden escriure
de la forma

bin—1B8™ " + b2 B2+ + by B+ by,

amb b; € F,.

En particular, F, esta inclos en Fy». Es diu que és un subcos.

Es pot demostrar que totes aquestes extensions admeten una construccié
com la de la secci6 1.4.1. Es a dir, existeix un polinomi irreductible f(z) € Z,[z]
de grau m - n tal que

Per tant, p és també la caracteristica de Fm.

1.4.4 Polinomi minim

Observem que, si un element v € IF,» té ordre r, aleshores anul-la els polinomis
o7 —1ia? Tt 1.

Anomenem polinomi minim respecte a Z,, de +y el polinomi de Z,[x] monic
(i.e. amb coeficient de grau maxim igual a 1) de grau minim d’entre tots els que
s’anul-len quan els avaluem a ~. El denotem m.,(z). Es compleix que

2 s—1

m (@) = (2 =@ =)@ =9") o (@ =),

on s és el minim enter positiu tal que 4?° = ~. En particular, s < n i si vy
és primitiu, aleshores s = n. L'exponent s coincideix amb el grau de m~(z) i
s’anomena grau de ~.

Siun polinomi s’anul-la quan I'avaluem a v aleshores és divisible per m., ().

Si Fgm és una extensi6 del cos finit Fy i v € Fgm, aleshores el polinomi
minim respecte al subcos Fy de 7 és el polinomi de F,[z] monic de grau minim
d’entre tots els que s’anul-len quan els avaluem a +. El denotem m. ) (z).

Es compleix que

t—1

My, (@) = (@ =)@ =)@ —7T) (w7 ),

on ¢ és el minim enter positiu tal que ¢* = 1.
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1.5 Codis lineals

Un codi lineal C' de longitud n sobre un alfabet I, és un subespai vectorial de
IFy. La dimensi6 % del codi és la dimensi6 del subespai i la taxa de transmissi6
és £ La codimensi6 és n — k.

Diem que una matriu G de k files i n columnes és una matriu generadora
de C si les seves files sén un conjunt de vectors generadors del codi. La matriu
generadora no és tnica, es poden intercanviar files, per exemple. Per codificar
una paraula de k simbols de F,, la multipliquem per la matriu generadora.
Diem que una matriu generadora és sistematica en les primeres posicions (o
en les darreres) si conté la identitat en les primeres posicions (o en les dar-
reres). En codificar utilitzant una matriu generadora sistematica, la informacié
es repeteix en aquelles posicions on la matriu és sistematica.

El codi dual (o ortogonal) de C és C+ = {v € F : v-c = Operatot c € C}.
Es un codi lineal de la mateixa longitud que C' i de dimensié n — k. Es pot
definir a partir d'un sistema d’equacions lineals amb matriu G. Una matriu H
generadora de C* es diu que és una matriu de control de C. Equivalentment,
una matriu de control de C' és una matriu tal que el codi C' es pot redefinir com
C ={ceFy :c-h=0peratotafilahde H}. Siuna matriu generadora és
G = (I|P), aleshores una matriu de control és H = (—PT|I) i, si una matriu
generadora és G = (P|I), aleshores una matriu de control és H = (I| — PT).
Analogament, si una matriu de control és H = (I|P), aleshores una matriu
generadora és G = (—P7T|I) i, si una matriu de control és H = (P|I), aleshores
una matriu generadora és G = (I| — PT).

La distancia de Hamming entre dues paraules de la mateixa longitud és
el nimero de posicions on difereixen. El pes d’una paraula és el ntimero de
posicions no nul-les o, equivalentment, la seva distancia de Hamming al vector
nul. La distancia minima d d"un codi lineal C es pot definir indistintament com

e La minima distancia de Hamming entre dues paraules de C.
o El minim pes de les paraules no nul-les de C.

e El minim ntimero de columnes linealment dependents de H.

La fita de Singleton estableix que en un codi de longitud n i distancia mi-
nima d, la dimensio k satisfa k <n —d + 1.

La capacitat correctora d’un codi de distancia minima d és | 452 |. Utilitzant
un codi de distancia minima d, es podran detectar d — 1 errors, corregir d — 1
esborralls i corregir [ 452 | errors.

Detecci6 d’errors. Sila paraula rebuda y no satisfa H -y = 0, aleshores podem
afirmar que hi ha hagut error.

Correccié d’esborralls. Considerant els esborralls com a incognites, a partir
de H - ¢ = 0 obtenim un sitema lineal d’equacions. Si el nimero d’esborralls és
com a maxim d — 1 aleshores el sistema és compatible i determinat.
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Correccié d’errors. La sindrome d’un vector v és H - v. Una paraula c és de
C' siinomés sila seva sindrome és zero. La sindrome d’una paraula amb er-
ror (y = ¢ + ¢, ¢ € C) coincideix amb la sindrome del vector d’error (H -y =
H-(c+e)=H-c+H-e= H-e). Quan la capacitat correctora és 1: Si només es
produeix un error, aleshores la paraula d’error ha de ser (0,...,0,z;,0,...,0)
ila sindrome s = H’xz;, on H’ és la columna i-eéssima de H. Buscant quina
columna de H és un mdltiple de s, tindrem la posicié d’error; buscant 1"tnic
valor z; tal que s = H'z;, tindrem el valor de I'error. Cas general: La descodi-
ficacié per maxima versemblanca consisteix a descodificar y per y — ¢’ on e’ és
un vector de Fj; amb minim pes d’entre els que tenen la mateixa sindrome que
y. La descodificaci6 és tnica si el nimero d’errors és, com a maxim, la capacitat
correctora.
Procés de codificaci6 - descodificacio:

s <&
o&F &
4 &
& <
ieFk — ceC - y eFy — deC — i’ € Fk
(c=1i-QG) (y=c+e) (' obtingut de les

posicions sistematiques
si G és sistematica)

El codi de Hamming de parametre ¢ sobre F, és el codi sobre F, de maxi-
ma taxa de transmissié d’entre els que tenen codimensi6 ¢ i capacitat correc-
tora 1. Com que la taxa de transmissi6 és % = ”T’t =1- % i, d’altra banda,
B = Hik = ﬁ, aixo és equivalent al fet que la dimensi6 sigui maxima i també
que la longitud sigui maxima. Per obtenir-lo, construirem una matriu de con-

trol de t files i el maxim niimero de columnes linealment independents dues a
dues. Els seus parametres sén n = (i;%ll, k=n—tid= 3. El codi de Hamming
de longitud n i dimensi6 k sobre F, es denota H,(n, k). Aixi, el codi de Ham-
ming de parametre ¢ es denota H (%, % —t). Els codis de Hamming sén
perfectes. Aixo significa que qualsevol paraula de Fy esta a distancia 1 d'una
paraula del codi. En efecte, la descodificacié explicada per al cas d"un error
sempre tindra una tnica solucié, ja que, per construccid, qualsevol sindrome
possible sera linealment dependent amb una i només una columna de H.

La probabilitat residual d’error al simbol (al bit) és la probabilitat d’error
en la transmissié d’un simbol (d'un bit) que s’obté codificant, transmetent i

descodificant. Si b és el ntimero de bits per simbol,

Prob. de les paraules

B k_ (1 _ bk _
(1= Proims) (1= Pryir) descodificables correctament.

El guany del codi és
10log, (pewb“) dB

Pry;,

1.6 Codis ciclics

Diem que un codi lineal és ciclic si per a tota paraula (co, ¢1, . . ., ¢,—1) del codi
iperatot0 < i < n—1estéque (¢, cCit1;..-,Cn-1,C0,C1,...,Ci—1) també
pertany al codi.

Per treballar amb codis ciclics, identifiquem els vectors amb polinomis

2 -1
(Vo, V1, -+, Un—1) > Vo + 012 + Vox” + -+ + vp_12" .
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Per aix0, sovint indexarem dins de 0...n — 1 en comptesde 1...n.
Tot codi ciclic C té un polinomi generador ¢(z) tal que

v € C <= v(x) és divisible per g(x).

El polinomi generador divideix z™ — 11 té grau n — k. Si el codi esta definit
sobre F,; in = ¢ — 1, aleshores diem que el codi és primitiu. En aquest cas és
clar que x — 3 divideix 2™ — 1 per a tot 3 € F}. Si el polinomi generador és
g(x) = go + g1z + gox? + -+ + gn_xax" ¥, aleshores com a matriu generadora
podem prendre

g 91 - Gn-r O e 0
0 9 g1 - gok O 0
0 0 g & cei Gner 0 ... 0
o o0 ... ... 0 9o g1 - Gn-k
El polinomi de control de C' es defineix per h(z) = Ign(;)l i compleix

v(z) € C <= v(z)h(z) = 0mod z" — 1.

Una matriu de control del codi ciclic C' es pot trobar per tres procediments
diferents:

o A partir d’'una matriu generadora sistematica,

G = (Id|P) = H, = (—P"|1d).

o A partir del polinomi h*(z) reciproc del de control (té els coeficients en
ordre invers).

Hj, = matriu generadora del codi ciclic generat per h*(z).

e Si totes les arrels (1, o, . . ., Bk de g sOn diferents,
1 B et

mo| D

1 5n'_k 3;% » ﬂjj:,i

Cal tenir en compte que H3 pot tenir files dependents.
En aquest cas, les sindromes de v(z) seran v(81), v(52), v(Bs) ...

Per codificar sistematicament una informacié ¢ de k simbols, podem fer-ho
per dos procediments:

e Multipliquem 7 per una matriu generadora sistematica G. La codificaci6
que obtenim és sistematica en les posicions on hi hagi la identitat dins de
G.
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e Suposem que R(z) és el residu de dividir i(z)z"~* entre g(z). Llavors
i(z)z" "% — R(x) és multiple de g(z) i és una codificaci6é de 7 sistematica
en les tltimes posicions.

La distancia minima prevista de C' és el maxim enter d tal que hiha d — 1

arrels de g que sén potencies consecutives d’a (a?,a’*1,... ab*4=2). Es com-
pleix que, si § és la distancia minima real del codi, aleshores § > d.

Exemple de codificacié i descodificacié amb un codi ciclic

Suposem una imatge digital.

La representem amb simbols de F3 = Zs.

i e =Y
e NN NN NN N
S ele]
=R o ol R

La podem pensar també com si els seus elements fossin de Fy = Z3/ (2% +
2z + 2). La representaci6 vectorial dels elements d’aquest cos ve donada per la
taula segtient, on o = [z]:

MV O R OO
NN ONRFE = OO
S S N N N N N N

N O s W NN = O

NN N N N S N S

P RLLRLR QL
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]

i

1 1 1 o2 a® & «

2 2 2 1 1 a2 ab " a?

2 2 n 2 0l o ot ot «a
2 2 2 0 0 o a% 0 0
2 2 ol 1 0 o oad a1

2 2 bl 1 1 o o’ a? o

2 2 1 1 o? o a? o

2 2 1 1 o2 o a2 a?

2 2 1 1 o2 o " a?

Considerem el codi ciclic sobre Fg primitiu amb polinomi generador g(z) =
(r —a)(x —a?)(z — a®)(x — at) = 2* + a3 + 22 + 32 + o2

Com que el codi és primitiu, té longitud n = 9 — 1 = 8. Com que el grau
del polinomi generador és n — k = 4, aleshores la dimensi6 del codi és k = 4.

Aixo vol dir que en codificar agafem blocs de k = 4 simbols i els codifiquem,
de manera que obtenim blocs de n = 8 simbols.

Codificaci6 directa

Si fem codificaci6 directa, aleshores simplement multipliquem els blocs de qua-
tre simbols (polinomis de grau 3) pel polinomi generador (de grau 4), amb la
qual cosa obtenim un bloc de 8 elements (corresponent a un polinomi de grau
7).

Els polinomis corresponents a la imatge sé6n

o? + o’z + o?x? + oPa?
a4+ abz + a2? + o?a?
a? + otz + ata? + oz
ad + abzx

o + oz + o?x? + 28
o’ + o’z + a?z? + o?a®
o? + obx + o?2? + oPa®
a? + alx + a2a? + o’a’
o? + oz + a"z? + o2a?

o 0
ESERN

Qe
W

O 0O Q000000 D00

NN NW W W W NN

[opci e e R

W OO NN O ke N

2,2,8,8,8, o

QMQMQMQMHOQQMQM
0

En multiplicar pel polinomi generador obtenim les paraules codificades.
Per exemple, per codificar la darrera fila i(z) = o? + a®z + o722 + o223, 1a

multipliquem per g() i ens queda o' +az+az?+atz3+a’rt +abz5+axb+a2a”.
Fem ara el mateix amb totes les files.

at a® 0 1 a o o a?
at o 1 0 o o a o
a® o> o a" 0 o o® a
a®> o® 1 a' o® o 0 0

a® a* 1 a® a a* 0 1

a® o 1 a? a7 o a7 a?
at a® o o o 1 o a?
at a® o o a2 1 o a?
at a a o o o a a?

Codificaci6 sistematica
Si apliquem la codificaci6 sistematica, aleshores cada polinomi ’hem de mul-

tiplicar per 2" ~* i restar-li el residu de dividir pel polinomi generador.
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Per exemple, per codificar la darrera fila i(z) = o? + a3z + o"2? + o?23,
la multipliquem per 28~ i ens queda a?z* + a32® + a"2% + o?2". En dividir
aquest darrer polinomi per g(z), ens queda residu R(z) = o3 + o’z + o223,
Aleshores

i(z)z" F—R(z) = 2" +a 2%+ o325+l ol ol r+a” < (a"a?0a8a*aPa’a?)

que correspona 2 BENEETEUENE 2 2 BEEEE 2 2 e

Fem ara el mateix amb totes les files.

a? a? a? o o? a? o® o 1
a? o ot a® a? af o o? 2
ad a a o o o' o' o« 2
1 a? ot &® & o 0 0 2
a® ot 0 a o o o 1 2
1 a? o o o o o® o 2
0 a® 0 0 o® of a? ao? 2
0 o o0 0 o af o o 2
a” o> 0 o o? o o o? 1

Correcci6 d’errors

Suposem que en la darrera paraula s’han produit errors de manera que es rep

2N 2 2 O 2 2 NN 2 2 K
’ 0 o8 o o o 1.

corresponenta o’ o

Observem que s’han produit tres errors de digit perd només dos de simbol.
El polinomi de control és h(z) = = = a* + o’z® + 2 + a’z + o® i per

tant podem prendre com a matriu de control

1 o> 1 o a2 0 0 0
01 a2 1 & o> 0 0
0 0 1 o> 1 o o2 0
00 0 1 o> 1 o a?

En multiplicar el corresponent vector rebut per la matriu de control, obten-

im
1 a*> 1 o a2 0 0 0
0 1 a2 1 o a2 0 0
00 1 o2 1 o 2 0 (a"ab0aba?a3a’) = (a*,a?,0,a7) =
0 0 O 1 a2 1 o a?
o?H? 4+ o HS.

Per tant, l'error és e = (0c>00000c°). La paraula codi correcta és

(a"ab0aba?a3a™) — (02?00000a°) = (a’a?0a8a?a3a’a?).

Com que el codi és sistematic, sabem que la redundancia és a I'esquerra i
que la part d’informaci6 correspon als simbols a?a3a”a?.

1.7 Codis algebraics (RS i BCH)

Construccio

e Parametres

- p primer, m, Fy,, Fpym.
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— n, « arrel n-ésima primitiva de la unitat.
Sin = p™ — 1, aleshores « és un element primitiu de F,~ i llavors
parlem de codis primitius.

o Per definir els codis RS i BCH (ciclics per definici6), imposem que entre
les arrels dels seus polinomis generadors hi hagi

ozb, ozb“, ... ,ab+d_2.

Si b = 1, aleshores diem que els codis son en sentit estricte. En aquest

cas, les arrels imposades sén «, o2, ..., a%"L.

e Les paraules d’un codi RS estaran dins de (Fpm )" (n - m digits de F,,).
Les paraules d'un codi BCH estaran dins de (F,)" (n digits de F,,).

e Per tant, prenem

grs(z) = (z—a®)(z—a’) . (z—abti7?2)
gecr(r) = mcm (mas(x), mapi1(2), ..., Mesra—2(x))
Descodificacio

Suposem que es rep u.

e Polinomi localitzador d’errors (on son els errors)

o(x) = 11 (1-a’z)
Jj pos. d’error
0<jsn—-1

j és posici6 d’error <= o(a~7) = 0.

Polinomi avaluador d’errors (walor dels errors)

wla™?)

€= T oad):

Polinomi de sindromes

S(x) = u(a) +u(a®)z +u(a®)2z® + -+ u(a®1)z??

Equaci6 clau

Resolucid

Només esborralls

(i) Calculem o a partir de les posicions dels esboralls.

(ii) Per poder calcular les sindromes, substituim els esborralls per 0
(podriem substituir per un valor qualsevol).

(iii) L'equaci6 clau ens déna la manera directa de calcular w.
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Només errors

r_o = S(fﬂ) 2 = 1
r_q =gd1 Q_1=0

T residu de dividir Qz = QZ‘,Q — quZ‘,1

ri_o entre r;_; ¢; quocient de dividir
r;—o entre r;_1

Parem en arribar al primer r; de grau < [ 1 ].

w=r; o=0Q;

Errors i esborralls

(i) Considerem o = Tesp0crr
— 0esp localitza els esborralls (conegut),
— 0¢rr localitza els errors (desconegut).
(ii) Definim T'(z) = S(x)0esp(x)

r_o=T(x) Q=1

r_1 = xd=1 Q_1=0
r; residu de dividir Qz = Qi_g — QiQi—l
ri_o entre r;_1 gi quocient de dividir

r;_oentrer; 4
d—#esborralls—1 ]
s BT

Parem en arribar a I'altim ); de grau < |

Oerr = Qz

w=r;
! 0 = OerrOesh

Exemple
(i) Comproveu que z? + 2z + 2 és un polinomi irreductible i primitiu
de Zg [SL’] .

(ii) Construiu el codi BC'H ternari primitiu en sentit estricte de longitud
81 distancia minima prevista 5, tot donant-ne el polinomi generador.

(iii) Corregiu els esborralls corresponents al primer bloc de la seqiiencia
rebuda
0017777200177 ...

(iv) Localitzeu i corregiu els errors de la primera paraula de la seqiiéncia

10112000012 ...

(v) Corregiu la primera paraula de la segiient seqiiéncia, on s’han pro-
duit esborralls i errors

2277010077 ...
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(i)

01
11
12
20
02
22
21
10

e

QR L LR R0
0 N o o W

(ii)

ma () (x—a)(z—a®)=a?—2—1
Mma2(z) = (x—a®)(z—ab) =22+1
mas(@) = md(a)

Mo () (x—a')y=2+1

gBCH = MaMazmas = (22 —x —1)(a® + 2?2 + 2+ 1) = 2° + 22° +
202+ +2

(iii) uw=(00177772)
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€3

€4

€5

€6

c=u—e=(0,0,1,0,0,0,0,2)—(0,0,0,1,2,2,0,0) = (0,0,1,2,1,1,0,2).

2% 4 227

(1—a3z)(1 —a'z)(1 — ’z)(1 — ab2)

1+az+a’2>)1+az+a2?) =1+ 2z +a'2? + az® + «

1+z+a?z3

Oé4

at+a?=a
a6+a:a4

1+1=a'

u(@) + u(e®)z + u(a®)z? + u(at)z

ot +ar+ar? + o

Somod z* = o2 + az® + a"z + o

s
o
ey -
e -0

(iv) u=(10112000)

u(z) = 1+22+2°422*

S = wu(a)+ul@®z+u(a®)z? + ula*)z?
22 +alr+1

) 1+a?+a+2a* =1
(@®) = 1+a*+a’+2=0a3
(@) = 1+a’+a+1=1
(@) = 1+1+a*+a*=0

37

23:4
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Divisions successives:

rog=2.8 Qo=1
roy = at Q-1=0
ro =25 q =0 Qo =1
r=aotr+a’ q1:x2+a7x+a3 Q1 =a2? + a3z +a”

ritégrau < 2 = |41

Parema:=1.

w = ri=a4x—|—o¢7

o = Q=o' +ar+a
/

o

= m—i—as

Busquem les arrels de o:

o(a™?) ol =a*+a*+a" =at
ola™) = ol@)=a’4+a*+a" =1
oa?) = o) =14+a+a"=a"
o™ = o@®)=a’+1+a" =0
ola™®) = ol@)=a'+a"+a"=a’
ola™®) = o) =a’+a+a"=0a"
ola® = o) =14+a"+a"=0
ola™) cla)=ab+a'+a"=0

Sén exactament = %ia~7.

¢ = _;g_? -
wof7
€7 = 0'/((04_7))1

c=u—e=(1,0,1,1,2,0,0,0)—(0,0,0,0,0,0,1,1) = (1,0,1,1,2,0,2,2).

(v) u=1(22770100)
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wz) = 2+42z+2°
ey = (1—a?z)(1—a’z)=1+z+a 22
ule) = a*+a’+a’=a’

u(a?) = a*+a’+a?=a’

we?®) = a*+a"+a"=a’

ue?) = a*+1+a*=0at

S = u(a)+ule®)x +ula®)z? + u(at)z?

= o' + a’z? + oz + o’

T = Soeq =ax’® +az* +a*z? + 22 + o’z + a”

Divisions successives:

’/‘_2=T Q_2=1

r_q =at Q_1=0

ro=a'z3 +al2?+a’r+a” g=ar+a° o0=1

r1 = otz + a? @ =o'z +a” Qi=z+a3

ro =1 @=12+a%c+1 Q2=Qo— qQ: tindragrau3 > |41 |

Paremai:=1.

w = 1= otz +a?
Oerr = Qi =+ a3
Cerr 16 com a arrel o~ 1.

O = OerpOcsh = abz? + atz? + bz + o?
o = z+ ab
e; = —L(ail) =1

' o'(a™t)
S C e

’ o'(a7?)
o - w(a™3) _

’ o'(a~3)

c=u—e=(2,2,0,0,0,1,0,0)—(0,1,1,1,0,0,0,0) = (2,1,2,2,0,1,0,0).






Capitol 2
Problemes d’aritmetica entera
i polinomial

J. M. Basart, J. Rifa Coma, M. Villanueva'

2.1 Demostreu que no existeixen enters a i b tals que el seu maxim comu divisor és
71ia+ b = 100. D’altra banda, existeixen infinites parelles a, b tals que el seu
maxim comu divisor és 5ia + b = 100.

2.2 *Calculeu el maxim comu divisor de 365 1 70 i expresseu-lo com a combinacié
lineal de 3651 70.

Resposta:

Construim la taula de I'algoritme d'Euclides:

1 0|1 ]|-4]| 5

0 1 |-5]21]-26
5| 4 1 ]2
365 |70 | 15|10 | 5 | O

Deduim que med(365,70) = 5ique 5 - 365 + (—26) - 70 = 5.

2.3 Per a cadascun dels segiients parells de nombres enters, calculeu el seu maxim
comu divisor i escriviu-lo com a combinaci6 lineal entera dels nombres donats:
(a) 26,19
Sol:1=19-11 -8 26
(b) 187,34
Sol:17=-5-34+187-1
(c) 841,160
Sol: 1 =160 - 205 — 841 - 39

1 Aquest capitol, a excepci6 dels problemes indicats amb *, ha estat extret integrament del llibre:

Josep M. Basart, Josep Rifa, Merce Villanueva: Fonaments de matematica discreta. Ele-
ments de combinatoria i d’aritmetica. Col-leccié Materials n. 36. Universitat Autonoma
de Barcelona, 1999.

amb el consentiment dels seus autors. En el mencionat llibre conformen 1’apartat d’exercicis dels
capitols 5 i 6. Agraim la col-laboracié dels autors en el present projecte.

41
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2.4 ATlanell dels enters demostreu
(a) Sip®|aip”|b, Navors p**P|ab
(b) Sip®|a;p’|bia< B, llavorsp®|a+b
(c) Simlain|a,imin sén primers entre ells, llavors mn|a
2.5 Demostreu que tot enter n > 1 no primer té un divisor positiu diferent d'1 i

més petit o igual que /n. Aplicant aquest criteri descomponeu en producte de
primers 3337, 3007 i 7077.

Sol.: 3337 = 47 - 71,3007 = 31 - 97 i 7077 és primer

2.6 Demostreu que, si z i y sén dos elements senars de Z, llavors z? + y? no és
quadrat de cap enter.

2.7 Resoleu, si tenen soluci6, les equacions diofantiques segiients:

(@) 5z4+3y=2
Sol:x=-2+4+3\y=4—-5\,on\€Z
(b) 97x + 23y = 10

(c) 2z +6y=1
Sol.: No té solucié
(d) 2z2+3y=1

Sol:x=—-1+3\y=1—-2\on\A€eZ
(e) 6x+ 21y =15
Sol:x=—154+7\y=5-2\on\EZ
(f) 11z — 12y =3
Sol:x=-3—12)\,y=-3—11)\on\€Z
2.8 Si de la data de naixement d’una persona us donen el valor de la suma del

dia del mes multiplicat per 12 més el nombre del mes multiplicat per 31, com
podeu determinar quina fou la data? Quina és la data si la suma és 103?

Sol.: 6 de gener
2.9 Demostreu que, si a = b(mod m), llavors med(a, m) = med(b, m).

2.10 Demostreu que, si a = b (mod m); a = b (mod n) i med(m,n) = 1, llavors
a=0b(modm-n).

2.11 Demostreu els criteris de divisibilitat per 3, per 4, per 5, per 9, per 11 i per 13.
2.12 Demostreu que mcd(a,b) = med(a — b, b) per tota parella d’enters a i b.

2.13 Calculeu med(28n + 5,35n + 2) pera totn > 1.

Sol.:
17 sin =15 (mod 17)

med(28n + 5,35n + 2) = { 1 sinz 15 (mod17)

2.14 Demostreu que per a tot n > 1 es compleix

@ 6|nn+1)(n+2)
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(b) 30 | n® —n
(C) 13 | 42n+1 +3n+2
2.15 * Quantes solucions tenen aquestes equacions amb congruencies? Doneu-ne
les solucions.
(@) 26z =3 mod 13
(b) 13z = 3 mod 26
(c) 26x =0mod 13
(d) 92 = —3 mod 15
() bx =4 mod T
(f) bx =7mod 7
Sol.: (a) 0 solucions, (b) 0 solucions, (c) 13 solucions, quesénz =0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12 mod 13,

(d) 3 solucions, que s6n z = 3,8, 13 mod 15, (e) 1 solucid, que és z = 5 mod 7, (f) 1 solucié, que

ésx = 0mod?7.
2.16 Resoleu les segiients congruéncies:

(a) 42 =3 (mod ) (d) 20z = 60 (mod 80)

(b) 3z =2 (mod4) (e) 158z = —22 (mod 194)

(c) 2x —1=0(mod 15) (f) 22 =1 (mod 12)
Sol.: (@) x = 6 (mod 7), (b) x = 2 (mod 4), (c) x = 8 (mod 15),(d) x = 3 (mod 4),0bé,x = 3,7,11,...,79 (mod 80)
() x =6 (mod 97),0bé,x =61103 (mod 194) () x =1,5,7i11 (mod 12)

2.17 Descriviu les solucions de
(@) 27z = 25 (mod 256)
Sol.: x = 219 (mod 256)

(b) 103z = 612 (mod 676)
Sol.: x = 636 (mod 676)

2.18 Descriviu les solucions de
(@) 22 +5x —2=0 (mod 11)
Sol.: x = 3 (mod 11)
(b) 2?2 +22+6=0(mod7)
Sol.: x =2i3 (mod7)
2.19 Trobeu les solucions enteres comunes de

2 (modb)
1 (mod 3)

xT
xT

Sol.: x = 7 (mod 15)

2.20 Apliqueu el teorema xines dels residus pel cas de més de dues equacions i
feu-lo servir per trobar la soluci6 de

x = 2 (modb)
x = 1 (mod3)
x = 2 (modT7)

Sol.: x = 37 (mod 105)
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2.21 Resoleu els sistemes de congruencies segiients:

2z = 3 (mod 5) x
x

7 (mod 12)
3x =2 (mod 4) 5 }

(mod 18)
Sol.: el primer x = 14 (mod 20) i el segon no té solucié

2.22 Resoleu els sistemes de congruencies segiients:

2z = 3 (mod 5) x =2 (mod 3)
3x =6 (mod 7) 92 = —3 (mod 15)
—7x = 1(mod 13) 52 =6 (mod 7)

Sol.: el primer x = 219 (mod 455) i el segon x = 53 (mod 105)

2.23 (Un problema xines) Tres pagesos xinesos cultiven arrds collectivament i, quan
arriba 1'época de la collita, ho fan tot junts. Després divideixen la collita en
tres parts iguals i cadascun, amb la seva part, es dirigeix a un mercat diferent
a vendre’l. A cada mercat hi ha unitats de mesura diferents; aixi, en el primer
mercat la unitat de mesura és de 870 grams; en el segon, de 1.700 grams i, en
el tercer, de 1.430 grams. Els tres pagesos venen totes les mesures possibles
d’arros, pero retornen a la collectivitat amb 180 grams, 580 grams i 400 grams
respectivament.

Quina quantitat d’arros havien collit entre tots tres aquest any?
Sol.: 3.158.640gr.(mod 63.449.100)
2.24 (Brahmagupta, 700 a. de c.) Quan els ous d'un cistell es compten de dos en dos,

tres en tres, quatre en quatre, cinc en cinc i sis en sis en sobren, respectivament,
1,2,3,415. Sies fa de set en set, no en sobra cap.

Quants ous hi ha al cistell?
x = 119 (mod 420)

2.25 Determineu tots els nombres enters acabats en 4 tals que el seu doble sigui
multiple de 3 i el seu triple multiple de 7.

84 (mod 210)

2.26 Calculeu l'invers de 15 a Zy3 i el de 156 a Zogr.
Sol.: 20 i 702

2.27 Trobeu els elements invertibles (donant el seu invers) i els divisors de zero a
Sol.: Invertibles: 11 =1,5"1 =5,7"1 =7i11~1 = 11. Divisors de zero: 2,3,4,6,8,91 10

2.28 Siguil'anell Z;5

(a) Esun cos?

(b) Quants elements invertibles té i quins sén?
(c) Quants divisors de zero té?

(d) Busqueu un element primitiu.

(e) Quants elements primitius té?
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Sol.: (@) No és un cos, (b) 6 invertibles, que s6n 1, 5, 7, 11, 13 i 17, (¢) 11, (d) per exemple, el 5,
(e) 2

2.29 * Sigui l'anell Zj7.

(a) Esun cos?

(b) Quants elements invertibles té i quins sén?

)
)
(c) Quants divisors de zero té?
(d) Busqueu un element primitiu.
)

(e) Busqueu un element diferent de 0, 1 que no sigui primitiu. Quin ordre té?

Sol.: (a) No és un cos, (b) $(27) = 33—32 = 18 invertibles, quesén {1,2,4,5,7,8,10,11, 13, 14, 16, 17,19, 20, 22, 23, 25,26 }
(c) 8, (d) per exemple, el 2, (e) 4, que té ordre 9.

2.30 Determineu en Ms(Z7), I'anell de les matrius d’ordre 2 amb valors en Z-, la
inversa de la matriu
3 5
(7 7)

0 1
Sol..(3 5)

2.31 Resoleu 'equaci6 3x=-6 a Z;s.
Sol.: x =3,8i13
2.32 (a) Resoleul’equaci6 3z + 4 = 0 en el cos Zs.
Sol:x =2

(b) Digueu quant ha de valdre a per tal que I'equacié ax + 4 = 0 es pugui
resoldre a Zg. Resoleu 1’equaci6 per a cada valor possible de a.
Sol.: L'equaci6 té solucié pera=1,2,4i5. Pera=1,x = 2; pera = 2,x = 11 4; per

a=4,x=2i5pera=5x=4.

2.33 Resoleu, en el cos Zs, el sistema segiient:

|
—

3z + 2y
r+y

Il
e~

Sol:x=3iy=1

2.34 Determineu el valor del parametre a de manera que el sistema segiient tingui
soluci6 a Zs:
3xr+2y = 1
ax+y = 4

Sol.a=0,1,203

2.35 Determineu el valor del parametre a de manera que el sistema segtient tingui
solucié a Z:

|
o

2z + Ty
ax + 4y

|
©

Sol.a=1,3,507
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2.36 Resoleu el segiient sistema d’equacions a Zz:

z+y—92 = 1
204+3y—z = 8
Tr—4y+25z = 0

Sol:x=6,y=5iz=5
2.37 Trobeu les solucions del sistema de congruencies segiient:

Tr+5y =2

S5r+2y=0 }(modS)
(Penseu que teniu un sistema d’equacions a Zg).
Sol:x=4iy =6

2.38 Sipés primeria® = a € Z,, llavors a = 0, 0 bé a = 1.
Trobeu tots els q, tals que a? = a € Zg4.

Sol: =10,1,171i18

2.39 Calculeu ¢(256), $(3000), ¢(97).
Sol.: 128, 800, 96

2.40 Sin = pi* - py?---pPr, on p; sén primers diferents, doneu una férmula per
calcular ¢(n).
Sol.: [Ti_, p?i_l(pi -1)

2.41 Siguin = p-qonpiqgsén primers. Demostreu que el coneixement de ¢(n) és
equivalent al coneixement de p1i g.

2.42 Busqueu un element 3 de Z3 tal que tot altre element diferent de zero de Zas
es pot escriure com a potencia de 3.
Sol.: Per exemple, 7

2.43 Demostreu que, si p és primer, llavors mcd(p, (p — 1)!) = 1. Demostreu que, si
nno és primer in > 4, llavors (n — 1)! = 0(mod n).

2.44 Demostreu que, si 7 no divideix n, llavors 7 divideix n'? — 1.

2.45 Demostreu que n'® — n és divisible per 2, 3, 5,71 13, per tot n € Z.
n® n  Tn ,
2.46 Demostreu que 5 + £l + 5 sempre és un nombre enter, per tot n € Z.

2.47 Utilitzeu 'algorisme de multiplicar i elevar per contestar:

(a) Quines son les dues tltimes xifres de 19931992?
Sol.: 01

(b) Quin és l'ultim digit de 71262
Sol.: 9
2.48 Trobeu el menor representant positiu de 2'°9°°%° mod 77.
Sol.: 23



Capitol 2. Problemes d’aritmética entera i polinomial 47

2.49 Calculeu la resta de dividir:

(@) 7457%748 entre 5
Sol.: 1
(b) 37529784 4 2742780 _ 4. 3158 entre 11
Sol.: 4
2.50 Calculeu 6! a Zgp.
Sol.: 56

2.51 Considerem el criptosistema RS A del qual coneixem el fitxer public de claus:

(TLA, €A) (133, 5)
(np,ep) | (253,7)

Reproduiu el procés de xifrar-desxifrar el missatge 25, enviat d’A a B.

Sol.: Missatge xifrat, 174

2.52 Trobeu el quocient i el residu de la divisié de f(z) per g(z), on f(z),g(z) €
Qlz); f()=a® — 23 + 22 +Tig(x) =23+ 322 + 2 + 5.
Sol.: q(x) = x2 — 3x + 7, r(x) = —22x2% + 8x — 28

2.53 Calculeu I'med i escriviu-lo com a combinaci6 lineal amb coeficients polinomi-
als dels polinomis inicials de R[z]:

@ z*+22+1 i 22+1
Sol. 1= (x*+x2+1)-x2%3(x2+1)
(b) 2* — 423+ 622 —dr+1 i 23 —22+zx—1
Sol:x—1= %(xz74x+5)(x37x2+x71)7i(xfl)(x4f4x3+6x274x+1)
( 23 +1 i 2t —223+222 -2z +1
Sol:1=1(3x2+5x+3)(x* —2x3 +2x2 —2x+1) — £(8x3 —x2 —x - 5)(x3 + 1)
(d) 32* —422>+1 i 23 —-3z+2
Sol:x? —2x +1=3(3x% —4x3 +1) — $(8x — 4)(x® - 3x +2)
2.54 Calculeu l'med i escriviu-lo com a combinaci6 lineal polinomial dels polinomis
inicials:
(@ 25+ +z+11i2°+1,aZsx]
Sol:x+1=(x%+xZ+x+1)+x23(x2+1)
(b) 25+ 22+ 2 +11i 22+ 1,aZs[]
Sol:1=(x%+1)(8x* —3x2 +3x+1)+ (-3x)(x® +x2 +x+1)
(© 22 +11i 23— 2%+ 22 +2,aZs[]
Sol:x+3=(x3—x%2+2x+2)— (x—1)(x2+1)
(d) 22—z +4 1 2%+ 22% + 32 + 2, a Z3[x]
Sol.x+1=x(x2-x+4)— (x3+2x%2+3x+2)
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(e) 2+ 11 2% +1,a Zs[7]
Sol:x+1=(x%+1)+ (x3 +x)(x2+1)
2.55 Es x — 3 un divisor de z* + 2% + z + 4 a Zy[z]?, a Z3[z]?, a Zs[z]?, a Zz[x]?
Sol.: no, no, si, no
2.56 Calculeu els polinomis irreductibles de grau < 3 a Zs[z] i tots els irreductibles
de grau < 2 a Zs|[z].
Sol: A Zo[x], x, x+1, x2 +x+1, x3 +x+1, x3 +x2 + 1. A Z3[x] (llevat de multiplicar
per constants) x, x + 1, x + 2, x2 +1, x2 +x+2, xZ2 +2x + 2
2.57 Sigui K uncos. Si f, g,h € K[z]imcd(f,g) = 1,lavors med(fh, g) = med(h, g).
2.58 Factoritzeu completament a Z3[z], a Zs[z] i a Z7[z] els polinomis z* + 1, 2* — 1,
rt+4ia® -2

Sol: AZz[x],x*+1=x*+4=(x2+2x+2)(x2+x+2),x* -1 =(x—1)(x—2)(x2+ 1)
ix3—2=(x+1)3.

AZs[x],x*+1=(x2+2)(x2+3),x* - 1=x*+4=(x-1)(x—2)(x—3)(x—4)ix3 -2 = (x — 3)(x% + 3x + 4).
AZr[x],x*+1=(x2+3x+1)(x2+4x+1),x* -1 =(x-1)(x—6)(xZ + 1) x* + 4 = (x2 + 2x + 2)(x% + 5x + 2)
ix3 — 2 és irreductible

2.59 Per quins primers p, si n’hi ha algun, els dos polinomis 2°+22% +z i 2%+ 823+
coincideixen com a funcions sobre Z,?

Sol: p=2i3

2.60 Descomponeu z° — z € Zs[z] en producte de factors irreductibles.

Sol.: x® —x = x(x — 1)(x — 2)(x — 3)(x — 4)

2.61 Trobeu tots els polinomis irreductibles a Z[z] de grau 4.
Sol:x* +x+1,x*+x3+1ix?t+x3+xZ+x+1
2.62 Descomponeu en factors irreductibles els segiients polinomis de Z»[z]:
(@ 28 +2* +23 +22+1
Sol:x8 +xt+x3+x2+1=(x2+x+1)*+x3+xZ2+x+1)
b) 28 + 27+ 20 2t 41
Sol:xB +x7 +x0 +xt+1=(x*+x3+x2+x+1)(x*+x+1)
(c) z'6 — 2
Sol:x'6 —x =x(x+1)(x2 +x+ 1)(x* +x+ )(x* +x3 + 1)(x* +x3 +xZ +x+ 1)
(d) 2" +28 +2* +1
e 219+ + 2"+ a3+ 2% +1
Sol:x0 4+ x9 4+ x7T+x3+x24+1=(x+1)x3+x%+1)(x3+x+1)
) 20 +2" 4t 2t 42+ 1

2.63 Factoritzeu:

(@) 2%+ 22% + 52 + 1 a Z7[z]

Sol.: és irreductible
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(b) 2% + 2% — 3z — 1 a Zs[z]
Sol: x3 +x2 —3x— 1= (x+3)(x2 +3x +3)
2.64 Per a cada primer p, trobeu un polinomi no constant amb coeficients a Z,, que
tingui derivada nulla.
Sol.: f(x) = xP

2.65 Proveu el Teorema de Wilson (si p és un primer senar, llavors (p — 1)! =
—1(mod p)) del segiient mode:

(a) Proveu que a Z,[z] el polinomi f(z) = P~ — 1 factoritza com f(z) =
(x—=1)(x—2)---(x — (p—1)) (useu el teorema de Fermat i el teorema de
l'arrel a Z,[x].)

(b) Avalueu f(0).
2.66 Demostreu que, si p = 1(mod 4), llavors (251)1? = —1(mod p).
2.67 Demostreu que z° + 22 4 1 és irreductible a Z|z].

2.68 Digueusi els polinomis z° i 2% — 1 tenen invers a Zs[z] /(z?+22+1) i calculeu-lo
en cas afirmatiu.

Sol.: Invers de [x%] és [x] i [x% — 1] no té invers

2.69 Trobeu els divisors de zero de Zs[z]/ (23 + 222 + z + 2).
Sol.: [(x + 3)(ax + b)] i [(x + 2)(ax + b)], Va,b € Zs
2.70 Resoleu, si és possible:
@) (@®+x+1)f(z) =1 (mod x* + x + 1) a Zy[z]
Sol.: f(x) = (x2 + 1) (mod x* +x + 1)
(b) 2+ 1)f(z) =1 (mod 222 + 22 + 2) a Z3|x]
Sol.: No té solucié
(@ (2 +1)f(x) =22+ 2+ 1 (mod z* + 1) a Zy[z]
Sol.: No té solucié
(d) 2z +1)f(x) =1 (mod 22% + 2x + 1) a Z3[z]
Sol.: f(x) = (x + 2) (mod 2x2 + 2x + 1)






3.1

Capitol 3
Problemes de cossos finits

Per quins polinomis f(x) de Zz[z] el quocient Z[x]/(f(z)) és un cos de 4 ele-
ments? Doneu-ne un element primitiu i la taula d’equivaléncies potencial-
vectorial-polinomial. Doneu també una taula per la suma i una taula pel pro-
ducte.

Resposta:

Per tal que Zs[z]/(f(x)) sigui un cos de 4 elements, cal que el grau de f(z) sigui
2. Els polinomis de grau 2 sén

.I2

o 22+ 1
o 2?41
e 22+ x+1
Cap dels tres primers polinomis és irreductible a Zs[z]. En efecte, 2% = = - z,

22+ 1=(x+1) (z+1)iz?+ a2 =z(xr+ 1). El quart és irreductible ja que és
degrau3inotéarrels (0 +0+1#0i12+1+1#0).

Comprovem que la classe de x és un element primitiu. Diguem o = [z]. Tenim

a*=a’—(a®+a+1) =—a—1=a+1 # 1i, per tant, és un element primitiu.

La taula d’equivalencies potencial-vectorial-polinomial és la segtient:

0 | (0,0) 0
a1 (1,0) | 1
a | (0,1) !
2| (L) |1+«
Les taules de la suma i del producte sén
[+lo0f1]afe®]] [x]O[1[alfo]
0offo]1]ala? 010 O] 0|0
1 110 [a?] « Tlo] 1] ala?
allala® 0] 1 allo]ala?|1
Zlla?]al1]0 A2l0]la?] 1]«

51
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3.2 * Considerem Z3[x]/(x? + = + 2)

(a) Demostreu que és un cos.
(b) Quants elements té?
(c) Es a = [z] un element primitiu? Per qué?

(d) Doneu-ne una taula d’equivaléncies amb les notacions potencial, polino-
mial i vectorial.

(e) Calculeu o? (M)

ad—a

Resposta:

(a) Calveure siz?+ x + 2 és irreductible i ho és perque té grau 2 i no té arrels
(FO)=2#0, f(1) = 1 £ 01 f(2) = 2 £ 0).

(b) 32=09.

(c) Els tnics ordres possibles dels elements de Z3[z] /(2 + z + 2) s6n els divi-
sorsde 9 — 1 =8, ésadir, {1,2,4,8}. Perdo alia?séon # 1iat = (a?)? =
2a+1)?=4a’+4a+1=a’+a+1=2a+1+a+1=2%#1.Pertant,
l'ordre d’ano és 1,2 ni 4 i ha de ser 8.

(d)

P02 RR R s o
[an

[\}

S

+

A

® N O Ok W N

w

2 04207045+04 2 a47a5+a _ 2 (2=2a4a) _ 2 (242 _ 2 ([ a”
(e) o ad—a = ad—a = 2a+2—a = a+2 = ab

22
)
|
e
|
Q

3.3 Demostreu que z® + 2% + 1 és irreductible a Z»[z] i, a partir d’aqui, construiu
un cos finit de vuit elements.

Resposta:

Si p(z) = 23 + 22 + 1 no fos irreductible a Zs[z], podriem expressar-lo com a
producte de polinomis (tres de grau 1 o un de grau 1 i un de grau 2). Per tant,
intentarem descompondre p(x) en (z — 0) - g(z) o (x — 1) - h(z).

Substituint x per 0 a p(z) déna 1, i substituint x per 1, també. Llavors, p(x) és
irreductible.

Construim ara el cos Zs[z]/2® + 22 + 1 com:

{[0], 1], [z], [1 + =], [2°], 1 + 27, [z + 2°], [1 + = + 2%]}
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Agafem a = [z + 1] i trobem les potencies de « (recordeu que en els calculs
hem d’anar fent modul 23 + 22 + 1).

L’element que hem triat és primitiu, perque anem trobant tots els elements
diferents del cos, fins que fem a7 i veiem que és el mateix que a*:

a=[z+1]

Ara podem escriure la taula d’equivaléncies potencial-polinomial-vectorial:

Pot. Pol. Vec.

a~® 0 (0,0,0)
al 1 (1,0,0)
al rz+1 (1,1,0)
a? 22 +1 (1,0,1)
a? x (0,1,0)
at 22+ (0,1,1)
o | 22+x+1] (1,1,1)
ab x? (0,0,1)

3.4 Hom pensa que la quantitat de solucions d’una equaci6 polinomica de grau m
és, com a maxim, m. Fixeu-vos en 1'equacié polinomica: x? —1=0,iobserveu
que té quatre solucions a Zg; v = 1,z = 3,2 = 5,2 = 7. Quin és el problema?
Resposta:

Podem veure que l'equacié z? — 1 = 0 té quatre solucions: 1,3,51 7 a Z/8.
L'enunciat del problema es refereix al fet que una equacié polinomica de grau
n, a coeficients en un cos, té, com a maxim, n solucions.

En el nostre problema, els coeficients ho sén a Z/8, que no és un cos.

3.5 Escriviu la taula d’equivalencies per al cos finit Fy4, amb generador a.

o + a3
(a) Determineu § com a potencia de o, on § = ' —— 41
1+ al2
(b) Trobeu totes les arrels de I'equacié:
1
o’z + (® 4+ o)z + ta =0

ot
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Resposta:

Treballarem amb el cos Fos = Zs[z]/f(x), on f(x) és un polinomi irreductible
de grau 4 i coeficients a Zs.

Primerament, hem de trobar un polinomi irreductible i primitiu de quart grau.
Trobem, primer, tots els polinomis irreductibles:

Degraul — z, x + 1.

De grau2 — z% +z + 1.

Degrau3 — 2% + 2%+ 1, 2° + = + 1.
Degraud — a2+ a3+ 22 + o+ 1, 2t + 22 + 1, 2 + 2 + 1.

D’aquests tltims polinomis de quart grau, en cercarem un que sigui primitiu,
és a dir, que les seves arrels tinguin ordre p™ — 1 = 15.

Comprovem el polinomi z* + 23 + 2% + z + 1:
Sigui o una arrel, llavors

=+’ +a+1,
P=at+at+at+a=1,

a® =1 = ano és d’ordre 15; per tant, el polinomi no és primitiu.
Comprovem ara el polinomi z* + 23 + 1:

Sigui o una arrel, llavors

at=a+1
P=ct+a=a+a+1
S=ct+l+a=a+a2+a+1
o =ct+t+t+a=a2+a+1
B =0+ a?+a

o =ct4+t+a2=0%+1
al® = a3 + o
adl=ot4+a?=a+a?+1
a2=04+04+af+1=a+1
al® =02+«

alt = a3 4+ a2

a® =1

B —d+a’+a+l1+a+1+a’=a

o

Per tant, el polinomi z* + 2 + 1 és primitiu.

Aixi, doncs, utilitzarem el polinomi primitiu 24 +23+1iFos = Zo[z]/z*+23+1.
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La taula d’equivaléncies potencial-vectorial és, doncs,

(0000)

S
© 0 N A W N RO

e e e e
S R Ry )

QL RO RRLRRROR R

(0011)

(a) Per determinar 6 com a potencia de ¢, calcularem:

7 23
a’ +«
0 = OZ10+W+1 = Ck10+

7 8 4
LY =0l 41 = a0 = a2,
«

(b) Per trobar les arrels de 'equacid, hem de resoldre:

14+«
1

o'zt + (o® + o)z +

=0,
(67

osigui: a’z% + x + .
Per recerca exhaustiva sobre aquesta equacio, trobem les arrels o i o!'3.

3.6 * (a) Per que per comprovar que un polinomi de grau menor o igual que 3 és
irreductible n’hi ha prou de veure que no té arrels?

(b) Considerem el conjunt P de polinomis amb coeficients a Z3 que tenen
exactament un monomi de grau senar i coeficient 1 i la resta de monomis
de grau parell. Doneu-ne un exemple.

(c) Demostreu que un polinomi p € P que sigui irreductible ha de complir:
(a) La suma dels seus coeficients no és mdltiple de 3.

(b) La suma dels seus coeficients no és congruent amb 2 modul 3.

(d) Doneu una altra condicié que ha de complir un polinomi de P que sigui
irreductible.

(e) Utilitzeu els apartats anteriors per donar un polinomi que generi Fo;.
Resposta:

(a) Perque si té grau 2 només es pot descompondre en producte de dos poli-
nomis de grau 1, mentre que si té grau 3 només es pot descompondre en
producte d’un polinomi de grau 1 per un altre de grau 2 o bé en producte
de tres polinomis de grau 1. En tots els casos es necessita un factor de
grau 1. Pero si no té arrels, aleshores no té factors de grau 1 i, per tant, no
es descompon i és irreductible.
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b) *+22+2€P

(c) (a) La suma dels coeficients de p és p(1). Si p(1) és un maultiple de 3,
aleshores s’anul-la a Z3 i 1 és una arrel de p. Per tant, p no és irre-
ductible.

(b) Tenim que 2? = 4 = 1 a Zj. Per tant, 2" = { Lsir és parell,

2 sir és senar.

Tenim que p(2) és la suma de coeficients més 1 i, per tant, p(2) no
s’anul-la a Z3 siinomés si la suma de coeficients és congruent amb 2
modul 3.

(d) El coeficient constant, com que és p(0), no ha de ser nul.
(e) 23 4+222 +10obéa® + 22+ 2.

3.7 Considerem els segiients polinomis de Z3[z].

o flz) =2 +2°+2,

o glx)=a%+22+1,

o h(x) =23+ 222 + 2.
Sabem que

e 'l mod f(z) =2 +1,
e ' mod g(z) =22+ +2,
e ' mod h(z) =222+ + 1.

(@) Quins d’aquests polinomis sén irreductibles?
(b) Quins dels polinomis irreductibles sén primitius?

(c) Per quins polinomis, en fer quocient a Zs[z] s’obté un cos? De quants
elements?

(d) Per quins dels polinomis anteriors que, en fer quocient, ens donen un cos,
podem expressar qualsevol element del cos com a potencia de la classe de
2 en el quocient?

3.8 Sigui Fo; = F3/(2® + 22 + 1). Diguem o = [z]. Siguin f = 27 —1ig =
zt 4+ ax? + o2z + 2.
(a) Doneu una taula exponencial-vectorial de Fa7.
(b) Doneu el quocient i el residu de dividir f entre g.
(c) Calculeu la derivada de g.

(d) Avalueu el quocient — % en as.

Resposta:

(b) 23 + oMz +a®ia?' 23 + a'%2? + a2 + ab.
(c) 2% + oMz + a?.

(d) 2.

3.9 (a) Comproveu que el polinomi 2% + z2 + 1 és irreductible i primitiu sobre F.
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(b) Construiu Fg utilitzant aquest polinomi, denotant « la classe de z. Doneu-
ne una taula exponencial-vectorial.

(c) Calculeu el polinomi (z — a)(z — o?)(z — a3).
(d) Considerem el polinomi u(z) = ax + a3z + 2* + %25, Calculeu
e 51 = u(a).
o 5o = u(a?).
o s3 =u(a?).
(e) Considerem els polinomis o(x) = 1+ i S(x) = s1 + 527 + s3x?. Calculeu
T(x) = S(z)o(x).
(f) Calculeu el quocient g i el residu 7o de dividir T'(z) entre z°.
(g) Calculeu el quocient ¢; i el residu r; de dividir 23 entre rg.
(h) Calculeu les arrels i la derivada del producte o (z)g1(z).
3.10 Trobeu tots els polinomis irreductibles de grau 5 definits sobre Z,. Digueu
quins d’aquests sén primitius.
Resposta:

Hem de trobar tots els polinomis irreductibles de grau 5 sobre Z,.

Degraul — z, z + 1.

De grau2 — 22 + . + 1.

Degrau3 — a* + 22 + 1, 2° + = + 1.
Degrau4—)x4+x3+x2+x+1, 42 +1, 2t +x+ 1

Els polinomis irreductibles de grau 5 han de tenir sempre terme independent
(sino, serien divisibles per z) i un nombre senar de termes (si no serien divisi-
bles per (z + 1)).

Aixi, doncs, tenim vuit possibles candidats a ser polinomis irreductibles; pero,
descartant els dos que sén productes de polinomis de grau 2 i 3, ens quedem
amb els polinomis irreductibles segiients:

24341
2+ +1
P+l 4+a+1
2+t +a+1
P+t +ar+1
Pttt 422 +1

En total, tenim sis polinomis irreductibles de grau 5 sobre Z,.

Sigui Fys = Zs[x]/ f(z) el cos generat a partir del polinomi primitiu f(z), lla-
vors l'ordre de a (o« = [z]) haura de ser divisor de 2° — 1 = 31.

Com que 31 és un nombre primer, els tnics divisors de 31 seran 11 31.

Sabem que a' = a # 1ja que f(z) és irreductible i, per tant, tots els polinomis
irreductibles de grau 5 seran primitius.
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3.11 Trobeu els valors de m per als quals 2 + ma + 2 és un polinomi irreductible
primitiu a Zq [z].

Resposta:

Hem de trobar tots els m tals que el polinomi p(z) = 2% + mx + 2 sigui irre-
ductible i primitiu a Z/11[z].

Primer trobarem els valors de m per als quals p(z) és irreductible. Per fer-ho,
suposarem que 22 + mz + 2 = (z — a)(z — b).

I2+mx+2=(:v—a)(x—b):

=22 —br—azx+ab=

=2%—(a+b)x+ab

Llavors veiem que s’han de complir les equacions:

—(a+b)=m
ab=2
I trobem les solucions:
a=1 b=2 m=8
a=2 b=1 m=8
a=3 b=8 m=0
a=4 b=6 m=1

a=5 b=7 m=10

a=6 b=4 m=1

a=7 b=5 m=10

a=8 b=3 m=0

a=9 b=10 m=3

a=10 b=9 m=3
La conclusi6 és que els possibles valors de m perque p(z) sigui irreductible s6n
2,4,5,6,719.

Finalment, hem de substituir m per aquests valors i mirar que p(z) sigui prim-
itiu. Per veure que un polinomi és primitiu, hem de comprovar que les seves
arrels tinguin ordre p™ — 1, o sigui, ordre 120. Un element o té ordre i si
o = a® = 1 dins el cos en el qual estem treballant. Llavors, hauriem d’a-
gafar a = [z] com a arrel i anar fent poténcies d’aquest element fins a arribar
aun i tal que o’ = 1. Si aquest i és 120 (ordre maxim), podem dir que aquest
element és primitiu.

(Recordeu que no cal calcular totes les poténcies de « fins a 120. N'hi ha prou
fent a* amb ¢ divisor de 120).

Fent aixo, ens queden com a valors que fan que p(z) sigui primitiu m = 4, 5,6
i7.
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3.12 Per a quins valorsde p (p = 3,5, 7, 11,13, 19, 23) es pot construir un cos d’ordre
p? usant el polinomi 22 + 1?

Resposta:

Hem d’esbrinar per a quins valors de p es pot construir un cos amb p? elements
a partir del polinomi irreductible z? + 1, és a dir, hem de construir un cos
Fp2 = Zylx]/2z* + 1.

Si f(x) = 2% + 1 no és irreductible, podra ser descompost de la forma (z —
a)(z —b). Aleshores, si existeixen valors z = ¢ 0 z = b tals que f(x) = 0 mod p,
f(z) no sera irreductible i, per tant, Z,[x]/z* + 1 no sera un cos.

Suposem f(x) = 0; llavors, tindriem 2> + 1 =0iz? = =1 = p — 1 mod p.

Aixi, doncs, comprovarem si p— 1 té arrel quadrada modul p i, en cas afirmatiu,
f(z) no sera irreductible.

Per p = 3: 22 = 2 no té solucié = f(x) és irreductible.

Per p = 5: 22 = 4 té solucié © = 2, x = —2 = f(z) no és irreductible.
Per p = 7: 22 = 6 no té soluci6 = f(z) és irreductible.
Per p = 11: 22 = 10 no té soluci6 = f(x) és irreductible.

Per p = 13: 22 = 12 té solucié x = 5 (5> = 25 = 12 mod p) = f(z) no és
irreductible.

Per p = 19: 2% = 18 no té soluci6 = f(x) és irreductible.

Per p = 23: 22 = 22 no té solucié6 = f(x) és irreductible.

Els valors