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Proleg

Aquest llibre, Matematiques II, no pretén ser una segona part de Matematiques I, sin6
més aviat, pretén ser una primera aproximacié a la branca de loptimitzacié en 'ambit
empresarial.

Val a dir, que si més no, si té el mateix origen que Matematiques I. O sigui com un
recull de pagines, dins i fora de les aules on simparteix l'assignatura de Matematiques
IT a la Facultat d'Economia i Empresa de la Universitat Rovira i Virgili.

Aquest recull es convertiria amb les pagines il-lustrades, que segueixen a conti-
nuacid. I aixi per tant, proporcionar a l'alumnat material de suport en el transcurs de
l'assignatura, per tal de facilitar l'adquisici6 de les competéncies necessaries, i aixi pos-
teriorment, poder-les posar en practica.

Tot plegat, agraeixo el suport a la meva familia, als meus alumnes, a totes aquelles
persones que m'han envoltat i indeliberadament, han deixat el seu gra de sorra, a tot el
personal de Publicacions URYV, i a tot el personal de la Facultat d’Economia i Empresa
de la URYV, especialment per les seves aportacions i les seves opinions, en diverses parts

del text a Norberto Marquez, a Francesc Llerena i a Cori Vilella.
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Tema 1: Formes quadratiques

1.1 Formes quadratiques i matriu associada

Recordem que era una matriu simetrica:

Una matriu simétrica és aquella matriu quadrada, en qué els elements que hi ha per

sobre la diagonal principal sén iguals als que hi ha per sota; és a dir, els elements a_=a._
i i

peri=L1..,n1j=1..,n.

Exemples:
-1 8
1 -6
A=18 =2 0 B =
-6 7
0 3

Nota: A éssimeétrica <> A= A'

Que és una forma quadratica?
Sigui A una matriu simétrica dordre n. Definim la forma quadratica associada a la ma-

triu A ila denotarem per q a laplicacié segiient:
q:R"——R

X

(X;5 %50 x,) 2 (x),x,,0,x,) - A

11
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Exemples: Lo
1) Considerem la matriu 4 = (0 1) ; llavors:

g,:R> ——R
(x.9) *—>(xy>'(1 0)-(x)=(x y)-(x)=x2+y2
’ ’ 0 1)ty h%
Per tant, lexpressié polindmica de la forma quadratica sera g, (x,y) = X* + y.
1 -1 2
2) Considerem la matriu 4=|-1 -2 1 |;llavors:
2 1 0
g,:R>——R
I -1 2\ /(x X
(x,y,z)H(x,y,z) -1 =2 1|y =(x—y+2z -x-2y+z 2x+y)- y|=
2 1 0)\{z z

=x"-2y" - 2xy+4xz+2yz

Per tant, lexpressié polinomica de la forma quadratica sera:

q,(x,y,2)=x> =2y° =2xy+4xz+2yz

Propietats

Sigui q la forma quadratica associada a la matriu A, « €ERi VER". Llavors, es com-

pleix:

1) q(0,..,0) =0
2) g(av) = a’q(¥)

Exemple: Lo
1) Sigui 4 = (O 1) , V=(1,-2) i @ =3.Comprovem la segona propietat:
g:R*—=R
I 0) (x X
(x,) *—>(x,y)'(0 1)( )=(x y)'( )=x2 +y’
y y

Per tant, la forma quadratica serd q(x,y) = x* + y?. Llavors:

q(av) = q(3-(1,-2)) = ¢(3,-6) = 3" +(~=6)" = 45

a*q(i) =3*q(7) =9-q((1-2)) = 9+ (* + (-2)* )= 45} = qlav)=aq(v)

12



MaTtemATIQUES II

Fins aqui sabem trobar la forma quadratica (o expressid polindmica) associada a

una matriu A. Perd podem trobar a partir de la matriu associada A la forma quadratica

q (o expressi6 polindmica)? Vegem-ho amb uns exemples:
Nota: Recordeu que la matriu A que hem dobtenir ha de ser simétrica.

Exemples:
1) Considerem la forma quadratica ¢,(x,y) =x’ + y* —=2xy i busquem la matriu

a b L.
A= b , que eés simetrica.
c

Sabem la relacié segiient:
g R*=>R
I 5 a b x _ § § x g , 2
(x,)) (x,)) i : =lax+oy oLx+4cy) =ax" +2bxy+cy
hoe) \y y

Per tant:

ax® +2byx+cy’ = x> +y° = 2xy

Igualem component a component i obtenim que:

a=1 (Igualant les x*) a=1 . .
2b=-2 (lgualant les xy) — b=-1 — 4 =( . _1 )

c=1 (Igualant les y*) c=1

2) Considerem la forma quadratica g, (x,y,z) = =3x” +5y” +4z° —4xy + 6xz + 2yz

i busquem la matriu associada

a b c
A=|b d e |, queéssimetrica.
c e f
Sabem la relacié segiient:
g,:R’ — R
a b ¢ x x
(x,,2) ——=(x,y.2) |5 d Ay|=lax+by+cz bx+dy+ z cx+ y+ iz |y|=
c z z
2, : 52 2
=ax” +oxy+tezx+oxy+dy + zy+toxz+ 27 =
=ax® +ady* + z* + 2bxy + 2czx+ 2 zy
Per tant:

ax’ +dy” + fz° +2byx + 2czx + 2ezy = -3x° +5y° + 477 —4xy + 6xz7+2yz

13
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Igualem component a component i obtenim que:

(a=-3
d=5
f=4 (Igualant les z°)
| 2b=-4 (lgualant les xy)

2¢=6 (lgualant les xz)

(Igualant les x*)
(Igualant les y*)

2e =2 (lgualant les yz)

(a=-3

NSRS
I Il
| W
Lo

I
- W

§

-3 -2 3
-2 5 1
3 4

De manera analoga, obtenim el cas d'una forma quadratica de dimensié 4:
g q

RS> R

(x,y,z,6) = (x,y,2,8)

r
N NN

=ax? ey +hz? 4 P 42 xy+ 2oxz 4 2y + 2dix+ 2gty + 287

Polinomi caracteristic:

Sigui A una matriu simétrica dordre n. Anomenarem el polinomi caracteristic

de la matriu A i el denotarem per p,(A), el polinomi de grau n resultant del calcul del

determinant |A - M | .

una matriu dordre n, llavors el polinomi

ap a,,
Es a dir, sigui 4=

anl ann
caracteristic sera:

a, -A a
Ay — A
pa(A)=|A-2l,|=
an—l n-1 " A'
anl nn

14
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Exemple:
1 -1 2
Sigui 4=|-1 0 1|.Busquem el polinomi caracteristic:
2 1 1
1-A -1 2
pAM)=[-1 =4 1 |[=-A1=-1)"=2-2+4A-(1-1)-(1-A)=-A"+21 +51-6
2 1 1-A

Per tant, el polinomi caracteristic de la matriu A és p,(4) = A +2X° +5A-6

Valor propi:
Sigui A una matriu dordre ni p,(A) el polinomi caracteristic associat a aquesta
matriu. Anomenarem valors propis de la matriu A i els denotarem per A 7 per j=1,..m,

els valors reals, tal que

p.s(A) =|A4=21|=0; és a dir, quan p,(A) = 0; per tant, les arrels del polinomi ca-
racteristic.
Exemple:
1) Prenem la matriu A de lexemple anterior:
I -1 2
A=|-1 0 1
2 1 1

Busquem el polinomi caracteristic:

1-A -1 2
pA)=l-1 -4 1 |==A1=-2)>=2-2+44A-(1-2)-(1-21)==-X +21> +51-6
2 1 1-2

Per tant, el polinomi caracteristic de la matriu A és p, (1) =-A" +24* +54 -6

Ara busquem les arrels d'aquest polinomi i obtindrem els valors propis de la ma-
triu A:

A +2X4 +54-6=0

-1 2 5 -6

1 -1 1 6
-1 1 6 Lo

-2 2 -6
-1 3 o

3 -3

T -1[0

Per tant, els valors propis seran: 4,=1, 4,=-2 i A;=3,

15
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Menor principal:
Sigui A una matriu dordre n. Anomenarem menor principal dordre j de la matriu

, el determinant de la submatriu que sobté de les primeres j

A i el denotarem per ‘Aj
files i les j primeres columnes de la matriu A.

Exemple: 1 -1 2
1) Busquem tots els menors principals de la matriu 4={-1 0 1
2 1 1

1 -1 2
-1
4]=1 , |4]= Lot 4| =]-1 0 1]=-6
2 11

1.2 Classificaci6 de les formes quadratiques

Donada una forma quadratica g: R"—=Ri v = (x,,...,x,) € R"un vector. Diem que:

q(V) és definida positivasi ¢(v) >0, VWER", v = 0.

q(V) és definida negativasi ¢(¥)<0, V¥ER", ¥ =0.

q(V) és semidefinida positiva si ¢(¥) =0, VVE R"i i = 0, tal que ¢(ii) = 0.
q(V) és semidefinida negativa si ¢(v) <0, VVER"i i =0, tal que ¢(i) =0 .
q(V) ésindefinida si 3u,wER", tal que q(u) >0 i g(w) < 0.

Exemples:

1) ¢,(x,») =x" +y? és definida positiva, ja que prenent qualsevol vector si fem la
suma de les seves components al quadrat sempre serd positiu, excepte el vector nul.

2) q,(x,y) =(x+)* és semidefinida positiva, ja que ¢,(x,y)=0 per a qualsevol
vector i existeix, per exemple, el vector # = (3,-3) no nul, tal que ¢(3,-3) = 0.

3) ¢;(x,y)=x"-y* és indefinida, ja que si prenem, per exemple, els vectors
u, =(3,2)1 u, =(0,3) tenim que ¢(3,2)=5>01¢q(0,3)=-9<0.

Perd, normalment, no sera tan senzill classificar-la. Per aixd necessitarem fer as

dalguns métodes per poder-ho dur a terme.
Veurem dos métodes:

— Meétode utilitzant els valors propis de A.

— Meétode utilitzant els menors principals.

16
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Meétode utilitzant els valors propis de A

Aquest meétode classifica una forma quadratica en funcié del signe dels valors propis de
la matriu associada.

Llavors, sigui ¢:R" —R una forma quadraticai 4,, .., 4, els valors propis de la
matriu associada.

Direm que:

q és definida positiva <> 4, >0 Vi (‘Tots els valors propis sén positius)

q és definida negativa < 4, <0 Vi (Tots els valors propis sén negatius)

q és semidefinida positiva < 4, 20 Vi (Tots els valors propis sén positius o
zero)

q és semidefinida negativa < A, <0 Vi (Tots els valors propis sén negatius o
zero)

q és indefinida < 3A, >01i A, <0 i,jEN (Hi ha valors propis estrictament

positius i valors propis estrictament negatius)

Meétode utilitzant els menors principals

Aquest métode classifica una forma quadratica en funcié del signe dels menors princi-
pals de la matriu associada A d'odre n.

Diem que:

1) Si |4/ =0 (La forma quadratica g no és semidefinida).

+ Si|4]>0,..,]4,|]>0 = q és definida positiva.

g ‘Aj‘ >0 sijés parell
+ Si

= q és definida negativa.
‘Ai‘ <0 sijés senar

+ g ésindefinida per a la resta de casos.

2) Si |4] =0 (La forma quadratica q no és definida).
+ Sil4]> 0,----,‘Aj‘ >0 essent ] <n = 0és semidefinida positiva.

S ‘A./" >0 sijés parell

i o essent j<n = (Q éssemidefinida negativa.
‘Ai‘ <0 i jés senar

« g ésindefinida per a la resta de casos, tal que ‘A‘,“ #0 essentj < n.
En la resta de casos, el métode no decideix i utilitzarem el criteri dels valors propis.
Exemples:

1) g(x,y) = x? = 2xy+4y°

17
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Busquem la matriu associada a aquesta forma quadratica:

ax® +2byx+cy’ = x° -2xy+4y°

Per tant:
a=1 a=1
2h=-2 — b=-1
c=4 c=4

Aixi ens queda la matriu:

I -1
A=
-]
Apliquem el métode utilitzant els valors propis de A:

! ! —(I—A)( —)\,)—1—12—5)\,+3
= 4 =
-1 4_A’

5+4/13 5-J13
2

A -5A+3=0 — A = 5 ~4302>0 A, = ~(0'697 >0

Com que tots els valors propis son positius, tindrem que la forma quadratica és
definida positiva.
Apliquem el métode utilitzant els menors principals de A:

al- ol )
~1 4

Com que |4| =|4,| =3 = 0 i els menors principals de la matriu associada son posi-

tius, tindrem que la forma quadratica és definida positiva.

2) q(x,y,2) = -3x> +2xy - y> +2°
Busquem la matriu associada a aquesta forma quadratica:

ax’ +dy’ + fz° +2byx + 2czx + 2ezy = =3x" +2xy -y +7°

18
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Per tant:
(a=-3 (a=-3
2b=2 b=
c=0 c=0
9 _ _1 < _ _1
2e=0 e=0
fe -
Aixi ens queda la matriu:
-3 1
A= 1 =10
0 0 1

Apliquem el meétode utilitzant els valors propis de A:

“3-a 1 0
=4 0 |=(B=A)=1-A)1=A)=(1=2A) = =2 =31% +24 +2
0 0 1-4

X 34244220 — A =1 , A =-2-+2~-34142,
A =-2++2 ~-0,5857

En el cas que hi hagi valors propis positius i negatius, tindrem que la forma qua-
dratica és indefinida.

Apliquem el meétode utilitzant els menors principals de A:

o -3 1 0
4]=-3 ., |4|= R L 4,=|1 -1 0/=2
) 0 0 1

Com que |4 =|4,|=2 =0 i els menors principals de la matriu associada sén po-

sitius 1 negatius, pero el|A3| >0 i té subindex senar; per tant, la forma quadratica és

indefinida.

19






Tema 2: Funcions de diverses variables

2.1 Continuitat de funcions
Conceptes basics

+ Funcid escalar o real de n variables reals:
Es una aplicacié tal que:
f:ACR"—R

(X e X)) > f(X) 00y X,)

+ Funcié vectorial de » variables reals:
Es una aplicaci6 tal que:
f:ACR"—>R"

on X =(x,...x,) és un vector de R" i f,(¥),..., £, (X¥) sén un conjunt de funcions

escalars que anomenarem funcions components.
Exemples:
1)

f:ACR*—R
(x,y)H3x2+y

Aquesta funcié és escalar, ja que la imatge de qualsevol vector de R? és un escalar.
q Jaq g q

Per exemple, si busquem la imatge dels vectors (1, 2) i (4, —3):

f(1,2)=31"+2=5 f(4,-3)=3-4*-3=45

21
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2)
f:ACR*—R’

(x,3) (% ,x=3x"y, In(x + y))

Aquesta funcid és vectorial, ja que la imatge de qualsevol vector de R 2 ésun vec-

tor. Per exemple, si busquem la imatge dels vectors (1, 2) i (4, —3):

f(1,2)=(%,1—3-12 -2,ln(l+2))=(%,—5,ln(3))

f(4,—3)=(—§,4—3-42 -(—3),1n(4—3))=(—%,148,0)

A més, aquesta funci6 vectorial conté tres funcions components:

X
f1=; fr=x=3x7y i =In(x+y)
Domini:

Definim el domini d'una funcié de diverses variables f: 4CR”"—R", com la in-

terseccié dels dominis de cadascuna de les funcions components.
Domf:{;ce R" IEIf(;c) }gR’" on Dom f =0 Dom f,
Exemple:

1) f(x,y)=(£ ,x—3x2y,ln(x+y))
Y

Per tant, tenim que:

X
f1=; fo=x-3x"y fy=In(x+y)

Dom f, ={(x,y)ER" | y = 0}
Dom f, =R? Dom f = Dom f, N\ Dom f, N Dom f,
Dom f, ={(x,y)ER” | x+y > 0}

Llavors, Dom f ={(x,y)ER* |x+y >0,y = 0}

22
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Graficament:
Dom f, Dom f, Dom f,
[
I
|
Imétge 1 Imatge 2 Imatge 3
Dom f = Dom f, N\ Dom f, N Dom f,
Imatge 4
Imatge:

Definim la imatge de f: 4 CR"—R" com:

f(A):Imf={§e R"13xe R ,f(i):}}

Exemple:
1) f(x’y)=x2+y2 Im f =[0,+)

Grafica:
Definimlagraficade f: 4 CR"—R" comel conjuntde punts (s X, (X5 X,))

G(f) ={(x,))ER™|y = f(X)}

23
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Exemple:
1) f(x,y)=x*+y?

-
10

10" 4

Imatge 5

Corbes de nivell:

Donada una funcié escalar f: 4 C R”"— R iuna constant kER. Anomenem corba

de nivell k de la funcié fila denotarem per C,, al conjunt:

C, ={*€EACR"| f(F)=k}

Imatge 6 4 Imatge 7

Nota: En I'ambit economic alguns exemples de corbes de nivell sén les corbes d'in-
diferéncia, les isoquantes...

24
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Recordem:

+ Recta y=mx+n,onmésel pendent i nlordenada a l'origen.

+ Circumferéncia: (x—a)*+(y—b)’=r? on (a, b) és el centre i r el radi.

Exemples:
1) f(x,y)=3x-y

A
A AR

Imatge 8 Imatge 9 Imatge 10

Igualem la funcié a ki aillem la y:

3x-y=k — y=3x-k

Donem valors ala k i observem que obtenim rectes:

(k=0 y=3x

k=1 y=3x-1
lk=2 y=3x-2
k=-1 y=3x+1
‘k=—2 y=3x+2

2) f(x,y)=x>+y?

Imatge 11 Imatge 12 Imatge 13

Igualem la funcié a k i observem que obtenim una circumferéncia de radi Jk

25
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x*+y?> =k on k=0

Donem valors ala k i observem que obtenim circumferéncies:

x> +y°=0

0
1 ¥ +yt=1
2

xP 4y =2

XN

-1 ey =1 NOH

Limits de funcions

El concepte de limit de funcions de diverses variables és analeg al de funcions d'una varia-
ble. Es a dir, volem saber cap a on tendeix una funcié quan ens acostem a un cert punt.

Per calcular limits de diverses variables procedirem de la mateixa manera que en
el cas de funcions d’'una variable real. Pero, si obtenim algun tipus d’'indeterminaci6

haurem de plantejar-nos lexisténcia o no existéncia d'aquest limit.

Exemples:
2 3 2 3 2 3
, X+ , X"+ , X"+ 0
1) im 2T 3 2) Iim T FY _9 3) im Y T 9
(x,)=(L2) x + y (x,0)=(0,-3) x + y (x,»)=(0,0) x + y 0

Limits direccionals

Imatge 14

A les funcions reals d'una variable real sols podiem aproximar-nos a un punt per
la dreta o per lesquerra, perd, quan estem en un espai de dimensié més gran amb fun-

cions de diverses variables, hi ha camins infinits per apropar-nos a un punt en concret.

26
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Llavors, si les formes d'aproximar-nos a un punt sén infinites, per tal que existeixi
el limit han d'existir tots els limits sobre qualsevol trajectoria i, a més, aquests han de
coincidir.

Pero6 no és possible calcular-los tots! Llavors, donarem una eina per assegurar la
no-existéncia de limit, o en cas que existeixi ens donara una idea de quin seria el seu
valor.

Podem aproximar-nos de moltes maneres a un punt, ja sigui mitjancant rectes,
paraboles,... Perd ho farem amb coordenades polars.

Coordenades polars:

Y

a4
. Les coordenades polars de-

fineixen una posicid a partir
- d'un angle 0 i d'un modul (o
norma) r. Vegem quina rela-
cié hi ha entre coordenades
cartesianes 1 coordenades

polars:

X=Xx,+r-cost
y=y,+r-sinf

1 onr=010=<0=<27
Imatge 15

Nota: Recordem sin? O +cos?0=1

Exemples:
1)
, Xy , r-cos@-r-sinf , r?-cosf-sinf , cos@ -sinf
lim 2 ; Tim 2 ) p = m— 2 I S R
(x0)=(0,0) x* 4 y~ MO r=0 (p-cosf)” + (r-sinf) r=0p~(cos“ @ +sin" @) r=0(cos” G +sin” )@
=cosf -sinf
(1) Canvi amb coordenades polars: (2) Utilitzem la propietat:
x=r-cos6 5 .
. cos" @ +sin“ 0 =1
y=r-sinf

Aquest limit no existeix, ja que depén del parametre O
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2
) (x-1)*(y+2) —g—lim (1+7-cos@—1)*(-2+r-sinf +2)

@n=0-2) (x = 1) +(y +2)° 00 (1+7-cos0 —1)" +(-2+r-sinf +2) )

r?-cos’@-r-sinf . r’-cos*@-sinf

= lim——— —— = lim——— ———=limr-cos’ 0-sinf =0
r=0p-cos”@+r--sin“ @ r=0r(cos” O +sin” G) @) r=0
(1) Canvi amb coordenades polars: (2) Utilitzem la propietat:
x=1+r-cosf 5 .
i cos“ B +sin“ 0 =1
y==-2+r-sinf

Continuitat de funcions

Direm que una funcié f:4CR"—R" éscontinua siho és en cada funcié component;
és a dir, si les funcions fi, on i=1,...,m sén continues.
Direm que una funcié f;: ACR" — R és continua en un punt x EA, si el limit

quan x tendeix a x, i el valor de la funci6 en el punt x, coincideixen, és a dir:

lim f, = £,(x,)

X—)XO

Per tant, una funcid f sera continua si ho és en tots els punts x &ER".

Exemple:

1) Considerem la funcié:

S(x,y) = % si (x, ) = (0,0)

0 si (x,y)=1(0,0)

La funcié f(x, y) esta definida a trossos, per a (x, y)=(0, 0) correspon la funcié

X’y , , : \

———, que és continua en tots els punts menys els que anul-len el denominador, pero
X +y

el punt (0,0) no pertany al domini de definicid, llavors és continua. Per a (x, y)=(0, 0) és

la funcié constant 0 que sempre és continua. Ara sols ens cal estudiar qué passa al punt

de tall, vegem si el limit de la funcié quan tendeix a (0,0) coincideix amb el valor f{(0, 0):

lim | 1(x,y)=7(0,0)

(x,»)=(0,0
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2 2 2 . 3 2 .
X 0o r°-cos“6-r-sinf , r>-cos”0-sinf , .
Y =limr-cos*0-sinf =0

lim 2 7 =T m— 2 72 m— 2 )
(r)=(0.0) X7 4y 0Wr=0p=-cos"@+r--sin“@d —0r°-(cos” O +sin~ @) 2r>0

(1) Canvi amb coordenades polars: (2) Utilitzem la propietat:
x=r-cos0 5 .
" cos" B +sin" 0 =1
y =r-sin

f(0,0)=0

Per tant, la funcid f(x,y) és continua en tots els seus punts de R

2.2 Calcul de derivades parcials

Sigui f: 4 CR"—R una funcié escalar.

Derivada parcial:

Es denomina derivada parcial respecte la i-¢sima component, o respecte la variable x,
de la funcié famb i = 1...,n, a la derivada de la funcié f considerant com a variable la X,

ila resta de variables com a constants. Ho denotarem per:

I (x)
ox,

1

Altres notacions: f,(¥) , D,f(X) , (%)(i), a%f(yf)

i

Exemples:

Busquem totes les derivades parcials de les funcions segiients:

1) f(x,y)=x"+y-3
Py . Py _
dx ay

2) f(x,y)=x"y-2x
af(xﬁy)=2xy_2 af(an’)=x2
0x

ay
3) f(x,y,2)=x"y’ =2In(z) +xz + 4
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af(xayaz)=3x2y2 af(xayaz)=_%

L2 x4z
4 ay 0z z

of (x,,2) .
ox

Gradient:

Sigui f:A4CR"— R una funcié de diverses variables i ¥ = (x,....x, )€ 4, definim el vec-

tor gradient de f, i el denotarem per V/f(¥) com:

V/(F) = ( 6](;(55) af()?))

X, ox

n

Exemple:
1) f(x,y)=x"y-2x

Vi(x,y) = (af(a);,y)’af(aa;y)) = (2xy—2 , xz)

Matriu jacobiana:

Sigui f:4CR"—R" una funcié vectorial de diverses variables i ¥ = (x,,...x, )E 4, de-

finim la matriu jacobiana de f com la matriu dels vectors gradients de les funcions com-
J g

ponents i ho denotarem per Jf(X) com:

af, (x) 9, (%) f, (X)
Vf, (%) ox, 0x, o ox,
sz(f) of,(x)  9f,(X) of (X)
ox, 0x, ox,
HE= |-
VL) |of,® i@ ARG
ox, 0x, o ox,
Exemple:
1) f(x,y) = (x3 +sin(y), 2y +xy, In(2x + y) + 3)
VI (x,y) 3x° cos(y)
Jfx,y)=|VLH(x,»)|=| » 2+x
/5 (x,9) 2 !
2x+y 2x+y
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Derivades parcials successives:

Igualment com les funcions d'una variable on hi havia la derivada de la derivada, i aixi
successivament, el mateix passa amb les funcions de diverses variables.

Per tant, podem definir la derivada parcial segona respecte la j-ésima component,

o respecte la variable X, de la funcié U (¥) amb j = 1,..,n, com la derivada de la derivada
ox;
. of (x . Cqgt . .
parcial I(x) considerant com a variable X, la resta de variables com a constants. Ho
o0x,

1

denotarem per:

AE))

0x,0x

1

Al , . , o a*f . 9’ .
tres notacions: f,(X) , D, f(X) , pa (x), o f(X)

Nota: Denotarem la propera expressié de la manera segiient:

0>f(F) _ 9’ f()

dx,0x, ax;

Matriu hessiana:

Sigui f:A4CR"—R una funcié de diverses variablesi X = (x,,..x, )JE 4, definim la ma-

triu hessiana de f, i ho denotarem per Hf(X) com:

’fX) X)) " ()
ax; dx,0x, o ox,0x,
;Cf(X) SR
dx,0x, ax3
HF(%) =
ACIRNNACY) 0" ()
ox,ox, ox,ox, x>
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Exemple:

1) f(x,y)=x"y-2x

Considerem totes les derivades parcials de primer ordre:

M =2xy-2 M = x>
0x ay

Busquem les derivades parcials segones:

(%)) _, ’
ax’ ' oxay ’ ayox

Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:

O’ f(xry) 0°f(x,))

ox> 9x0 2y 2x
Hf(x,p)=| ., °F N
0" f(x,y) 0" f(x,») 2x 0
dyox ay’

2.3 Elasticitat parcial

Lelasticitat és un concepte economic introduit per leconomista anglés Alfred Marshall,
que ens serveix per quantificar la variacid que experimenta una variable (dependent) en

variar a una altra (independent). Per exemple, la variacié de la quantitat de productes

venuts en funci6 de la variaci6 del preu.

Per tant, podem entendre l'elasticitat com una variacié percentual o relativa. Quan

tenfiem una funcié d'una variable estava clar quina era la variable independent, pero,

amb les funcions de diverses variables qué?

D’aqui la necessitat de definir lelasticitat parcial d'una funcié de diverses variables,

com la variacié relativa provocada per un canvi relatiu d'una variable en tant que la resta

de variables resten inalterades. Per tant:

o, 5
ax, f(X)

E, f(3)=

32
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Exemple:

1) Calculem lelasticitat parcial respecte la variable y de la funcié segiient, en el
punt (2,1):

f(x,y)= x—3x2y+4y

Necessitarem calcular:

fQ2)=2-3-2>1+4-1=-6 i M=—3x2+4—>@=—3-22+4=—8

dy Y
el 1 _s. i3
av  f(2D

E,f(2.1)= »
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Tema 3: Optimitzacié sense restriccions

3.1. Descripcié del problema

En el mén de l'economia i de la gestié empresarial és molt important minimitzar costos,
recursos... i maximitzar beneficis, produccié... , és a dir, optimitzar. Tots aquests con-
ceptes son variables que influeixen considerablement en els problemes doptimitzacié
de qualsevol empresa o procés de produccid, daqui la necessitat d’haver doptimitzar
funcions economiques de diverses variables.

Estudiarem les condicions necessaries i suficients per a la determinacié ddptims

de funcions de diverses variables. El model de problemes a resoldre sera del tipus:

Optimitzar: f(X)
On f(X) sera una funcié escalar de diverses variables.

Extrems optims d'una funcié escalar

Sigui f : ACR"—R una funcié escalar i un punt x,EA, direm que:

+  x, és un minim local de f < Existeix un entorn de x, on f(x,) < f(x) per tot x
pertanyent a un entorn de A.

+  x,és un maxim local de f < Existeix un entorn de x on f(x,) = f(x) per tot x
pertanyent a un entorn de A.
x, és un minim global de f < f(x,) < f(x) per tot x pertanyent a un entorn de A.
x, és un maxim global de f < f(x,) = f(x) per tot x pertanyent a un entorn de A.
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Imatge 16 Imatge 17

Imatge 19

Teorema de Weierstrass (o bé, Teorema dels valors extrems)

Sif: ACR” —R és una funci6 continua i A un conjunt tancat i acotat; llavors, hi ha dos

punts x ix,, tal que x, és un maxim global de f i x, és un minim global de .

Teorema doptimitat local-global

Sigui f : ACR" =R, x,E A1 A és un conjunt convex es verifica:

a) Sif és convexa en A ix, és un minim local de f=> x és un minim global.
b) Si f és concava en A i x és un maxim local de f=> x és un maxim global.
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3.2 Condicions d'optimitat
Condicié necessaria de primer ordre

f té un punt optim local en x EA=> Vf(x )=0 (és a dir @ =0 Vi=1l,.n).
X .

l

Cal tenir en compte perd, i no confondre'ns entre punt Optim i punt critic:

f té un punt critic en x, EA<> Vf(x,)=0 (és a dir % -0 Vi=1,..n).

1

Aquests punts critics o estacionaris no sempre sén Optims de la funcié (maxims o
minims), quan no ho sén, sanomenen punts de sella.

Es a dir, quan tenim Vf(xo):O, aquest x, pot ser maxim, minim o punt de sella.

/ deim
Punt optim

Minim
Punt critic

Vf (%) = 0 \

Punt de sella

Punt de sella:

x, és un punt de sella <> En un entorn de x, hi ha punts que verifiquen f(x) < f(x) i
punts que verifiquen f(x) = f(x)

Es a dir, és un punt on, depenent com ho mirem, observem que la funcié creix o
decreix al seu voltant:

Imatge 20 Imatge 21 I*matge 22

Per tant, per saber si es tracta d'un maxim, minim o punt de sella necessitarem
més condicions.
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Condicié necessaria de segon ordre

Sigui f: ACR" —R, A obert, x,SA i,amés a més, fté les derivades parcials de primer i

segon ordre continues en A. Llavors:

+

+

si x,és un minim local de f => Hf(x,) és semidefinida positiva.

si x,és un maxim local de f => Hf(x,) és semidefinida negativa.

Corol-lari:
Sigui f : ACR” =R, A obert, xOEA i, a més a més, f té les derivades parcials de
primer i segon ordre continues en A. Llavors:

+ siVf(x,)=01 Hf(x,) és indefinida = x, és un punt de sella.

Condicié suficient de segon ordre

Sigui f: ACR” —R, A obert, xOEA i, a més a més, f té les derivades parcials de primer i

segon ordre continues en A. Llavors:

+

+

si VA(x,)=01 Hf(x,) és definida positiva => x, és un minim local (estricte) de f.
si Vf(x,)=01Hf(x,) és definida negativa => x és un maxim local (estricte) de f.

Conclusions:

+

si VA(x,)=01 Hf(x,) és definida positiva => x, és un minim local (estricte) de f.
si VA(x,)=01 Hf(x,) és definida negativa => x és un maxim local (estricte) de f.
si Vf(x,)=01 Hf(x,) és indefinida => x és un punt de sella de f.

si Vf(x,)=0 i Hf(x,) és semidefinida (positiva o negativa) = (Cal destudi-
ar-ho).

Recordem que podiem classificar les matrius simétriques utilitzant o bé els valors

propis o bé els menors principals d’aquesta (vegeu Tema 1: Formes quadratiques i ma-

triu associada).

Com em vist en el cas en qué Hf(x,) és semidefinida, cal estudiar queé passa. Aixi

doncs, tenim que:

+

+

si Vf(x,)=01 Hf(x,) és semidefinida positiva — x, és un minim local o un punt
de sella.

si VA(x,)=0 i Hf(x,) és semidefinida negativa — x és un maxim local o un
punt de sella.

Vegem com funciona amb un exemple (exemple 3):

Exemples:

1) flx, y)=x*+y*+y-1
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Busquem les derivades parcials i les igualem a zero: (Condicié necessaria de pri-
mer ordre)

W) I (x, ) Z2p4l
0x ' dy

2x=0 ¥ =0

2y+1=0 y=_%

S 1
Punt critic: | 0,——
2

Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)

O’ f(x,y) 0 f(x,))

_ ox’ axay | (2 O . A 2 0
HICD =102 reyy 87 £ e) _(o 2) H’TO’ 2)_(0 2)
dyox ay’

Hf0-L) =250 , a0t
21 2 2

Per tant, 4 f(o,-%) és definida positiva. Llavors, el punt (Oj_l) és un minim
2

2 0
= =4>0

local

2) flx y)=x"=y*
Busquem les derivades parcials i les igualem a zero: (Condicié necessaria de pri-
mer ordre)

W) | I (x, ) 2y
0x dy
2x=0 x=0
-2y=0 y=0
Punt critic: (0, 0)

Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)

3’ f(x,y) 0’ f(x,)

_ ox> dxdy _ 20 - _
Hftey)=| o0 —(O _2) Hf(o,O)—( _2)
dydx ay’
2 0
1H7(0,0)]=2>0 , 1H7(0,0),] = ‘0 2‘ - —4<0
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Per tant, Hf(0, 0) és indefinida. Llavors, el punt (0, 0) és un punt de sella.

3) fl y)=x"+(y—x")°

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero: (Condicié necessaria de pri-

mer ordre)
af(xiy)=8x3_4xy , af(xay)=2y_2x2
0x %
8x° —4xy=0 8x° —4xy=0 8x’ —4x’ =0 4x> =0
2y-2x>=0 y=x° y=x° y=x°

Punt critic: (0, 0)
Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)

O’ f(xy) 0 f(x,))

ox’ dxdy 24x* -4y -4x 0 0
H . = = b H 0’0 =
f(x y) azf(X,y) aZf(x’y) ( —4X 2 f( ) 0 2
dyox 9y’

Observem que en aquest cas el métode per als menors principals no decideix:

0 0
HO.00 H0,0,/=]) =0
Utilitzem el métode dels valors propis:
-2 0 )
‘0 =M=l = A0 i A=

Per tant, Hf(0, 0) és semidefinida positiva. Aixi, el punt (0, 0) pot ser un minim
local 0 un punt de sella. Aixi doncs, hem destudiar qué passa al voltant del punt (0,0):

£(0,0)=0%+(0-0)2=0

Observem que f(x, y)=x*+(y—x*)* serd sempre positiva per a qualsevol valor de

(x, y) proper a (0,0). Per tant, el punt (0,0) serd un minim local.
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Tema 4: Optimitzacié amb restriccions d'igualtat

4.1 Descripcié del problema

Com ja hem vist al tema anterior, loptimitzacié en el mén empresarial i econdomic és
un factor molt important. Perd, evidentment, no sempre es disposa de tots els recursos
i materials a 'hora dextraure el maxim de rendibilitat, ni tampoc podem retallar tots
els costos.

Tot aixd és degut al context real on vivim. No podem emmagatzemar qualsevol
quantitat, aquesta estara limitada per lespai que tinguem disponible, no sempre po-
drem produir molts productes, aquests estaran lligats a un factor huma limitat..., i aixi
molts altres aspectes.

Llavors, aixd comporta unes certes restriccions a I'’hora doptimitzar, les quals
haurem de tenir en compte.

Donada f : ACR” —R, una funcié escalar que anomenarem funcié a optimit-
zar o funcié objectiu i g : ACR” —R” una funcid vectorial, tal que m < n i hER™, on

g(xpex )=(b ..., ) son les restriccions; és a dir:
Optimitzar f(x ,...x )
g,(x,..,x,) = b,
. g, (x,x,) =,
subjecta a :
g, (x,..x,)=b,

on (x ....x ) son les variables.
n
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Exemple:
J(x.y.z) = xyz Fix,y.z)=xyz % funcio objectiu
{x+y -z=3
sa
x—y—z=28

Es denomina conjunt factible, conjunt doportunitats o conjunt admissible el conjunt
de punts del domini de f que compleixen totes les restriccions. Es a dir, el conjunt
B={xEACR"| g(x)=b}.

Llavors, caldra esbrinar els punts maxims i minims de la funci6 escalar sobre el

conjunt admissible B.

4 i ] corbes de nivell
) . (restriccions)

funcio objectiu

optims locals

>
>

Imatge 23

Per poder resoldre aquest tipus de problemes utilitzarem dos métodes:
+ Metode directe.
+ Metode dels multiplicadors de Lagrange.

Meétode directe

Aquest métode és senzill i funciona molt bé quan a les funcions de restriccions podem
aillar unes variables en funci6 de les altres facilment. Perod, no sempre sera tan senzill,
ja que per a funcions més complicades (amb quadrats, arrels...) assegurar que podem
aillar variables en funcié daltres requereix la utilitzaci6 del teorema de la funcié impli-
cita.

Els passos a seguir seran els segiients:
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1) Aillar tantes incognites com restriccions tinguem. Tot seguit substituir-ho a la
funcié objectiu.

2) Optimitzar la nova funcié, tal com ho féiem al tema anterior.

Vegem-ho amb un exemple senzill:

Exemple:

1) f(x, y, z)=xy+x2+yz
s.d. Xx+y+z=6

Com que tenim una equacid, aillarem una variable en funcié de les altres dues. Per
exemple, aillarem la variable z.
ple, aill | bl

x+y+z=6 —  z=6-x-y

Substituim-ho a la funcié objectiu:
F(x,) = f,0,6-x=p)=xp+x(6=x =)+ ¥(6-x=y) = -x" = p* —xy+6x+6Yy
Optimitzem: f(x,y)=-x*-y> —xp+6x+6y

-2x-y+6=0

Vi(x,p)=(-2x-y+6,-2y-x+6) — { — punt critic (2,2)

-2y-x+6=0

_ -1 _
Hf(x,y)=( ) - Hf<2,2>=(

~1 _
— Hf (2,2 i i
1 -2 B 2) //(2,2) definida negativa

Per tant, (2,2) és un mixim dela funcié f(x,y) i, per tant, siz=6—x—y=6-2-2 =2
tindrem que (2,2,2) és un maxim de la funci6 objectiu f.

A causa de les limitacions daquest métode utilitzarem normalment el métode
dels multiplicadors de Lagrange, que veurem tot seguit. Aquest, a més a més, ens apot-
tard informaci6é molt important dins del camp de l'economia .

4.2 Condicions doptimitat
Meétode dels multiplicadors de Lagrange

Per poder aplicar aquest métode cal suposar que la funcié objectiu f i les restriccions
g i=1,...,m sén funcions que admeten derivades parcials primeres 1 segones, i aquestes
sOn continues.
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Funcié lagrangiana:

L(x,A) = f(x) - A(g(x)-b)

O escrit correctament:

L(X s X, Ay A)) = f(X) e X)) — A (gl(xl yeees X, ) — b, )— A, (gm (X5 X,,) — bm)

Notacié: Hi ha una altra notacié de la funcié lagrangiana equivalent a aquesta:

L(x,A) = f(x)+ Ab - g(x))

Observem que si X, pertany al conjunt de punts o solucions factibles, és a dir,
compleix totes les restriccions g(x,) =b. La funcié lagrangiana coincideix amb la fun-

cié objectiu:
L(xy,4) = f(x0) = Mg(x,) = b)= f(x,) - Ab-b)= f(x,)

Per tant, L(x, A) i f(x) coincideixen en els punts o solucions factibles.

Condicié necessaria de primer ordre

Busquem les possibles solucions del problema entre els punts que satisfan:

9L 2) o i1,

VI(x,.A)=0; ésadi %
x,,A,)=0; ésadir,

o LO0R) o yjatm

6}, b b

onV L(x, A\) representa el gradient de la funcié lagrangiana avaluada al punt x, i per

les 7\0.

Exemples:

1) f(x, y» z)=xy+x2+yz
s.d. Xx+y+z=6

Funcié lagrangiana:
L(xoyszaﬂ') = f(xaysz) _A’(g(xayaz) _b)

L(x,y,z,A)=xy+xz2+yz—A(Xx+ y+z-6)=xy+xz2+ yz—-AXx - Ay — Az + 6A
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(0L(x,y,2,A)

0
ox
aL(x,y,z,A) _0 y+z-A=0
ay a xX+z-A=0
VL(x,y,z,A) =0 < =
dL(x,y,z,A) 0 x+y-A=0
0z -x-y-z+6=0
L y,22)
A
y+z-A=0 y+z-A=0 A-x+A-x-A=0
xX+z-A=0 z=A-Xx z=A-Xx
x+y-A=0 y=A-x y=A-x
-x-y-z+6=0 -x-y-z+6=0 -X-A+x-A+x+6=0
-2x+A=0 A=2x A=2x
z=A-x z=A-x z=A-Xx
— — — x=y=z=2, A=4
y=A-x y=A-Xx y=A-x
-2A+x+6=0 -2A+x+6=0 -4x+x+6=0

El punt critic (2,2,2) amb A=4.

2) f(x, > 2)=x’y+32—6y+3x

2
y-x" =1
s.da.
{x—y+z=1

Funcié lagrangiana:

L(x 7y, zh, N)=f(x, 3, 2)— N (g, (% ¥ 2)-b)- N, (g, (% y, 2)-b,)

L(x,y,z,/ll,)tz)=xzy+3z—6y+3x—/1](y—x2 -D)-A,(x-y+z-1)=
=X’y +32-6y+3x—Ay+Ax" + A —AXx+Ay-Az+A,
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(OL(x,y,2,A,A,) _

0
0x
OL(x,y,2,h:4) o (2xp+342xh —A, =0
i ay)t ) ¥ =62+ =0
d
VL(x,y,2,0,0,) =0 < | (x’y’az’ o) 0 3o, <0
Z
2
aL(xayaza)Llakz) 0 _y+x +1=0
A, = -x+y-z+1=0
OL(x,y,2,A,4,) 0
A,
(2xy+3+2xA -4, =0 (2xy+3+2xA, -3=0 (2xy+2x° —6x=0
x*=6-A +A, =0 x> =6-14+3=0 A =x"-3
<3—A2=0 - <A«2=3 - <A«2=3
—y+x°+1=0 —y+x +1=0 —y+x +1=0
-x+y-z+1=0 -x+y-z+1=0 -x+y-z+1=0
x, =0
(13 - 2 X, =1
4x°4x =0 4x(x*-1)=0 1
X, = —
A =x"-3 A =x"-3 )L3 2 3
I2, =3 -~ 1, =3 - T
5 5 A, =3
y=x"+1 y=x"+1 5
y=x"+1
-x+y-z+1=0 z=x"-x+2
- - z=x"-x+2

Els punts critics:

(0,1,2) amb A=-3il =3
(1,2,2) amb A=-2il=3.
(-1,2,4) amb A =-21iA =3.

Condicié suficient de segon ordre:

+ si VL(x, A)=01HL(x, A ) definida positiva = (x,, A,) minim restringit.

+ si VL(x, A)=01HL(x, A ) definida negativa => (x, A, )) maxim restringit.

+ si VL(x, A))=01iHL(x, \) {semideﬁnida = cal mirar qué passa sobre les
indefinida

direccions factibles.
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On HL(x, ) representa la matriu hessiana de la funcié lagrangiana aplicada al

punt critic i amb les A corresponents.

Qué és una direccié factible?

Direm que v és una direccié factible si Jg(x,)=v -0, amb v = 0. D'aqui obtindrem

el Vv=(v,...v ). Llavors, per veure qué passa en les direccions factibles cal calcular:

Per tant:
« si (v,
+ si (v1
« si (v,

Vi
(Vl S ) HL (xy,A))
vl’l
Vi
v, ) HL.(xy,A,) >0 = x, és un minim restringit
v}’l
Vi
v, ) HL.(xy,24y)" <0 =x, és un maxim restringit
Vn
Vi
v, ) HL.(xy, 1) >6<0 => x és un punt de sella
v

Per a la resta de casos, tindriem dubtes de com classificar-ho.

Exemples: (Continuacié dels exemples anteriors)

1) Haviem obtingut el punt critic (2,2,2) amb A=4. Calculem la matriu hessiana

de la funcié lagrangiana:
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01 1 01 1
HL,, (y.zA)=[1 0 1| — HL  (2224)=[1 0 1
110 110

La matriu HL(x,y)Z)(2,2,2,4) és indefinida. Mirem qué passa sobre les direccions
factibles:

Recordem:
_ T TP g(xp.2)
Sa'{j'y_'tzz 6 Jg(xd’, Z) = Vg(x: Vs Z) = (1 1 1)
a a
Jg22.2)|b|=0 — (1 1 1)|b|=0 - a+b+c=0— a=-b-c
C C

Llavors, Av=(-b—c¢, b, ¢).

-b-c
Per tant, mirem qué passa (—b—c, b, c)'HL(x)y,z)(2,2,2,4) b
c
0 1 1\ -b-c¢ -b-c
(<b=c,b,o)1 0 1| b |=(p+c -b -c] b |=-2b>-2bc-2c¢*<0
1 1 0 c c

Com que és negativa, el punt (2,2,2) és un maxim restringit.

2) Haviem obtingut tres punts critics:
+ El punt critic (0,1,2) amb A =-3 1M, =3. Calculem la matriu hessiana de la fun-

ci6 lagrangiana:

2y+24 2x 0 -4 0 0
HL,, (vp,z,4,4,)=] 2x 0 o — HL,, 012-33)<[ 0 0 0
0 0 0 0 0 0

La matriu HL( (0,1,2,-3,3) és semidefinida negativa. Mirem qué passa sobre
XY5%)

les direccions factibles:
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Recordem:
v;_—qgf _ tggl(xny z)
3 — T:':l
s.a{{—_—;x-i___ i Ve ( ) 5 -
X—y+o= & x,y,z —zX
I ~, J L) = =
=7 e (Vg2<x,y,z)) ( to-l 1)
a a
0O 1 O b=0 b=0
Jg(0,1,2)-|b|=0 — 1bl=0 — —
1 -1 1 a-b+c=0 a=-c
c c

-C

Llavors, Av=(—c, 0, c). Per tant, mirem qué passa (-c,0,¢)- HL,, 0,1,2,-33) 0

C
-4 0 -c -c
(=¢,0,c)) 0 0 0] 0|=@c 0 0) 0 |=-4c><0
0 0 Of\ ¢ c

Com que és negativa, el punt (0,1,2) és un maxim restringit.
+ El punt critic (1,2,2) amb A =-21iM, =3. Calculem la matriu hessiana de la fun-
ci6 lagrangiana:

20424 2x 0
Hl‘(x,y,z)('x’-’yaza)\qakz): 2x 0 0 — HL(
0 0 0

X,¥,7)

020
(1,2,2,-23)=|2 0 0
00 0

La matriu HL (x,y)z)(1,2,2,—2,3) és indefinida. Mirem qué passa sobre les direccions
factibles:

Recordem:
< ey
—_ I:l
S.d.{\i—_———i—___ 1 V ( ) 2 : 0
:_ — +g)= gl x,y,Z —2X
—yio=l Jg(x,y,z) = -
- 782(%7.2) o2 (ng(x,y,z)) ( bl 1)
a
_ 2 1 0 - 261 + b = 0 b = 2a
Jg(1,2,2) bl=0 — bl=0 — —
1ol a=b+c=0 |c=a
c c

49



Lltcia Mauri Masdeu

a

Llavors, Av=(a, 24,4). Per tant, mirem qué passa (a.2a,a) - HL, , (1,2,2,-2,3) 2a

0 2 0\ a a a
(a2a,a)2 0 0|[2a|=(a 2a 0)2a|=84>>0
0 0 Ol a a

Com que és positiva, el punt (1,2,2) és un minim restringit.

+ El punt critic (-1,2,4) amb A,=-21i A =3. Calculem la matriu hessiana de la

funci6 lagrangiana:

2y+2A, 2x O 0 -2 0
lex,y’z)(x, vz, AL A )= 2x 0 0f— lex,y’z)(— 1,2,4,-23)=[-2 0 0
0 0 0 0 0 0

La matriu HL (X,y)z)(—l,2,4,—2,3) és indefinida. Mirem qué passa sobre les direcci-

ons factibles:

Recordem:
7 Trgxy.z)
-x“=1
s.a.{t%i—_—;x-i___ i Ve ( ) 5 Lo
E-rto= gi\X, ),z —ZX
e -, J sV = =
R ) (ng(x,y,z)) ( . 1)
a a
2 1 0 2a+b=0 b=-2a
Je(-12.4)-|b|=0 — 1bl=0 — -
1 -1 1 a-b+c=0 c=-3a
c c

Llavors, Av=(a, —2a,-3a).

a

Per tant, mirem que passa (a,-2a,-3a)- H Ly (— 1,2,4,-2.3) - 2a

-3a
0 -2 0\ a a
(a,-2a,-3a)l-2 0 Of-2a]|= (4a -2a 0)]-2a|=8c>>0
0 0 ON-3a -3a

Com que és positiva, el punt (—1,2,4) és un minim restringit.
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4.3 Analisi de sensibilitat

Si suposem que la funci6 objectiu representa el valor monetari de la produccié, i els
termes independents de les restriccions (les b), la quantitat disponible de cada factor
productiu. Llavors, els multiplicadors de Lagrange (les ) indicaran com varia el valor
de la produccié dptima per a variacions en la quantitat disponible (les b).

Per tant, podem dir que els multiplicadors de Lagrange mesuren la variacié «apro-
ximada», o el grau de sensibilitat, del valor optim de la funcié objectiu davant d'una
alteracié infinitesimal del terme independent (la b) de la restriccié associada a cada
multiplicador.

Vegem-ho amb un exemple anterior:

Exemple:
la b augmenta
en una unitat

Sxy.z)=xy+az+yz "”” f(x,y,z)=xy+xz:}_|;ﬁyz
sa x+y+z =||6_||_’ b sa. x+y+z =]|z’|

Recordem que en un exemple anterior haviem calculat el valor de A = 4. Per tant,
aix0 significa que si incrementem la nostra b = 6 en una unitat, és a dir, b = 7, aix0 ge-
nerard un increment del valor optim de la funcié objectiu d’aproximadament 4 unitats.

Comprovem-ho:

En el cas dela funcié f(x,y,z) = xy + xz + yz hem obtingut:

sa. x+y+z=6
Com a punt maxim el (2,2,2). I, conseqiientment, f(2,2,2)=12.

En el cas de la funcié f(x,y,z) = xp + xz + yz si fem els calculs obtenim:
sa. x+y+z=7

Com a punt maxim el (1,1,1) +I, conseqiientment, f(z,z,z) =163.
333 333

Efectivament, la variacié aproximada ha estat de 4 unitats.

Aixi doncs, si el preu del mercat d'aquests factors (preu de les b) és inferior al valor
del produit (la f avaluada al valor optim), resultard rendible incrementar la quantitat
disponible (les b). No sera aixi en cas contrari.

En el cas que les A mesuren la variacié d'un valor en variar una quantitat, en el

sentit d'interpretacié econdmica, se solen denominar preu ombra o cost doportunitat.
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Tot aixo és reflecteix al teorema segiient:

Teorema de sensibilitat
Sigui

Opt. f(x,,....x,)
g,(x/50x,)=b,
s.a. :

g, (X,x,)=0b

On f, gyeg, 86N funcions amb derivades parcials primeres i segones continues
m
dins el conjunt factible de solucions. Tant [optim (xo, 7\0), com el conjunt factible de f,

depenen dels valors de b=(b...., b ) i expressen la funcié lagrangiana com:

L(x.2) = f(0)+ 32, (g,(0) b))

Es pot demostrar que:

Els multiplicadors de Lagrange A, associats a la i-ésima restriccié mesura la tassa
de variacié del valor de la funcié objectiu f en el punt optim (respecte al seu correspo-
nentb) .

Af (x) = E A - Ab,
i=1
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Tema 5:

Optimitzacié lineal amb restriccions de desigualtat

5.1 Descripcié del problema

Loptimitzacié amb restriccions de desigualtat és molt més recent, comparat amb lopti-
mitzacid vista fins ara. Aquest tipus de problemes ens permeten aproximar-nos mate-
maticament més a la realitat, ja que no limiten tant intensament les restriccions de les
nostres variables.

Per exemple, podem emplenar un magatzem amb diversos béns, pero, pot ser que
lespai d'aquest no estigui del tot ocupat; és més, l'ocupacié total dels béns pot ser des
d'estar buit fins a la seva maxima capacitat.

Hi ha molts tipus de funcions, unes més complexes que daltres. En aquest apar-
tat, ens centrarem amb loptimitzacié de funcions lineals, en el que sanomena progra-

macio lineal.

La programacié lineal sempra per assignar recursos, planificar-ne la produccié, I'horari de
treballadors, la cartera d'inversions, i per formular estratégies de mercat (i militars). La versa-
tilitat i 'impacte econdmic de la programacié lineal en el mén industrial actual sén realment
impressionants. (E. Lawler, 1980)

Aixi doncs, el tipus de problema a tractar sera el segtient:
Opt. f(x,,...,X,)
(g,(x,,...,x,) < b,

g, (x,,x,)<b,
s.a.l _
g,(x,.,x,) = b

\gk (X)X, )= b,

on les funcions f, funcié objectiu i g, restriccions, estan definides de R" a R, iles b s6n

constants de R.
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Matricialment aquest problema sexpressa de la manera segiient:
q g

Opt. CX
ssa. AX<b
X=0

On C1ib sén vectors, A és una matriu i X representa les n variables.
Per solucionar aquest tipus de problemes hi ha molts métodes diversos, tots igual-

ment valids.

5.2 Meétode grafic

Aquest métode és molt senzill i visual. Funciona molt bé en problemes de programaci6
lineal amb dos variables, pero, si aquestes en sén més, ja no és tan eficient.

Vegem-ne un exemple per poder contrastar-ho:

Exemples:
1)

Max 20x+15y

x+2y =80
s.a.
3x+2y <120

x,y=0

X
x+2y =80 } y=-5+40
3x+2y =120 5—3%+60
42y <120 priicc 2 i
x,y=z0 Imatge 24
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20x+15y

x+2y<80
3x+2y<120
Imatge 25
Veértexs (a,b) (0,0) (40,0) (20,30) (0,40)
Valor de la funcié f(x,y) 0 800 850 600

Veiem que el maxim sassoleix al punt (20,30).
2)

Min 3x+5y

x+y=10
s.a.
x+3y=<20

x,y=0

L T4ip<20
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x+3y<20
x+y=<10
Imatge 27
Veértexs (a,b) (0,0) (10,0) (5,5) (0,20/3)
Valor de la funcié f(x,y) 0 30 40 100/3

Veiem que el minim sassoleix al punt (0,0).

5.3 Lalgoritme del simplex

( ALGORITME DEL SIMPLEX )

—
—

- (

FASE D'INICIACIO

FASE D'ITERACIO

FASE DE DETENCIO
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Conceptes previs

Regié admissible, conjunt factible o regi6 de solucions possibles: Es el conjunt de tots

els punts factibles d'un problema de programacié lineal.

Punt factible: Un punt (xl,...xn) és factible si aquest es troba en la regié admissible o
conjunt factible. Es a dir, compleix totes les restriccions i, a més a més, totes les seves

components son positives.

Veértex o vertex factible: Un punt (x ,...x ) factible que es troba en un dels vértexs de
la regi6 admissible o conjunt factible. Es a dir, compleix totes les desigualtats i almenys

dues donant lloc a la igualtat i, a més a més, les seves components sén positives.

Solucié dptima: Un punt (x,...x ) és soluci6é optima quan compleix totes les restricci-

ons i, a més a més, és un maxim o minim global de la funcié objectiu.
Valor optim: Es el valor que sobté quan savalua la solucié optima en la funcié objectiu.

Vértex optim: Un punt (xl,...xn) que és un vertex o vértex factible i, a més a més, és

solucié optima del problema.

Propietats dels problemes lineals

+ El conjunt de solucions possibles d'un problema de programacié lineal és con-
Vex.

+ La funcié objectiu és continua i amb totes les seves derivades parcials de tots
els ordres continues. A més a més, és una funcid concava i convexa alhora.

+ Es verifica que els optims d'un problema de programaci6 lineal sempre sén
globals, tant en els problemes de maximitzacié com de minimitzacié. A més a
més, el conjunt de solucions dptimes és un conjunt convex.

. . . ) . . ’ ’ .
+ Les condicions necessaries doptimitat també sén suficients.
Fase d’iniciacié

En aquesta fase es transforma el problema donat en la forma estaindard o ampliada.

El problema a resoldre és el segiient:

Opt. f(x)
sa. g(x)<b
xER”
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Per estandarditzar el problema:
+ El problema ha destar expressat com un problema de maximitzacié. Si el pro-
blema inicial és de minimitzacid, el que farem és maximitzar loposat; és a dir, canviar

de signe la funcié objectiu.

Exemples:
1)

Max 36x+20y-40z

3x+y-z=<10
s.a.
x+y-z=<50

x,v,z=0

Aquest problema ja esta llest per maximitzar. Per tant, no caldria fer-li cap modi-

ficacié, de moment.

2)

Min 36x+20y-40z

3x+y-z=<10
s.a.
x+y-z=<50

x,y,zz0

Aquest problema és de minimitzacid. Per tant, per estandarditzar-lo hem de ma-

ximitzar [oposat:

Max -36x-20y+40z

3x+y-z=<10
s.a.
x+y-z=<50

x,v,z=0

+ El terme independent de cada restriccid ha de ser positiu. En cas que no ho sigui

hem de multiplicar per —1 la restriccid.

Exemples:
1)
Max 36x+20y-40z
3x+y-z=-10
s.a.
x+y-z=<50
x,y,z2z0
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Observem que el terme independent de la primera restricci6 és negatiu. Per tant,

hem de multiplicar per —1, solament aquesta restriccid.

Max 36x+20y-40z
-3x-y+z=<10
s.a.
x+y-z=<50

x,v,z=0

Min 36x+20y-40z

3x+y-z=<10
s.a.
xX+y-z=-50

x,v,z=0

Fixem-nos que en aquest exemple hem de maximitzar [oposat i hem de multipli-

car per —1 la segona restricci6. Per tant, ens quedara:

Max -36x-20y+40z
3x+y-z=<10

s.a.
-x-y+z=<50

x,y,zz0

+ Convertir les restriccions de desigualtat en igualtat, tot afegint variables de sepa-
raci6 o addicionals (folgances), aquestes sempre positives. Safegiran sumant o restant
segons sigui la restriccid < o =, respectivament. També cal tenir en compte que aquestes

variables de separaci6 safegiran a la funcié objectiu amb coeficient zero.

Exemples:
1)
Max 36x+20y-40z

3x+y-z=10
s.a.
x+y-z=<50

x,y,z=0
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Observem que el problema ja compleix els dos punts anteriors. Per tant, anem a

convertir les desigualtats en igualtats:

Max 36x+20y—-40z+ 0f + Ou
3x+y-z-t=10

s.a.
X+y-z+u=50

X, y,z,t,u=0

Min 36x+20y-40z
3x+y-z=<-10
s.a.
x+y-z=<50
x,y,z2=0

Fixem-nos que hem de maximitzar loposat, a més hem de multiplicar per —1 la
primera restriccié i, posteriorment, haurem de convertir les desigualtats en igualtats.
Aixi doncs, ens quedara:

Max -36x-20y+40z +0¢ + Ou
-3x-y+z-t=10

s.a.
xX+y-z+u=50

X, v, z,t,u=0

+ Les variables negatives (x, < 0) les substituirem de la manera segiient: x, = —x',
on x' = 0. (Aixo tant a les restriccions com a la funcié6 objectiu.)

Exemple:
1)

Max 36x+20y-40z

3x+y-z=10
s.a.
x+y-z=<50

x,yz0 , z=0

Observem que hem de convertir les desigualtats en igualtats i, posteriorment,
hem de substituir la variable negativa per una de positiva canviada de signe. Per tant,
ens quedara:
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Max 36x+20y+40z"+ 0t + Ou
3x+y+z —-t=10

s.a.
x+y+z +u=50

x, y,t,u,z =20

+ Les variables que no tinguin restricci6 de signe se substituiran de la manera se-

ient: x, =x, —x ,on x,x, =0.(Aix0 tant a les restriccions com a la funcié objectiu.
g i i i iv7i .J

Exemple:
1)

Max 36x+20y-40z
3x+y-z=10
s.a.
x+y-z=<50

x,z=0

Observem que hem de convertir les desigualtats en igualtats i, posteriorment,

hem de substituir la variable y, que no té restriccié de signe per y=y'-)".

Max 36x+20y -20y" - 40z + 0¢ + Ou
3x+y' -y"'-z-1t=10

s.a. )
x+y' —-y"—z+u=50

! n
x,v,y,z,t,uz0

+ Un cop escrit el problema en forma estandard, seguint tots els apartats anteriors,
es busca a les restriccions una base canonica de R™, on m és el nombre de restriccions.
Normalment aquesta base canonica vindra donada per les variables de separacié. Si no
tenim aquesta base canonica, safegiran noves variables, que les anomenarem variables
artificials, tot sumant-les a la restriccié necessaria per tal dobtenir la base canonica.
Aquestes s'inclouen a la funcié objectiu amb coeficient —w, on w > 0 i arbitrariament
gran per tal que no afecti el maxim.

(Aquest punt es reflecteix més clarament amb els exemples de continuacid.)

Finalment, posem totes les dades en forma de taula:

Coef v.b. X, X, X, B
c, X, a, a, a b1
c, X, a, a, a, b2
c X a a b

m m ml ms m
*
z,—¢, z—C, 7z —C zZ
J J S S
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On:

+

+

+

Les ¢ s6n els coeficients de les variables x a la funcié objectiu.

Les a sén els coeficients de les variables x a les restriccions.

Les b s6n els termes independents de cadascuna de les restriccions.

La z* és el valor de la funci6 objectiu en el punt solucid, quan es maximitza i
—z* quan es minimitza.

La columna v.b. és la columna de les variables basiques.

La columna Coef és la columna dels coeficients de les variables basiques.

Les z segueixen lexpressié segiient:

m

2= Saa,
=l

Es a dir, el producte del coeficients de les variables basiques v.b. en la funci6 objec-

tiu (primera columna Coef) pels coeficients de la columna de la X, corresponent.

Vegem-ho amb dos exemples:

Exemples:

1)

Max 36x+20y-40z

3x+y-z=<10
s.a.
x+y-z=<50

x,y,z=0

Estandarditzem el programa:

Max Z6x+ 20y =40z 40+ Ou
3x+y—z+t=10

sa. )
x+y—z+u=>50

xny,z,tu =0

Emplenem la taula del simplex:

Coef v.h. X | y | z | £ | i B
0 ¢ i -1 i 0 10

0 u i I -1 0 i 50
-36 -20 40 0 0 0
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Observem que:

Calcul dels termes z—c;:

Max (36 +20y - 40z +0t +0u

o
X
Coe vh. [Nx | v | z | ¢t | u B
t [©) 1 -1 1 0 10
© u D 1 1 0 1 50
\//-36 -20 40 0 0 0
X
2
z, —¢ =( c, -akl)—cl =0-3+0:1-36=-36
=1
2
Z, —C, =( c, -a“)—c2 =0-1+40-1-20=-20
=1
2
Zy -y =( c, '01,53)—03 =0-(-1)+0-(-1)-(-40) =40
=1
2
z,-c¢, =( c, -61,64)—04 =0:-1+0-0-0=0
=1
2
z —Cs =(ch -ak5)—c5 =0-0+0-1-0=0
=1
Tenim una base canonica de R*a les restriccions.
Coef v.b. X | A | Z | t | u B
0 t 3 7 =7 / 0 10
0 u 1 1 1 0 1 S50
-36 -20 40 0 0 0
El valor z* és el segiient:
Coef v.D. X | A | 4 | t | u B
0 @ 3 ! 7 ! o ao
0 @ ] ] ] 0 7 (0)
-36 -20 40 0 0 0
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I tota la resta de variables amb valor 0.
Per tant, z*= £(0,0,0,10,50) =36-0+20-0-40-0+0-10+0-50=0

O directament multiplicant els Coef amb els elements de B i, posteriorment, su-
mar-los.

2)

Min -2x-2y-5z

xX+2y=6
s.a.
x+y+z=<10

x,y,zz0

Estandarditzem el programa:

Max 2x+2y+5z+0t+0u— we

x+2y—t+ec=6
s4.
x+y+z+u=10

xy,z,tu =0

Emplenem la taula del simplex:

Coef v.b. x | oy | 2z | ¢ | & | ¢ B

W P / 2 ¥} -1 ] ! 7]
0 i ! ! ! 0 ! ] 10
-w-2 -2w-2 -5 w 0 Q -6w

Calcul dels termes z—c;:

Max (@x+2y+5z+0t +0u—we
6

Z | t | u | c B

D) c ') 2 0 -1 0 I 6
D u D I I 0 I 0 10
Av-2 2w-2 -5 w 0 0 -6w

X

2
Zl_cl=( Ck.akl)_cl=_W'1+O'1—2=—W—2

=1
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z, - ¢, =(ch -akz)—cz =-w-2+40-1-2==2w-2
1
2
23 —Cy =(Eck' cz,(3)—6’3 =-w-0+0-1-5=-5
z,—C, = ch 'ak4)—c4 =—w(-1)+0-0-0=w
1

2
Zg—C5 = ch'aks)—cs =-w-0+0-1-0=0
1

)—06 =-w-1+40-0-(-w)=0

N
=N
9}
N
Il
I\
9}
N
<
=
=N

Tenim una base candnica de R? a les restriccions, ja que hem afegit una variable

artificial ¢ i ho hem inclos a la funcié objectiu amb coeficient —w.

Coef  v.b. x | vy | z | t | a | e B
-w c 7 2 G =7 G 1 6
0 u 7 7 7 G I 0 10
-w-2 -2w-2 -5 W 0 0 -6w
El valor z* és el segiient:
Coef v. b. x | vy | Z t | u | ¢ B
-w C 7 2 0 7 G 1
0 8 ; ; z 0 ; 0 %
-w-2 -2w-2 -5 w 0 0 -6w

I tota la resta de variables amb valor 0.
Per tant, 2= £(0,0,0,010,6)=2-04+2-0+5-0+0-0+0-10—w+6 = 6w

O directament multiplicant els Coef amb els elements de B i, posteriorment, su-

mar-los.

Fase d’iteracié

Un cop tenim el programa estandarditzat i la taula del simplex emplenada, procedim a

efectuar recursivament una série de calculs fins complir unes certes condicions.
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1. Determinacié de la variable no basica que passara a ser basica.

A Tdltima fila de la taula del simplex, busquem el menor nombre negatiu.

(Sin'hi ha dos d’iguals qualsevol d’aquests anira bé.)

Aix0 ens determina la seleccié d'una columna k i, per tant, la variable no basica
que passara a ser basica.

2. Determinacié de la variable basica que passara a ser no basica.

+ Considerem tots els coeficients positius de la columna k seleccionada a, > 0.

+ Calculem els quocients b, .

Ay

+ El menor daquests quocients ens indicara la fila b, aquesta ens determina la
variable basica que passard a ser no basica.
Lelement a,,, corresponent a lencreuament de la fila b i la columna k seleccionades
sanomena pivot (sempre positiu).

3. Gauss.

Lobjectiu sera convertir el pivot en el nombre 1 i la resta de coeficients de la co-
lumna amb zeros.

Per fer-ho, dividirem per a,, tots els coeficients de la fila on es trobi el pivot. A
continuacié, modificarem les altres files de la manera segient:

Coeficient de la fila — Constant - Coeficient de la nova fila pivot.

Tal que la constant sera la que ens faci zero lexpressié anterior en tota la columna
del pivot. Es a dir, ser el coeficient .

Fila pivot vella
Fila pivet nova =

pivot

Fila nova = Fila vella - (coeficient fila vella) - Fila pivot nova

Mentre no es doni cap condici6 de detencid tornarem a comengar el procés.

Fase de detencio

Lalgoritme finalitzara quan:
+ Tots els elements de I'tltima fila siguin no negatius (els z—c, = 0),
o bé,
+ en el cas que algun element de I'dltima fila sigui negatiu (z,—c, < 0); llavors, la

resta de valors de la seva columna s6n negatius o zero (els a., < 0).
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Interpretacié de la taula del simplex

Les variables basiques prenen el valor corresponent de la columna B. La resta de varia-
bles prenen el valor zero. I daqui extraiem el punt optim.

El valor de la funci6 objectiu en el punt Optim es troba a la casella z* en cas de
maximitzar i —z* en cas de minimitzar.

Vegem aquestes dues fases seguint els dos exemples anteriors:

Exemples:

Prenent el programa estandarditzat:

Max 36x+20y—40z+ 0f + Ou

3x+y-z+t=10
s.a.
x+y-z+u=50

X, y,z,t,u=0

Taula del simplex:

Coef v.b. x y z t n B
0 t 3 1 -1 1 0 10
0 u 1 1 -1 0 1 50

-36 -20 40 0 0 0
Coef v.D. X y z t u B
0 t 1 -1 1 0 14
0 u 1 -1 0 1 30
-20 40 0 0 0

El menor nombre negatiu de I'dltima fila és el —36 i, per tant, considerem tots

els coeficients positius de la columna seleccionada. Tot seguit, calculem el quocient
segiient i escollim el minim:

(b, . (10 50] 10
mind—— ! =mind{—,—l = —
a, {3 1 } 3

Per tant, el pivot sera el 3.

67



Llticia Mauri Masdeu

Coef v.b. x y z t n B
0 t 3 1 -1 1 0 10
0 u 1 1 -1 0 1 50

-36 -20 40 0 0 0

Ara dividim el 3 entre 3 per tal de transformar-lo en un 1.1, per tant, també hau-
rem de dividir tota la fila entre 3. I la variable no basica que passara a ser basica sera la
x,1la basica que passard a ser no basica sera la t.

Ara farem zero tots els coeficients de la columna de la variable x:
Fila2 = Fila2 — (1) -Fila 1

Evidentment, aix0 afectara tots els coeficients de la fila. I, posteriorment, els cal-
culs de 'dltima fila, els z—C.

Segona taula del simplex:

Coef v.b. x y z t u B
. A U T R A T
: 3 3 3 3

0 u 0 E _E @ 1 &
3 3 3 3

0 -8 28 12 0 120

Observem que no compleix cap condicié de detencié. Per tant, tornem a la fase
d’iter

Coef v.b. X
36 X

=

(95}

S
=
S
— el
|
ColWwi| b Wl =
|
bolus| ==
~
B
%

LI | = [~
S
NEE

S
™
S

El menor nombre negatiu de I'tltima fila és el —8 i, per tant, considerem tots els
coeficients positius de la columna seleccionada. Tot seguit, calculem el quocient se-
gtient i escollim el minim:
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min b = min —10/3,—140/3 =10
a, /3 2/3

. . 1
Per tant, el pivot sera el 3

Coef v.b. x y z t u B
36 3 1 L 1 0 19
* 3 3 3 3

0 o2 2w
B 3 3 3 3

0 -8 28 12 0 120

Ara dividim el % entre % (que és el mateix que multiplicar per 3), per tal de trans-
formar-lo en un 1.1, per tant, també haurem de dividir tota la fila entre 1 (o multiplicar

per 3).Ila variable no basica que passara a ser basica serd la y i la basica que passard a
ser no basica sera la x:

Ara farem zero tots els coeficients de la columna de la variable y:

Fila2 =Fila2 — % - Fila 1

Evidentment, aix0 afectara tots els coeficients de la fila. I, posteriorment, els cal-
culs de I'dltima fila, els z—C.

Tercera taula del simplex:

Coef v.b. X y z t u B
20 1 -1 1 0 10
0 u -2 0 0 -1 1 40
24 0 20 20 0 200

Observem que compleix la primera condicié de detencid. Per tant, ja haurem aca-
bat.

Per tant, el punt optim sera el y = 10, u = 40 i la resta de variables, zero. Per tant,

el punt (0,10,0) és el maxim global i el valor de la funcié en aquest punt és z* = 200.
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2) Prenem el programa estandarditzat:

Max 2x+2y+5z+0t+0u-wc
X+2y—-t+c=6

s.a.
xX+y+z+u=10

X, y,z,t,u=0

Taula del simplex:
Coef v.b. X y z t U ¢ B
-w c 1 2 0 -1 0 1
0 u 1 1 1 1 0 10
—w=2 | —2w-2 -5 w 0 0 —6w
/_,,-r—’_——_k—._\‘-\
"--.._~
// -
Coef v.b. x y | z t u c~.| B
-w c 1 0 -1 0 1 [ ™g6]
0 u I I 0 I 0 |
w-2 | [-2w-2| . -3 W 0 0 | -6w
e
T \\____Jf,/

El menor nombre negatiu de I'dltima fila és el —2w—2 (la w és una constant po-
sitiva arbitrariament gran) i, per tant, considerem tots els coeficients positius de la co-

lumna seleccionada. Tot seguit, calculem el quocient segtient i escollim el minim:

.| b . [6 10
mind— ! =minl—,—\{ =3
a, {2 1}

Per tant, el pivot sera el 2.

Coef v.b. X y z t U ¢ B

-w c 1 2 0 -1 0 1 6

0 u 1 1 1 1 0 10
-w=2 | —2w-2 -5 w 0 0 —6w

Ara dividim el 2 entre 2 per tal de transformar-lo en un 1.1, per tant, també hau-
rem de dividir tota la fila entre 2. I la variable no basica que passara a ser basica sera la

y1ila basica que passard a ser no basica sera la c.
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Ara farem zero tots els coeficients de la columna de la variable y:
Fila2 =Fila2 - (1)-Fila 1

Evidentment, aix0 afectara tots els coeficients de la fila. I, posteriorment, els cal-
culs de I'dltima fila, els z—C.

Segona taula del simplex:

Coef v.b. x y z t u c B

> 1 1 o | =L | o 1 3
Y 2 2 2

0 1 0 1 E 1 —l 7
" 2 2 2

-1 0 -5 -1 0 1+w 6

Observem que no compleix cap condicié de detencid. Per tant, tornem a la fase
d'iteracié:

Coef v.b. X ¥ z t u c B
2 y 1 1 0 1 0 1 3
2 2 2
0 u 1 0 1 I 1
2 2 2
-1 0 "~ 0 1540 6

T

El menor nombre negatiu de I'tltima fila és el —5 i, per tant, considerem tots els

coeficients positius de la columna seleccionada, fixem-nos que sols n’hi ha un. Per tant,

. . b
el calcul del minim del quocient — no caldra efectuar-lo.
. A 1 a‘k
Per tant, el pivot sera I'l.

Coef v.b. X z t ¢ B
2 |y | o | 1 1|
2 2 2
0 u 1 1 1 1 7
2 2 2
-1 -5 -1 1+w 6
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Ara ja tenim el pivot 1; per tant, no caldra fer res. I la variable no basica que pas-
sard a ser basica sera la z i la basica que passara a ser no basica sera la u.

Tampoc caldra fer zero tots els coeficients de la columna de la variable z, perque
ja esta.

Posteriorment, s que caldra calcular ['tltima fila, els z—c.

Segona taula del simplex:

Coef v.b. x y z t U ¢ B
1 1 1

2 - 1 0 - 0 - 3
y 2 2 2

5 E 0 1 1 1 - ! 7

: 2 2 2

3 3 3

> 0 0 ; 5 B 41

Observem que compleix la primera condicié de detencid. Per tant, ja haurem aca-
bat.
Per tant, el punt Optim serd el y = 3, z = 7 i la resta de variables, zero. Per tant, el

punt (0,3,7) és el minim global i el valor de la funci6 en aquest punt és —z* = —41.

Tipologia de solucions

Després daplicar l'algoritme del simplex en un problema de programacié lineal, ens

podem trobar amb aquestes situacions:

INEXISTENCIA DE SOLUCIO FACTIBLE:
Si hi ha alguna variable artificial basica; és a dir, amb valor positiu. Graficament

tindriem la regié admissible buida, ja que cap punt verificaria totes les restriccions.

INEXISTENCIA DE SOLUCIO OPTIMA (SOLUCIO NO LIMITADA):

Si en obtenir una solucié basica (sense cap variable artificial basica), per a alguna
columna Z—¢ < 0i a,=< 0, és a dir, compleix la segona condici6 de la fase de detencis.
Graficament tindriem la regié admissible no buida, pero la solucié no estaria fitada. Tot

i que pot passar no tenir la regié admissible limitada, pero la solucié si.
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SoLuciO OPTIMA MULTIPLE NO FITADA:

Si obtenim la solucié complint la primera condicié de la fase de detencid, pero,
alguna variable no basica té associat el valor z, — ¢, = Oi tots els valors a, < 0 enla seva
columna. Graficament tots els punts d'una aresta de la regi6é admissible tenen el mateix
valor objectiu, i en el cas que la regi6é admissible no estigui limitada, aquests punts seran

optims.

SoLucié OPTIMA MULTIPLE FITADA!
Si obtenim la solucié complint la primera condicié de la fase de detencid, pero,

alguna variable no basica té associat el valor zZ,—¢ = 0 i hi ha algun valor a, > 0 en

k k

la seva columna. Si haguéssim introduit aquesta variable en la nostra base canonica
obtindriem un altre punt Optim (amb el mateix valor en la funcié objectiu que l'anteri-
orment trobat). Graficament obtindriem dos punts com a dptims amb el mateix valor
en la funcid objectiu; llavors, [optim de la funcid objectiu sassoliria en tots els punts del
segment que uneix aquests dos punts. Per tant, tindriem tantes solucions com punts en

el segment.

SoLucié OPTIMA UNICA:
Quan no es déna cap dels casos anteriors, és a dir, obtenim la solucié complint la
primera condicié de la fase de detencid i no tenim cap variable artificial com a basica. A

més a més, la quantitat de z—¢= 0 coincideix exactament amb el nombre de restriccions.

5.4 Analisi de sensibilitat

A més a més de resoldre la problematica de maximitzar o minimitzar una funcié amb
restriccions de desigualtat, ens interessa saber com li afecten petites variacions en el
terme independent de cadascuna de les restriccions.

Si tenim un problema doptimitzacié amb restriccions de desigualtat com el se-

giient:

Opt. f(x,,...,x,)
(g,(x,,...,x,) <D,

g, (X,,x,)<b,
s.a.d ~
g, (X, x,) = b

g, (x,0sx,) = b,
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Llavors, la férmula que ens relaciona la variacié del valor de la funci6 objectiu amb

la variacié (variacions petites) del terme independent i-&sim és la segiient:

Af(x) = 2)@ -AD,

Per estudiar aquesta sensibilitat en els diferents problemes doptimitzacié plante-
jats fent ts de l'algoritme del simplex necessitarem saber el valor dels multiplicadors de
Lagrange. Per6 com trobar-los? Vegem-ho amb dos exemples.

Per no perdre homogeneitat, prendrem els dos exemples tractats en aquesta uni-

tat.

Exemples:
1) Tenim el problema segiient:

Max 36x+20y-40z

3x+y-z=<10
s.a.
x+y-z=<50

x,y,z=0

Aplicant l'algoritme del simplex haviem obtingut la solucié:

Coef v.b. x y z t n B
20 y 3 1 -1 1 0 10
0 u -2 0 0 -1 1 40
24 0 20 20 0 200

per al qual determinavem que el maxim global era el punt (0,10,0) amb valor a la funcié
objectiu 200.
Com trobar els multiplicadors de Lagrange respectius a cada restriccié?

Recordem quines eren les primeres variables basiques (les de la base canonica):

Coef v.b. X | A | Z | t | u B
0 t 3 7 =7 1 0 10
0 u 7 ] 7 0 ] 50

-36 -20 40 0 0 0

Fixem-nos que la variable basica de la primera linea, la t, serd la que ens ajudara a

obtenir el multiplicador de Lagrange de la primera restriccié.
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Conseqiientment, la variable basica de la segona linea, la u, sera la que ens ajudara
a obtenir el multiplicador de Lagrange de la segona restriccid. I aixi tantes linies com
restriccions, seguint lordre establert.

Aixi doncs, prenent l'tltima taula de l'algoritme del simplex:

A=z (Quan es tracta d'un problema de maximitzacid)

1 1

h=-z (Quan es tracta d'un problema de minimitzacid)

Co v.b. X | y | 2 [t | ™Sz B
¥ 3 i -1 L] [0 10

7] u -2 0 0 40
24 0 20 _~"20 70 200

Per tant: A, =20-1+0-(-1)=20 i A, =20-0+0-1=0.

Llavors, si augmentem el terme independent de la primera restriccié una unitat
(11), el valor de la funci6 objectiu al maxim serd 220 i si el disminuim una unitat (9), el
valor de la funci6 objectiu al maxim sera 180. En canvi, qualsevol variaci6 del terme in-

dependent de la segona restricci6 no afectara el valor de la funcié objectiu en el maxim.

2) Tenim el problema segiient:
Min -2x-2y-5z

xX+2y=6
s.a.
x+y+z=<10

x,v,z=0
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Aplicant l'algoritme del simplex haviem obtingut la solucié:

Coef v.b. X y z t u ¢ B
1 1 1
2 - 1 0 - 0 - 3
y 2 2 2
5 l 0 1 1 1 - ! 7
¢ 2 2 2
3 3 3
E 0 0 E 5 _E W 41

pel qual determinavem que el minim global era el punt (0,3,7) amb valor a la funcié
objectiu —41.
Com trobar els multiplicadors de Lagrange respectius a cada restriccid?

Recordem quines eren les primeres variables basiques (les de la base candnica):

Coef  v.b. x | v | z | ¢t | a | e B

-w c 7 2 G =7 1] 1 6
0 u 7 7 7 G y) 0 10
-w-2 -2w-2 -5 W 0 0 -6w

Fixem-nos que la variable basica de la primera linea, la ¢, serd la que ens ajudara a
obtenir el multiplicador de Lagrange de la primera restriccid.

Conseqiientment, la variable basica de la segona linea, la 4, serd la que ens ajudara
a obtenir el multiplicador de Lagrange de la segona restriccid.

I aixi tantes linies com restriccions, seguint lordre establert.

Aixi doncs, prenent l'tltima taula de l'algoritme del simplex:

A=z (Quan es tracta d'un problema de maximitzacid)

1 1

A =-z (Quan es tracta d'un problema de minimitzacid)

1 1
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f
N
oW — o =
[
P
Do | o— |
\!
i -]
]

o/ 5 A, 4
2 2

/

Per tant: A, =—(2-—+5-(——)) =% I A =-(2-0+5-1)=-5.

Llavors, si augmentem el terme independent de la primera restriccidé una unitat

(7) el valor de la funcié objectiu al minim serd ——, i si el disminuim una unitat (5) el
7 . . , . \ 85 . . .

valor de la funcié objectiu al minim serd — = En canvi, si augmentem el terme inde-

pendent de la segona restriccid una unitat (11), el valor de la funcié objectiu serd —46 i

si el disminuim una unitat (9), el valor de la funcié objectiu al minim sera —36.
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Tema 6: Successions i series de nombres reals

6.1 Successions de nombres reals

Queé és una successié?
Una successié de nombres reals és un conjunt infinit de nombres, ordenats tal que se-
gueixen alguna regla de formacié. La denotarem per {a } _ .

Exemples:
1) 2,4,6,8,10,12,14...

2)1,2,3,4,5,6,7,8...
3yl 111

2 481
Cada element que forma la successié sanomena terme de la successié i es denota

per a, on i és la posicié que ocupa.

Exemples:

1) 2,4,6,8,10,12,14... on a,=2,a,=4,a,=6,a, =8...

2) 1,2,3,4,5,6,7,8... on a,=1,a,=2,a,=3,a, =4..

3) l,l’l,i,lm on a, =1, az=£, a3=l,a4=1m
2’34’5 &= =y

Qué és el terme general?

El terme general d'una successié és una expressié que relaciona cada terme de la suc-
cessié amb la posicié que ocupa. Es a dir, ens indica qué fa la successid, quina norma o

regla de transformacié segueix.
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Exemples:

1) 2,4,6,8,10,12,14... on  a, =2,a,=4,3,=6... Terme general: a, =2n
2) 1,2,3,4,5,6,78.... on a =1,a,=2,a,=3.. Terme general: a, =n

3) 1, l’l,i, we on  a =1,a, =l, a, Ll Terme general: a, =
2 3 4 2 3

gl

De successions n’hi ha moltes, entre d’altres, les progressions i, en particular, les

progressions geométriques.

Progressions geomeétriques

Que sén les progressions geomeétriques?
Les progressions geométriques sén un tipus de successions, tal que per passar d'un tet-
me al segiient el que fem és multiplicar per un nombre real. Aquest nombre sanomena

la raé i el denotarem per r.

1
¥ —
3
0 FATTAN A
X 111 1
{a,}={1,24,216,..} 34 ﬁ?
N B I BN oy
4 Ay dz ay s by by b, by

. Per tant, la raé de la successié {a } _ serar =21ilarad delasuccessié {b} _ sera
r = g .
Aixi doncs, direm que la successié {a } _ i{b} _ son progressions geometriques

de rad 2 i§ , respectivament .

Una progressié geomeétrica tindra la forma segtient:

n

{an}nEN =a-r
on a pot ser un nombre real qualsevol i la rad r esta elevada a n.

A més, la seva construccid, com hem vist, segueix la relacié segiient: a  =r-a
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Exemples:
2\ y o .2
1) a, = 3| Pprogressié geométrica derad r = 3
1 e 1 . 7 1
2) a, = 4 progressi6 geométrica derad r = 1

3) an:(\/g)”“ =+/5 +(/5)" progressié geométrica de rad r = /5.

Convergéncia de successions

El concepte convergéncia de successions fa referéncia a cap a quin valor saproxima la
successié quan ens fixem amb els termes de la cua.

Una successi6é que té limit a l'infinit, finit sanomena successié convergent, una que
té limit a l'infinit, infinit, sanomena successié divergent; i, a més a més, una successi6 de
nimeros reals és oscil-lant si i només si no és convergent ni divergent. Es a dir, donada
una successio {a }

nEN"®

Si lima,=k = {a,},., ésconvergent.

n—+0

Si lim a, = o Obéj = {a

n—>+0

3y és divergent.

Silima, =& = {a,}_, ésoscillant.

n—+o0o

Exemples:
1 : 1 1,

1) a, =~ g lim a, = lim —=0 - a, = — €s convergent
n n—>+0 n—+0 n n

2) a,=2n - lim a, = lim 2n =+ — a, =2n és divergent

n—+o0 n—+0

3) a, = (— 1y' — lim a, lim (— 1)1 = j — a, = (=1)" és oscil-lant

n—>+00 n—+0

Observem que aquesta tltima successid an:{—l,l,—l,l,—l,l...} és, efectivament,

una successié oscil-lant, ja que pren els valors 11 —1 alternadament.
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6.2 Séries de nombres reals

Queé és una série?
De manera intuitiva podem dir que una série de nombres reals és la suma dels infinits
termes d'una successié {a } _ . La denotarem per:
s
Eai —a, +a,+a, +..
i=1
on el simbol Y, (anomenat sumatori) indica sumar i, a sota i sobre s'indica des de,
i fins a quin subindex s'ha de realitzar la dita suma.
Tenint en compte que una successié té un nombre de termes infinit, aprendrem a
sumar sumes infinites.

Denotarem per S, = 2 a; la suma dels n primers termes d'una successié. Aquesta
i

S, és una successid, anomenada successié de sumes parcials.

Per tant: Per sumar infinits termes d'una successié en diem série i per sumar una
quantitat finita de termes en diem suma parcial de n termes. Per tant, el S = E a, és
una serie. -

En el cas en que la successi6 {a } _ és una progressié geometrica (n'hi ha daltres),
hi ha férmules per calcular aquestes sumes parcials, sense haver de sumar un a un cada
terme.

"

Si el sumatori és finit: S, = Ea, irzl o § =g, 1
i=1 -r

+00
Si el sumatori és infinit: §_ =2‘1i i<l = 5 =4,
=

~

Per a la resta de casos, la suma és infinita o no es pot calcular.

Exemples:
2 1-2° =31
1) s. =¥V2" = = =62
) S 2 1-2 -1
10
1_(1) 1 1023
2) s (Yt (2] 17 1024 _ 1 1024 _ 1023
Poal2) 2 o1 2 1 2 11024
2 2 2
3) s, = N 2" = 400 (Noes pot calcular amb la férmula)
n=1 1
+00 1" E
4) s, =%[=] =—2-=1
)s-3(3) -
2
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Convergéncia de séries

+ Una serie Ean és convergent si /im S, =k .

n—s+0o

+ Una serie Ean és divergent si lim S, =+,

n—>+0

Teorema: (Condicié necessaria de convergéncia)

Sila série Ya és convergent, llavors lim a, = 0.
n

n—+0

Atencié: El reciproc d'aquest teorema no és cert!

(Per tant: Si /im a, = 0 tindrem que Y@ no és convergent.)
n

n—+0©

Propietats

Sigui{a } _ i{b} _ dues successions convergents, llavors:

. Ea"+zb” =Ean+bn

. Ek'an =k-Ea,, on kER.

6.3 Série geometrica

En la vida quotidiana ens veiem immersos en un ciimul de situacions de préstecs, in-
versions... En totes aquestes situacions sutilitzen les progressions, i en particular les
progressions geomeétriques, daqui la importancia daquesta eina matematica.

La utilitat de la série geométrica es reflecteix clarament amb el calcul de capitalit-
zacions i amb el calcul d'amortitzacions.

Anomenarem série geométrica a la suma infinita dels termes d'una progressi6 ge-
ometrica; és a dir:

-

a, és una série geometrica si {a } _  és una progressié geometrica

n=l

Convergéncia d'una série geométrica

Com hem vist per determinar si una série és convergent o divergent, hem de calcular el

limit de la successié de sumes parcials de n termes:
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a .
‘ si |r| <1
- 1-r
, . -r .
lim S, = lim a, - =qtoo sir21
N—>+oo N—>+oo 1—-r
no existeix sir<-—1

Per tant, la série geomeétrica sols és convergent per |r| <l.Enelcasquer=11la

série és divergent i, per tant, el seu valor és infinit i per r <1 no es pot calcular.

Calcul del valor d'una série geométrica

Si la série geométrica sols és convergent per |r| <1; llavors, solament podrem calcular el
seu valor per a aquests casos.

La férmula per calcular el valor d'una série geomeétrica és la segiient:

LB =a, primer terme — (ultim + 1) terme
E oy 1 - raé

Nota: Aquesta férmula engloba les definides anteriorment per a S, pero cal anar
amb compte quan les condicions sén de larila n.

Exemples:
1115 L, !
o(1\' _2 32 _32_30_1I5 S 277 2
)2(2) L1732 16 )2(2) LA
7 2 2 2
1,
3)31"_L_2=1=L
“\2) .1 1 3216
2 2

Sembla logic que la suma de lexemple 1) i de lexemple 3), ha de ser lexemple 2):

n n

w2 1\ 471 o 5 |
’2(5) =121(5) +;(E) =E+g=l
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Aplicacio economica

Exemple:
Ingressem en un banc 30.000 euros (capital inicial), el banc ens paga un interés com-
post anual del 4%. Es a dir, cada any obtenim un 4% de beneficis sobre el capital inver-

tit. Quin capital obtenim al cap de cinc anys?

obtenim beneficis

Férmula del capital que obtindrem C,, en invertir un capital inicial C = 30.000

euros al r = 0,04 de tipus d'interés compost anual. Durant n = 5 anys.

C =C(1+r)"
C,=C(1+r)
C,=C (14+r)=C(1+r)’
C,=C,(14+r)=C(1+r)’
C,=C,(14+r)=C(1+r)*
C.=C,(1+r)=C(1+41)° — C.=C(1+r)° = 30000 -(1'04)° = 36499'59 euros

Fixem-nos que és una progressié geometrica de rad 1 + r; aixi doncs, cada terme

(anualitat) [obtindrem a partir de C _ =C (1+7)

1

ara 1 any 2anys 3anys 4anys 5anys

C,=30000 -(1+0,04) = 31200
C,=31200 -(1+0,04) = 32448
C,=32448 -(1+0,04) = 33745,92
C,=33745,92 -(1+0,04) = 35095,76
C,=35095,76 -(1+0,04) = 36499,59
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Exercicis del tema 1:

Formes quadratiques

1. Considereu les matrius segiients:

2 1 -1 0 -1 0

a) Doneu lexpressié polindmica de les formes quadratiques associades a cadascu-

’
na daquestes.

2 1 -1
A=1 -1 1
-1 1 0
g, R°”——R
2 1 -1\ (x X
(x,y,z) V(2|1 -1 1|y =(2x+y—z X-y+z —x+y)- yl=
-1 1 0 z z

=2X7 + yX—zZX+ XY=y +Zy—XZ+ yz=

=2x> = y? +2xy-2xz+2yz

Per tant, l'expressié polindmica de la forma quadratica sera:

q,(6,y,2)=2x" —y* +2xy-2xz+2yz

0 -10
B=|-1 0 0
0 0 1
g, R’——R
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0 -1 0\ /x X
(x,»,2) ; >(x,y,z)- -1 0 Of|y =(—y -X z)- y =—yx—xy+z2
0 0 1 z z

Per tant, lexpressié polinomica de la forma quadratica sera:

qz(x,y,2)==-2xy+ z?
b) Calculeu les imatges de (1,1,1) i (-1,-1,-1).

g, LD=21-1"+2-1-1-2-1-1+2-1-1=3
4,(=1=1=1) = 2(=1)* = (=1 # 2+(= 1) (=) = 2+ (= 1) (=) # 2+ (=1} (-1) = 3

qB(1:151)=_2'1'1+12 =-1]

45 (=1-1=1) = =2+(=1)- (=) + (1" = -1

2. Determineu la matriu associada a les formes quadratiques de R?® segiients:

2 2 2
a) q,(x;,X,,x;) = x; =3x; — x5 - 6x,x;
2 2 2 2 2 2
ax; +dx; + fxj +2bx,x, + 2cx,x; +2ex,x, = x; - 3x; — x; —6x,x,

(a=1 (a=1

a=

d=-3 d=-3
. | 1 0 0
S == — S =- — A=|0 -3 -3

2b=0 b=0
0 -3 -1

2¢=0 c=0

2e=-6 e=-3

b) ¢,(x,y,z) = 3x? —4xy+y2 -yz+ z?

ax”> +dy”> + fo" +2byx +2czx +2ezy = -3x —4xy +y - yz+ 7

d= —
r=1 -3 -2 0
= 1
- Jpo_ -~  B=|-2 1 --=
2b = -4 b=-2 2
2¢=0 ¢=0 0 —% 1
2e = -1 e=—l
2
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3. Sigui la forma quadratica g : R> =R, expressada per g(x,y,z) = 2xy+2xz+2yz.

a) Escriviu la matriu associada i trobeu la imatge del vector (111).

ax” +dy’ + f* +2byx + 2czx + 2ezy =2xy +2x7 +2yz

(a=0 (a=0

d=0 d=0
0 0 0 1 1
<f_ — <f_ — A=]|1 0 1

2b=2 b=1
1 1 0

2c=2 c=1

2e =2 e=1

qLL)=2-1-1+2-1-1+2-1-1=6

b) Determineu els valors propis i classifiqueu la forma quadratica.

-1 1 1
I A 1= +1+1+A+A+A=-A+31+2
1 1 -1

- +34+2=0 — A = -1 (multiplicitat doble), 3, =2

4. Classifiqueu les formes quadratiques segiients:

a) G,(X,Y,2) = 2x* + 4y* + 2% és definida positiva, ja que prenent qualsevol vector
si fem la suma de les seves components al quadrat i multiplicades per un nombre posi-
tiu sempre serd positiu, excepte el vector nul.

b) q,(x,y,z) = x* + y* és semidefinida positiva, ja que prenent qualsevol vector si
fem la suma de les seves components al quadrat sempre serd positiu o zero, i hi ha vec-
tots no nuls, per exemple, el (0,0,3) tal que la forma quadratica és 0.

¢) dy(%, y) = x* +2y? és definida positiva, ja que prenent qualsevol vector si fem la
suma de les seves components al quadrat i multiplicat per un nombre positiu sempre
serd positiu, excepte el vector nul.

d) q,(x,y) = —x> +xy-y’

Busquem la matriu associada a aquesta forma quadratica:
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ax’ + 2byx+ cy2 =—x>+xy- y2

Per tant:
a=-1

a=-1
2b =1 — b=l
! 2
€=- c=-1

Aixi ens queda la matriu:

Apliquem el métode utilitzant els valors propis de A:

1-A | 3
2 |o(-1-A) === 424+
L 4 4
2
1
Ar2deSo0 - A =—— ,)L2=—é
4 2 2

Atés que tots els valors propis sén negatius, tindrem que la forma quadratica és

definida negativa.
Apliquem el métode utilitzant els menors principals de A:

1
-1 =
al=-1 =], 2

El
-1 4

2

Com que |4 =|4,|= % = 0 1els menors principals de la matriu associada alternen

el signe (imparell negatiu i parell positiu) tindrem que la forma quadratica és definida

negativa.

e) qs(x,y,2) =3x> +11y° - 6xy

Busquem la matriu associada a aquesta forma quadratica:

ax® +dy® + fz* +2byx + 2czx + 2ezy = 3x” +11y” — 6xy

92



MaTtemATIQUES II

Per tant:
a=3 a=3
2b =6 b=-3
c=0 c=
1d =11 \d =11
2e=0 e=0
/=0 /=0
Aixi ens queda la matriu:
3 -3 0
A=|-3 11 0
0 0 0

Apliquem el métode utilitzant els valors propis de A:

3-A -3 0

-3 11-2 0 [=C-A)A1-A)(-A)+9A = -1’ +144* - 241
0 0 -A

X +14X =244 =0 — A, =0 , A, =2, A, =12

Atés que tots els valors propis sén positius o zero, tindrem que la forma quadra-
tica és semidefinida positiva.

Apliquem el métode utilitzant els menors principals de A:

3 -3 0
Al=3 A=3 _3=24 , Al=1-3 11 0/ =0
|1| |2| 3
-3 11
0 0 0

Com que |A = |A,| =0 i els menors principals [A|>0, |A,|>0 i |A;] =0 sén posi-
tius els dos primers; llavors, la forma quadratica és semidefinida positiva .

) qe(x,y,2) = x> +2xy+2z* =2yz
Busquem la matriu associada a aquesta forma quadratica:

ax’ +dy’ + fz° +2byx +2czx + 2ezy = X7 +2xy +7° =2z
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Per tant:

a=1 [
2b=2
c=0

d=0

oo
o <@ = =

——
—

< 0 U O = 9
Il

Aixi ens queda la matriu:

1
A=(1 0 -1
0 -1 1

Apliquem el métode utilitzant els valors propis de A:

1-2 1 0

1 -2 —1|=(01-2)*AV)-(1-2)-(1-2)=-A +24 +A1-2
0 -1 1-2

SR A2 4A-2=0 — A =1, A=-1 | A =2

Com que hi ha valors propis positius i negatius, tindrem que la forma quadratica
és indefinida.

Apliquem el métode utilitzant els menors principals de A:

11 0
1
‘=—1 . |Al=t 0 —1=-2

1
Al )
0 -1 1

Si |4|=|4| = -2 = 0 i els menors principals de la matriu associada sén positius i
negatius, pero el|A | <0 i té subindex parell; llavors, la forma quadritica és indefinida .
g % p q

g g, (x,y,z,0) =x> —=y* +2° + 17 + xy = 2xz + 4yt + 2zt
Busquem la matriu associada a aquesta forma quadratica:

ax’ +ey’ + hz” + jt* +2bxy + 2cxz + 2 fzy + 2dtx +2gty + 2itz = x> =y  + 77 + 17 + xy = 2xz7+ 4yt + 2zt
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Per tant, ens queda la matriu:

(a=1 a=1
1
2b=1 h=—
2
2¢=-2
c=-1 L 2o
2d =0 J_0 5
-]
éf . s Je=-1 A=% 1 0 2
B f=0 -1 0 1 1
2g=4
L g=2 0 2 1 1
- h=1
%’=2 i=1
j=1 j=1

1-A — -1 0
2
1
- =1-A 0 2 lantoon =B
2 PR
-1 0 1-A 1
0 2 1 1-4
25 21

KRR TAN3=0 = k=231, 4y = 025148, A, ~ 18609 2, = 27348

Atés que hi ha valors propis positius i negatius, tindrem que la forma quadratica
és indefinida.

Nota: Aquest métode amb matrius dordre 4 és fa una mica feixuc, a causa de la
problematica de resoldre una equaci6 de quart grau. Per tant, serd recomanable utilit-
zar l'altre meétode.

Apliquem el métode utilitzant els menors principals de A:

1 1
o . e
5 1 1
|A1|=1’|A2|=1 2=‘Z ’|A3|=§ -1 0=_Z’ |A4|=E -1 0 21=3
5 -1 0 1 -1 0 1 1
0o 2 1 1
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Com que |A|=|A,|= 3 = 0 i els menors principals de la matriu associada sén po-
sitius i negatius perd e1|A1| >0 i té subindex senar; llavors, la forma quadratica és inde-

finida.
h) qo(x,y,z,0)=x* +y* = 2% —1> + dxy + 3xt + 4yt + 2zt

Busquem la matriu associada a aquesta forma quadratica:

ax® +ey’ + hz’ + jt* +2bxy +2cxz + 2 fzy + 2dtx +2gty + 2itz = x* + y> =27 — > + dxy + 3xt + 4yt + 22t

Per tant, ens queda la matriu:

(a1 a=1
2b =4 b=2
2c=0 =0 3
2d =3 d=3 1 2 0 =
1 2 2
<€— — le=1 — A=2 0 2
21/ =0 -1 1
2f—4 - ;
o h=-1
2=2 i=1
j=-1 j=-1
Apliquem el métode utilitzant els valors propis de A:
I-4 2 0 3
2
2o A 0 2 e e g B
0 -1-2 1 4 4
3 1 -1-A
2
PANELSERST P NIy N N B P D MR L UNE B P L E I
4 4 2 4 4 4 4

Atés que hi ha valors propis positius i negatius, tindrem que la forma quadratica
és indefinida.

Nota: Aquest métode amb matrius dordre 4 és fa una mica feixuc a causa de la
problematica de resoldre una equacié de quart grau. Per tant, sera recomanable utilit-
zar l'altre meétode.

Apliquem el métode utilitzant els menors principals de A:
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1 2 0 3
1 2 P20 2 1 0 % 23
4, =1, |4,|= =3, |4l=2 1 0|=3, |4,]= =-=
2 1 0 0 -1 1 4
00 -1 3
— 2 1 -1
2
23 . .. . . ,
Com que |4]=|4,)=-===0 i els menors principals de la matriu associada sén

positius i negatius, perd el|A1| >0 i té subindex senar; llavors, la forma quadratica és

indefinida .

1 0 3
5. Considereu la forma quadratica amb matriu associada4=|0 4 0.
3 0 1

a) Doneu lexpressié polindmica associada a aquesta forma quadratica.

g,-R>——R
I 0 3\ (x X
(x,0,2) > (5,3,2):|0 4 0||y|=(x+3z 4y 3x+z)|y|=
30 1) \z z

=x>+3xz+4y> +3xz+2° =

=x"+6xz+4y° +2°

Per tant, lexpressié polinomica de la forma quadratica sera:

q,(x,y,z)= x? +6xz+4y2 +z°

b) Calculeu els valors propis de la forma quadratica.

-2 0 3
4-4 0 [=(1-1)>(A=-21)-94-1)=-A +617 =32

“A+6A°-32=0 — A =4 (multiplicitat doble), A, = -2
¢) Classifiqueu-la.

Atés que la matriu associada a la forma quadratica té valors propis positius i ne-

gatius, podem dir que la forma quadratica és indefinida.
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250
6. Considereu la forma quadratica amb matriu associada 4=|5 2 0].
0 0 8
a) Doneu lexpressié polindmica de la forma quadratica.
q,.R>——R
2 5 0y (x X
(x,y,2) 1 (x5, p,2) |5 2 0|y =(2x+5y S5x+2y 82)' y|=
0 0 8)\:z z

=2x" +5xy+5xy+2y> +8z° =
=2x> +2y* +8z% +10xy

Per tant, lexpressié polinomica de la forma quadratica sera:

q,(x,y,z)= 2x° +2y2 +8z° +10xy

b) Calculeu els valors propis.
2-A 5 0
24 0 |=(2=A)>(B=A)=258=A)= A +124> 114168
0 8-—A4

-2 +124° -11A-168=0 — A=-3, A, =71 A =38

¢) Classifiqueu la forma quadratica.
Atés que la matriu associada a la forma quadratica té valors propis positius i ne-

gatius, podem dir que la forma quadratica és indefinida.

7.De les quatre afirmacions, només una és certa i les altres son falses. Sigui A una ma-

triu quadrada dordre n que verifica A= A", Llavors,

a) detA = 0
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No, ja que, per exemple, podem prendre la matriu nul-la dordre »

A=]|. ) . |, aquesta matriu compleix la condicié de A=A"i el detA=0.

b) A no és la matriu associada a una forma quadratica.
No, hem definit que la matriu associada a una forma quadratica havia de ser simeé-

trica i aquesta condicié és equivalent a A=A".

¢) Tots els valors propis de A sén reals.

Si, aix0 és degut a la simetria de la matriu associada a la forma quadratica.

d) A no és simétrica.

No, es contradiu amb lenunciat, ja que A és simétrica < A=A".
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Exercicis del tema 2:

Funcions de diverses variables

8. Determineu el domini de les funcions segiients:

a) f(x>J’)=%
-x* -y

Aquesta funcid no estara definida pels valors que anul:len el denominador i pels

valors del radicand de l'arrel que la facin negativa.

{wll—xz—y2=0 . {l—xz—y2=0 N 5 21

., Xt +y
1-x*-3*<0 1-x>-y°<0

Llavors, no estara definida per tots els punts x*+ y*= 1.
Per tant, el domini de la funcid f(x, y) és:

Dom f(x,y) = {(x,) ER* x>+’ <1}

b) f(x,y) =4/In(y - x?)

Aquesta funci6 no estara definida pels valors del radicand de l'arrel que la facin
negativa i, a més a més, pels valors que anul-len o facin negatiu el logaritme neperia.

{1n(y—x2)<0 {y—x2<1 {y<1+x2 5

— — — y=0+x

y-x"=0 y-x"=<0 y=0+x°

Llavors, no estara definida per tots els punts y < x*.
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Per tant, el domini de la funcié f(x,y) és:

Dom f(x,y) = {(x,»))ER?| y > x*}

9. Estudieu les corbes de nivell de les funcions segiients:
a) f(x,y)=3x + 2y
Igualem la funcié a ki aillem la y:

_3x-k

2

3x-2y=k — y

Donem valors ala k i observem que obtenim rectes:

k=0 3
Y 5

k=1 =3x—1
YT

3x=-2

<k=2 = :

YT

_3x+1

_3x+2
k=-2 9

Imatge 28

b) flx, y)= (x-1)* + (y+2)

Igualem la funcié a k i observem que obtenim una circumferéncia de radi JK i
centrada en el punt (1,-2):

(x=1)*+ (y+2)* =k on k=0

Donem valors ala k i observem que obtenim circumferéncies:
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k=1 (x=D*+(y+2)* =1
k=2 (x=1)>+(+2)>=2
k=3  (x=-1)>+(+2)>=3
k=4

(x-1D)>+(y+2)° =4

Imatge 29
10. Calculeu els limits segiients:
a)
2 2 2. i 2 2. 2
,oxy =y +x-1 0  (I+r-cos@)r-sin"@—-r-sin"@+1+r cosf —1
lim =—=I[im =
(x)—>(10) x -1 0Owr—o 1+7 cosf -1
. . . 2 < 2
, r’-sin’@+7’- cosO-sin®0 —r’- sin’ @ +r-cos® T (F - cos 6 sin” 0 +cos )
=lim =lim =
r=0 r-cosf r=0 r-cosf
, cosO(r’-sin*0+1) . ,cosO
= lim =limr ——=(*)
r=0 cosf =0 cos6

(1) Canvi amb coordenades polars:

x=1+r-cosf
y=r-sinf

., . T , 3
(*) Aquest limit és 1 quan cos0=0, en els casos en qué 6 = o 27k o bé 6 = ot 27k
per kEZ el limit no existeix. Per tant el limit no existeix.

b)

x*y> 0 ., r*-cos’@-r*-sin’0 , r*-cos’6-sin’@
m 4 4 = —=1lim 4 4 4 - 4 = lim 4 4 VI
=00 x* + " QWr=0p"-cos"@+r" -sin" @ r>0p -(cos 0 +sin 49)

2 : 2 2 + 2
, cos“@-sin“ 0 cos“0-sin“ 0
=[lim ; — = . —
r=0cos" @ +smm 0 cos O+sin” 6
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(1) Canvi amb coordenades polars:

x=r-cosf
y=r-sinf

Aquest limit no existeix, ja que depén del parametre 0.
11. Estudieu la continuitat de les funcions
a)
x° +2xy°

fey) =4 x*+y?
0 si (x,y)=1(0,0)

si (x,y) =(0,0)

La funcié f(x,y) esta definida a trossos, per a (x, y) = (0,0) correspon la funcié

3
X" +2xy" que és continua en tots els punts menys els que anullen el denominador,

x? + 2

perd el punt (0,0) no pertany al domini de definicid, aixi és continua. Per a (x, y) = (0,0)

és la funcié constant 0, que sempre és continua. Ara sols ens cal estudiar qué passa al

punt de tall. Vegem si el limit de la funci6é quan tendeix a (0,0) coincideix amb el valor

£(0,0):

lim 1 (x,y) = £(0.0)

(x,9)=(0,0
) ¥ 42xy> 0 r’-cos’@+2 r-cosh-r*sin’0 . r’cos’@+2- 1’ cosh- sin’ 0
lim 2 2 =—=lim 2 2 2, -2 =Lm 2 2 . 2 =

@y)=00) X" +y 0 r—o ro-cos"0+r-sin” 0 r=0 r7- (cos” 0 +sin” 0)

oo (cos3 0 +2- cosO- sin’ 0) ) , L,

lim 5 5 — =limr- (cos 0 +2- cosB- sin 6) =0

r=0 r - (cos™ 0 +sin” 0) r=0

f(0,0)=0

Per tant, la funcié f(x,y) és continua en tots els seus punts de R?.

b) .
f(x,) = oy 7 SiEn) =00

0 si(x,y)=1(0,0)

La funcié f(x,y) esta definida a trossos, per a (x, y) = (0,0) correspon la funcié

4x3

——» que és continua en tots els punts menys els que anul-len el denominador, pero

x> +y

el punt (0,0) no pertany al domini de definicié, aixi és continua. Per a (x, y) = (0,0) és
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la funcié constant 0 que sempre és continua. Ara sols ens cal estudiar qué passa al punt

de tall. Vegem si el limit de la funcié quan tendeix a (0,0) coincideix amb el valor f0,0):

lim =~ f(x,y)=7(00)

(,3)=(0,0
) 4x° 0o 4-r* cos’ 0 . 4-r-cos’@ ) ;
lim T =— =lim—; > - = lim—— ——=1lim4-r-cos"0 =0
eN=00x"+y° 0 r=>0r7-cos"O+r-sin"@ r—~0cos"O+sin"0 -0
f(0,0)=0

Per tant, la funcié f(x,y) és continua en tots els seus punts de R?.

12. Calculeu el vector gradient i la matriu hessiana de les funcions segiients als punts
indicats:

a) f(x,y)=x> =y +6xy-2x+4y+3en (1,-1)

Vf(x,y)=(af(a);’y),af(a);y))=(2x+6y—2,—2y+6x+4) — Vf(-)=(-6,12)

Busquem les derivades parcials segones:

azf(x’y) _ 2 a2f('xﬁy) _ 6 a2f('xﬁy) _ 6 azf(xﬂy) — _2
ox’ - ’ 0xay - ’ dyox - ’ ay’ -

Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:

O’ f(x,y) 0 f(x,))

ax? axay |_(2 6} _ (26
HGD = 200 o pa) —(6 _2) H(, 1)—(6 _2)
dyox 9y’

b) f(x,y)= x* - y2 +2xy en (-2,3)

VI (x,) =(af(a’;y),afg;y)) = (@x’ +2y,-2y+2x) = Vf(-2.3)=(-26,-10)

Busquem les derivades parcials segones:

WACHI BT S0y S0y Sy _

ox’ ’ oxdy dyox ’ oy’
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Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:

3’ f(x,y) 9 f(x,p)

e’ axdy | _(12x* 2 . o (482
)| 0L —( ) _2) Hf 2,3)—(2 _2)
dyox ay’

) f(x,y)= ; ;iz en (11)

- VA =(1-1)

Vf(x.y) = (af gx,y) ’af(x,y)) [ 4 oy

dy (x2+y2)2 ’(x2+y2)2

Busquem les derivades parcials segones:

I f(xy)  —12x°y* +4y° O f(x.y) 8x'y-8xy’
e

O f(x.y)  -8xy+8xy’ O f(xy) 12x°y° -4y’
dyox ()c2+yz)3 , dy* (x2+y2)3

Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:

2.2 4 3 3

azf(x,y) azf(x,y) -12x7y +4§y 8x’y —8)@3}

ax’ dxdy (x2+y2) (x2+y2)
Hf(x,)’) = (:)2 2 = 3 ; ) \
f(x,y) 0 f(x,y) -8x’y+8xy°  12x’y’ -4y

o o’ (+* +y2)3 (x? +y2)3

-1 0
Hf(1,1)=( 0 1)

1
) 9= (=it en (2]

Vf(x,y)=(af(a);y),af(8);y))=(1n(xy)+x;y ,—ln(xy)+%

o[y
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Busquem les derivades parcials segones:

fy) _x+y O f(ey) _x-y  f(uy) _x-y  f(ny) _-x-y

ax’ x* oxay xy ayox xy % h%

Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:

3 f(x,y) f(x,p)) (x+y x-y 5 3
1 ox’ Oxdy x’ xy 1 8 2
H 23_ = = - H 2,— =
f( 2) 9’ f(x,y) 0°f(x,) -y —x=y f( 2) 3 ~10
dydx ay’ Xy ¥’ 7
13. Calculeu el gradient i la matriu hessiana de les funcions segiients:
1 1
a) f(x,y)=8xy+—+—
X y
of (x, of (x, 1 1
Vf(x,y):(f( y),f( y))=(8y——2,8x——2)
0x ay X y
Busquem les derivades parcials segones:
’f(uy) 2 0" S (%)) _g 0" f (%)) _g O f(xy) 2
ax’ X dxady ' dyox ' ay’ y’

Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:

Py Sy (2

ax> 0xdy x>
Hf(x,y) = =
f(x y) azf(an’) azf(xay) 8 %
dyox ay’ y

b) f(x,y)=e " —x* -y’

of (x,y) of (x,
Vf(x,y)=( ff;;y)’ ff;;y))=(2xex Y -2x,2ye" Y —2ey)

Busquem les derivades parcials segones:
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9’ f(x, 2,
f();y)=ex +y (2+4x2)_2

ox

3’ f(x,y)

= 4xpe
dyox 4

2
a f(xﬂy) =e)cz+y2 2+4y2 —26
2

dy

Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:

Pfxy) 9f(xy)
B ox® dxdy
M= g2 p ey afonm |
dydx ay*

¢) f(x,,2) = xye”

I (x,y,2) If(x,y,2) If(x,y,2)

X2+y

(e 2 wdx?) -2
4 xye

2

Vf(x,y,z)= ax

ay

0z

Busquem les derivades parcials segones:

LAVAC I PS@Y2) ey
o ! oxdy |
2 2
FICX2) _ ey LD o402y
dyax dy
) 2
PI@2) _ 2 ITE2D) 024 y2)
0zox 0zdy

Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:

Pfry) Pfeya) Ty
ox* dxdy 0x0z

Hf (ruy.z) = 2L C002) azf(x;y,z) 8 f (x,y.2)
dyox dy 9ydz

f(x,y,2) 0 f(x,y.2) O f(x,y.2)
0z0x 929y 0z’
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=le“(1+yz) xze”(yz+2) xye*(yz+2)

2 yz
ye

O’ f(x,.2)

2 2
4xye” ™

e (24 4y%) = 2e

) = (yeyz, xeyz(1+yz),xyzeyz)

82f(x,y,Z) _ yzeyz

0x0z

0yoz

3’ f(x,y,2)

0z

e“(1+yz)

xye (2 + yz)

= xye™(yz+2)

3
= xy’e’”

2 5
yer

3 yz

xy’e’
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d) f(xy,2)=2zIn(x* +y?)

Vf(x,y,Z)= af(X,J’aZ),af(X,J’aZ)baf(X,yaZ) - 22XZ =, 22y22,1n(x2+y2)
ox ay 0z X“+yT x"+y
Busquem les derivades parcials segones:
3% f(x,9,2) B —2x°z+2y’°z 3% f(x,9,2) _ —dxyz % f(x,9,2) _ 2x
ox’ (x* + %) oxady (x* +y*)° 0x0z x*+y?
sz(xayaz) _ _4xyZ sz(xay) _ _2y22+22x2 azf(xayaz) _ 2y
dyox (x* +y%)? ay’ (x* +y°)’ dyoz x*+
3’ f(x,y,2)  2x 3’ f(x,y,2) 2y 9’ f(x,y,2) 0
dzdx x*+y’ dzdy xPey? oz’
Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:
> f(x,y,2) > f(x,y,2) 3 f(x,v,2) -2x’z+2y°z —4xyz 2x
ox’ 0xdy 0x0z x> +y°)° (x* + %)’ x*+y’
3f(x,y,z) P f(xpz) 0’ f(x,3.2) - 4xyz -2y°z+2zx" 2y
H = =
fx.7.2) dyox 6y2 dyoz (x2 + yz)2 (x2 + yz)2 x?+ y2
azf(xayaz) a2f(x7yaz) 62f(x9yaz) 2x Zy 0
dzdx dz0y oz’ Xty x4y
) f(xy.2)= ln( X )
y+z
of (x,v,z) df(x,y,z) of (x,y,z 1 z -1
VI (x.p.2) = f (x,y )’f( y )’f( Y.2)\ _ Ly ’
ox ay 0z x y(y+z) y+z

Busquem les derivades parcials segones:

Ffuyz) 1 O fxy.z) o Sy
ox’ x* oxdy 0x0z
a2f(x,y,Z)_0 azf(xay)_ _2y+Z azf(xayaz)_ 1
ayox ’ ay’ V(v +z)° ’ Yoz (y+z)°
0fxp.2) o Sy ] o' f(eyz) 1
0zox 0zady (y+z)° 0z’ (y+2)°
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Per tant, la matriu hessiana sera la segiient:

azf(xayaz) azf(x,y,z) azf(x,y,z) -1
ax? axdy dxoz 2 0 0
Hf(x,p.2) = 82f(x,y,z) 62f(x,2y,z) azf(x,y,z) _lo ;2y+z2 1 :
dydx ay dydz y'(y+z)" (y+2)
3 f(x,y,2) 0’ f(x,3,2) 9’ f(x,9,2) 0 1 1
dzdx dzdy 02> (y+2)°  (y+2)°

14. Determineu el domini de les funcions segiients:
X 2 2
a) f(xay) = ;,X—3X yaln(x +J’)
Per tant, tenim que:

X

Ji = fr=x-3x7y Sy =In(x* + y)
y
Dom f, ={()c,y)€R2 | v = 0}

Dom f, =R”? Dom f = Dom f, N Dom f, N Dom f,
Dom f, ={(x,y))ER* |x* +y >0}

Llavors, Dom f ={(x,»)ER* |x* +y >0,y =0}

b) f(x’y)=(x1yaxi}y)

Per tant, tenim que:

fl= f2= u
xX=y X+

Dom f ={(x,y)ER2 | v = x}

Dom f = Dom f, N D
Domfz={(x,y)ER2|y¢_x}} om f = Dom f, N Dom f,

Llavors, Dom f = {(x,y)ER’ | y = =x}

N

C) f(an’)=(x+yaln(x+J’)J
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Per tant, tenim que:

fi = \/; fo =In(x+y)
X+ Y

D = , ERZ # =X, 20
Om_fl {(xJ’) ’y X, X } Domf=D0mﬁnD0mf2
Dom f, = {(x,y)ER? | y > —x}

Llavors, Dom f ={(x,y)ER* |y >-x,x=0
Y Y

Calculeu les matrius jacobianes d'aquestes funcions:

) Sx) = [ Ex=3e +y>)

It (x.») i (x,») 1 .
Vi (. ) 0 Y vy
I =| sty | = | 20 B -6y -3
VRED) N ahen e | | T

ox dy

b) f(x,y>=( L )

x—y’x+y
ofy(x,y)  Afi(x,y) 1 o
_(VAG) | ax ay | | -y (x-y)
d (x’y)_(sz(x,y))_ sy hew |7l .
ox ay (x+y)Y  (x+y)

¢) f(x,)= (xfy In(x + y)]

aﬁ(xay) aﬁ(xay) -X+)y _ \/;
(VA 0x dy |G+ (x+y)’
ey )_(sz(x,w) BEACS R ALY I I
0x ay X+ X+ Y

15. Donada z = yIn(x* = y?), proveu que la_z_l_la_z -z
xdx yay

1oz 19z yln(x*-y?) I 2xy 1 2 2y° In(x* = %)
——t——=—" > ———— gt —In(x" -y ) - | =

xox yady y xxz—y y X =y y
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2xy2 +x(x2 —y2)(ln(x2 —yz))— ny2 B ln(x2 —y2)

xy(x® - y?) y
x(x? —yH)In(x* - y®) In(x* - y?) - In(x* - y*) _In(x* - y*)
xy(x® - y?) y y y
16. Donada f(x,y,z) = Y2 calculeu lelasticitat parcial respecte x en (2,2,4).
JxT+y? 427
3 43
Erooa-YC2H 2 24v24 2 160 224 s
o f(224) J@P+22+4%) 16 o4 16 6
3 3
essent Y (6».2) _ yiz+yz
dx \/(xz +y2+22)3

17. Calculeu lelasticitat parcial respecte a z de la funcié f(x,y,z) = (x + 2)e¥" ) en el
punt (2,0,—1).

Ezf(2,0,—1) — af(zaoa_l) . _1 — 4e—3 . __i _
0z f(2.0-1) e

essent W = Bx+3z+1)et
1z

18. Calculeu l'elasticitat parcial respecte a y de la funcié f(x,y) = ln( 2 ):_yyz ) enel punt
(2,1).

Eyf(2,1)=af @, 1 —%- L 3 ~-0,65481

ay o QD m(Z) Sm(z)
5 5

o (r,y) X’ =y’
dy y(x* +y?)

essent

19. Calculeu lelasticitat parcial respecte z de la funcié f(X,y,z) = xye” en el punt
(1,2,3).

Ef(123)=6f(1,2,3). 3 0.3
o oz £(1,2,3) 2e°

essent M
0z

= 2xye”
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Exercicis del tema 3:

Optimitzaci(') sense restriccions

20. Trobeu els optims de:
a) F(xy)=x+xX°y+y’ +2y+1

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

af(xay)=3x2+2xy ’ af(xay)=x2+2y+2
0x ay
—x2=2
2 — 2 2 X -
32 4 229 = 0 3x +2)2cy 0 3x7 + x( 5 0
xP+2y+2=0 y=—x -2 —x1-2
2 y=
2
3x7—x’ =2x =0 —x  +3x*=2x=0 x(-x>+3x-2)=0
_—x2—2 - _—x2—2 - _—x2—2
Y= YT YT
. -0*-2
six =0, llavors: y=—g—= -1
-2*-2
o, x, =2 =T =3
si —x*4+3x-2 =0, llavors: X, = __12_2__2
YT 2

Punts critics: (0, -1), (2, -3) i (L—%)
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Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)

O’ f(x,y) ' f(x,¥)
~ o2 dxdy _ 6x+2y 2x
I = g2 ) 62 f (i) ‘( 2% 2 )
dydx ay’
Hf(0,-1)= _02 2) — Hf(0,~1) ésindefinida — (0, —1) punt de sella
Hf(2,-3)= j 2) — Hf(2,-3) ésindefinida — (2, -3) punt de sella

H1_3_32_>H1_3,dﬁ'd . - 3 tnim local
5 5 = ) B 2 €S aelni aPOSItIVQ.% (1,—5) minim loca

b) f(x,y)= vt +4x® —4xy

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

YO g s,

af(X,y) =4y3 _4x
0x d

y
8x-4y=0 y=2x y=2x
4y’ —4x=0 4y’ —4x=0

4-(2x)° —4x=0
y=2x y=2x
32x° —4x =0 x(32x* -4)=0

six=0 llavorsy=2-0=0
1 1 1
X, =—= yl=2 I~
8 2
si32x—4 =0 llavors \/gl — . .
Xy = 2 (N P
B g ( 8) 2

1 1 ) 1 1
Punts critics: (0,0), ( =’ 2) [ (_ﬁ’_ﬁ)
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Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)

’f(xy) f(x,)

_ ox’ oxdy _ 8§ -4
D= 52 p ) 2 p e | (—4 12y2)
0y 0x 6y2
8§ -4 - :
H£(0,0)= (_ 40 ) — Hf(0,0) és indefinida — (0, 0) punt de sella

O U

minim local

-

H/(—

¢) f(x,y)=x+y+xy-2ln(x)-2In(»)

_L)=(8 _4)—>Hf(_L_L), dﬁd .. 1 1
8 2 -4 6 \/g \/E €s denni aPOSItha (_%’_ﬁ)

minim local

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

af(x,y)=1+ ’ af(x,y)=1+x__
0x X ay y
l+y-—=0
Y X x+xy-2=0 x(1+y)=+2
lex—220 y+xy-2=0 y+xy-2=0
y
( 2
x=1 2 . 2
+ X = =
J Y — I+y — I+y
2y B X
y+1+y—2—0 yd+y)+2y-2(1+y)=0 vy +y-2=0
yo=1 x=il=1
Per tant, y*+y-2=0 — {' , 1;
Y2 =7 X=——=22
1-2
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Punt critic: (1, 1), ja que el (=2, —2) no pertany al domini de la funcié.

Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)

I f(x,y) 9 f(x,y) 2

— 1
ax? oxady x2
H , = =
TN = a2y 01 | 7| 2
ayox ay’ y

2 1
Hf(11)= (1 2) — Hf(1,]) és definida positiva —> (1, 1) minim local

d) f(x,y)=3xy-(x* +)°)

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

2

af('xiy)=3y_3 2 af(x>J’)=3x_3y
ox ’

X
day

3y-3x>=0 y=x" y=x° y=x°

{3x—3y2=0 -~ {3x—3y2=0 -~ {3x—3x4=0_> {3x-(1—x3)=0

si3x=0—=>x=0—>y=02=0

sil-x*=0—>x=1—>y=1*=1

Punts critics: (0,0) 1 (1, 1)

Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)

S f(xy) 0 f(x))

o 9x0 - 6x 3
Hf(x,y)=| ., S =
a f(an’) a f(an’) 3 _6y
dydx ay’

0 3
Hf(0,0)= (3 O) — Hf(0,0) és indefinida — (0, 0) punt de sella

-6
3

3
Hf(L1)= ( 6) — Hf(L1) és definida negativa — (1, 1) maxim local
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e) f(x,y)=x" +3xy> -15x 12y
Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

af(x>J’)=3xz+3y2_15 W=6xy—l2

ox )y
3x* +3y° -15=0 3i+3y2—15=0
P 43y7-15=0 ; Y Ty
6xy-12=0 X=— 2
y r=-
y
12+3y* =15y =0
2 x1=z=2
X=—- 1
y yl=1 2
=_1 X2=—1=—2
Per tant, 3y* -15y> +12=0 — P2 - N
Y3 = x _2_1
, ===
Vy=-2 2
2
‘X4—_—2=—1

Punts critics: (1, 2), (-1, -2), (2,1) i (-2, -1).

Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)

O’ f(x,y) 0 f(x,))

2 oxo 6x 6
Hf(ry)=| o 00 o0 ot oY
" f(x,y) 9 f(x,y) 6y 6x
dyox 9y’

H(1,2)= (162 162) — Hf(1,2) és indefinida — (1, 2) punt de sella

-6 -12

Hf(_l’_2)=(—12 -6

12
Hf(2.1)= ( ‘ 162) — Hf(2,1) és definida positiva — (2, 1) minim local

-12 -6
Hf(-2-1)= ( 6 - 12) — Hf(-2,-1) ¢és definida negativa — (-2, —1)

) — Hf(-1,-2) ésindefinida — (-1, —2) punt de sella

maxim local
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f) f(x,y) = xye*®
Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

I (x,»)
0x

x+2y

x+2y af(xay)
0

=(xy+y)e , =(2xy + x)e

{(xy +y)e =0 {xy +y=0 {y(x +1)=0
0o o

(2xy + x)e™ = 2xy+x=0 2xy+x=0
x=0
= = 2 . =
Per tant, y(x+1)=0 — y=0 = )7 0 — X0+ x 0% 1
x+1=0 x=-1 -2y-1=0 y=——
(1) La funcié exponencial és sempre positiva i mai sanul-la.
. . 1
Punts critics: (0,0) 1 |~ 1:‘5
Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)
O’ f(xy) 97 f(xp)
ox> dx0 (xy+2y)e™* (2xy+x+2y +1)e™*
Hf(xy) = ., e = o e
0" f(x,y) 9" f(x,y) Qxy+x+2y+1)e™? (4xy + 4x)e™™
ayox ay’
0 1 . _
H£(0,0)= Lol T H7(0,0) és indefinida — (0, 0) punt de sella
1
D2 1 S !
Hf|-1-—|= o e Hf(-1,-2) és definida negativa — |-1,-=
2 0 _ 2 2
2
e

maxim local
Q) f(x,y)=4x* =3xy+9y* +5x+15y +16

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

of (x,7) _

YY) gy 345 , 3x+18y+15
X ay

8 -3y+5=0 24x -9y +15=0 x=-1

-3x+18y+15=0 o |-24x+144y+120=0 y=-1
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(1) Apliquem el métode de resolucié de sistemes dequacions per reduccié. Pero,
també es pot utilitzar qualsevol dels altres dos: igualacié o substitucid.

Punt critic: (-1, -1).

Busquem la matriu hessiana: (Condicié necessaria de segon ordre)

I f(x,y) 9 f(x,y)

_ ox’ daxdy _ 8§ -3
I = 32 pn) 02 | (—3 18)
dydx ay’
g8 -
Hf(-1,-1)= (_ 318 ) — Hf(-1-1) és definida positiva — (-1, —1)minim local

21. Una empresa produeix dos tipus de calculadores, on x i y son les unitats produides
de cada tipus en un any (en milers). Les funcions de costos i ingressos per any sén (en
milions), C(x,y) = x* =2xy+2y* +6x -9y +5 i I(x,y) = 2x + 3y, respectivament. Quan-
tes calculadores de cada tipus s’han de produir per any per obtenir un benefici maxim?
Quin és aquest benefici?

Busquem la funcié de beneficis:

B(x,y)=1(x,y)-C(x,y) =2x+3y-x" +2xp-2y> =6x+9y -5=-x> +2xy-2y° -4x+12y -5

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

aB(xay)=_2x+2y_4 , M=—4y+2x+12
ox ay

-2x4+2y-4=0 x=2

-4y+2x+12=0 O y=4

(1) Apliquem el métode de resolucié de sistemes dequacions per reduccié. Pero,
també es pot utilitzar qualsevol dels altres dos: igualacié o substitucid.

Comprovem que aquest punt es tracta d'un maxim:

-2 2 -2 2
HB(x,y)=(2 _4) — HB(2,4)=(2 _4)
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Utilitzant el métode dels menors principals (també es pot usar el métode dels

valors propis):

2‘
—4

2
|HB(2,4),| = -2 |HB(2,4),| =‘ 4

2
Per tant, la matriu és definida negativa i, llavors, (2,4) es tracta d'un maxim.

Vegem quin és aquest benefici maxim:
B(2,4)=-2>+2:24-2-4 -4:2+12-4-5=15 milions en un any

22, Una empresa produeix tres béns de preus de mercat 16, 12 i 20 unitats monetaries,
respectivament. La seva funcid de costos és: C(x,y,z) = x* +2y° +3z%> + 2xz+25 onx, y,
z representen les quantitats produides de cadascun dels tres béns. Obtingueu els valors

de x, y, z que maximitzen el benefici de lempresa.

Dades: p, = 16,p,=121ip, = 20

Llavors, la funcié d'ingressos és la segtient:

I(x,y,z)=16x+12y + 20z
Busquem la funcié de beneficis:

B(x,y,z) =1(x,y,2) - C(x,y,2z) = 16x +12y + 20z = x* = 2y° =3z> = 2xz-25

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

0B(x,y,z) _ dB(x,v,z)

IB.2) 16 _nyony  IBEND 1y 4y, IBENI) _oh 6. oy
0x ay 0z

16-2x-2z=0 16-2x-2z=0 16-2x-2z=0 x=17

12-4y =0 — y=3 — y=3 — Jy=3

20-6z-2x=0 20-6z-2x=0 20-6z-2x=0 z=1

Comprovem que aquest punt es tracta d'un maxim:

-2 0 -2 2 0 -2
HB(x,y,z)=| 0 -4 0 —  HBI3D)=|0 -4 0
-2 0 -6 -2 0 -6

Utilitzant el métode dels menors principals (també es pot usar el métode dels

valors propis):
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-2 0 -2
|HB(73)),|=-2 , |HB(73)),|= ‘_02 04‘ =8 , |[HB73D,=[0 -4 0]=-32
-2 0 -6

Per tant, la matriu és definida negativa i, llavors, (7,3,1) es tracta d'un maxim.

23. Una empresa produeix dos béns en competéncia perfecta, els preus dels quals sén
p1 =421 p, =51. La funcié de costos és C(q,.q,) =1.5¢; +34,q, +2q; +34,5,0n ¢, 14,
s6n les unitats produides d'aquests béns. Calculeu els nivells de produccié que propor-

cionen el benefici maxim.

Daoles:p1 =42ip =51

Llavors, la funcié d'ingressos és la segtient:
1(q,,9,)=42q, +5lq,

Busquem la funcié de beneficis:

B(q,.9,) = 1(9,.9,) - C(q,.q,) = 42q, + 51, = 1.5q] —3¢,q, - 2q; — 34,5

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

aB(Ql’qZ)_42_3q _3q aB(Ql’qZ)_51_3q _4q
- 1 2 ' - 1 2

aq, 0q,

42-3q, -3¢, =0 g =3
51-3¢q,-4q,=0 O q, =9

(1) Apliquem el métode de resolucié de sistemes d'equaci6 per reduccions. Pero,
també es pot utilitzar qualsevol dels altres dos: igualacié o substitucid.

Comprovem que aquest punt es tracta d'un maxim:

-3 -3 -3 -3
HB(x,y)=(_3 _4) — HB(5,9)=(_3 _4)

Utilitzant el métode dels menors principals (també es pot usar el métode dels

valors propis):

3 -3
|HB(59),|=-3 , |HB(5,9)2|=‘ ‘=3

~3 -4

Per tant, la matriu és definida negativa i, llavors, (5,9) es tracta d'un maxim.
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24. La funcié de beneficis mensuals de lempresa BLA, dedicada a la fabricacié i comer-
cialitzacié de telefons mobils, és:

B(x,y,z) = 6xz+18y + yz-3x’z - y* - z°

(en milers deuros), on x, y, z sén milers de teléfons produits mensualment dels models
BLAline, BLAstar i BLAstel, respectivament. Determineu el nombre de teléfons de
cada model que s’han de produir mensualment per tal de maximitzar el benefici.

Busquem les derivades parcials i les igualem a zero:

M=6z—6xz , M=l8+z—2y ,M=6x+y—3x2—2z
0x dy 0z
6z—-6xz=0 6z-(1-x)=0
18+z-2y=0 — 18+z-2y=0
6x+y-3x>-2z=0 6x+y-3x>-2z=0
Nota: Aquest sistema no és lineal.
Per tant:
6z=0 z=0
6z:(1-x)=0 — —
I-x=0 x=1
siz=0
18-2y=0 y=9 y=9
6x+y—-3x>=0 6x+y—-3x>=0 6x+9-3x" =0
~3x>+6x+9=0 — x, = -1 (no podem tenir una quantitat negativa), x, = 3

Per tant, per a aquest cas tenim el punt (3,9,0)

six=1

18+z-2y=0 18+z-2y=0 y=13
6+y-3-2z=0 3-2z+y=0 o |z=8

(1) Apliquem el métode de resolucié de sistemes dequacions per reduccié. Pero,
també es pot utilitzar qualsevol dels altres dos: igualacié o substitucid.
Per tant, per a aquest cas tenim el punt (1,13,8).

Comprovem que aquests punts sén maxims:
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0 0 -1I2
0 oc HBG39,0)=| 0 -2 1
oz X “12 1 -2
HB(x,y,z)=| O -2 1 — 80 0
6-6x 1 -2 B
HB1138)=| 0 -2 1
0 1 =2

Utilitzant el métode dels menors principals (també es pot usar el métode dels

valors propis):

0 0 -12
HB39,0)=| 0 -2 1 - |HB39,0),|=0 |HB(3,9,0)2|=‘3 _2‘=
-12 1 =2
0 0 -12
|HB3,9,0);|=| 0 -2 1 |=288
-12 1 =2
Per tant, la matriu és indefinida i, llavors, (3,9,0) no és un maxim.
-48 0 0
HB138)=| 0 -2 1 | — |HB1138)|=-48 ,|HB(1,13,8)2|=‘_§8 _02‘=96
0o 1 -2
-48 0 0
|HB(L138),|=| 0 -2 1 |=-144
0o 1 -2

Per tant, la matriu és definida negativa i, llavors, (1,13,8) és un maxim. En con-
clusié, s’han de produir 1 teléfon BLAline, 13 tel¢fons BLAstar, 8 teléfons BLAstel (en

milers).
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Exercicis del tema 4:

Optimitzacié amb restriccions d'igualtat

25. Determineu els optims dels problemes segiients:

a) f(x,y)=x+y sa. x’+y’=1

Ly, A )=x+y-AX"+y -D=x+y-A-A" +1

(0L 2.2
0x R 1-2Ax =0
VL(x,y,A)=0 < <%=0 < J1-24=0
4 -x’ -1y’ +1=0
8L(x9yak)_0
A
1-2Ax=0 1=2Ax
2Ax =2Ay xX=y
1-24y =0 — J1=24 — ., — .,
, s 5 -x" =y +1=0 -x" =y +1=0
-x" =y +1=0 -x" =y +1=0

2 2
1 1 1 1
Perax=— — y=x=— = 1-24-—=0 — A =—; llavors,
2 7 V2 2 2
punt critic L,L amb7\.=i.
2’2 V2
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1 1 1 1
Perax=—$ — y=x=—$ — 1+2)L-ﬁ=0 — A=—ﬁ;llavors,
unt critic LI amb ;L__L
d NERG) R

Calculem la matriu hessiana de la funcié lagrangiana:

I-Il(x,y)(xaya)")=(_2)L 0 )

0 =24

| 11 -V2 0 111
H = Te | = — def. va — | ==
l(x,y)( 2 2) ( 0o /—2) def. negativa ( 575 /—2)
maxim restringit

) (ﬁ %) = def. posiiva — (- -~ 1)

HI |-—, ,
- )( N2 2 2
minim restringit

b)f(x,y)=6—4x—3y s.a. x2+y2=l

L(x,y,)L)=6—4x—3y—)L(x2+y2—1)=6—4x—3y—)wc2—)ty2+)L

[0L(x,0.4) _
ox R —4-2Ax=0
VI A) =0 <« JEERY o o |3 55,20
v —x’ =y +1=0
LY. 2) _, e
oA
(2 2
X=-— X=-=
—4-2)x=0 A A
S3-24y=0 = ly=-2 Y R
o 177 2 17" 2
—-X =y +1=0 —xz—y2+l=0 22 3 2
(=2) o= +1=0
5) )
( 2 ( 2 2 ( 2
X=-— X=-— X=-— X=-
2 A 2 2
__3 o, 3 S DR N
V7" 24 ) ) ST
2 2
A9 ilg  |F16-9+4E =0 |-16-9+4% =0 | D5 |
A 4A 4
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4
X=—-—
5 ) 4 3 5
A= - ; ftic [-=,-> A=2,
Per a 3 ; llavors, punt critic ( s 5) amb 5
5
4
5 Sy 43 5
Pera }-_2 - S lavors, punt critic [ —,= | amb A =-=.
2 3 55
Y75
Calculem la matriu hessiana de la funci6 lagrangiana:
()
lenl®r-2)= g oz
H 4 35\ (=5 0 . 4 35 , o
Lic) 57507 o _5| — def negativa — (_E’_E’E) maxim restringit

2
43 5 50
Hl(x,y)(—,—,——) = ( ) — def. positiva — (%,%,—%) minim restringit

() f,y,zovw)=x"+y +22 +v +w’  sa {x+y+z=1 , v+w=2}

L(x,y,2,v, WA L) =X + Y + 27 +V 4w A (x+y+z-D)-A(Vv+w=2) =
=X Y VAW —AX Ay Az + A -Av-Aw+A2)

'aL(x,y,z,v,w,Aq,)tz) _0
x
OL(x,y,z,v,w, A, A,) _0
ay (2x -4 =0
IL(x, .z, v, WA A) _ g 2y-4 =0
0z 2z-2 =0
VL(x,y,z,v,Ww,A,A,)=0 < aL(x’y’Z;;’W’A“’AQ) =0 = J2v-4,=0
AL(x,p,2,v, W, A, Ay) 0 2w=2, =0
aw -x-y-z+1=0
aL(x,y,z,v,w,Aq,),z)=0 —v-w+2=0
2
OL(x,y,z,v,w, A, A) _0
A,
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A
2
' y=£
2x-4 =0 2
294 =0 —
2z-4 =0 2
<2V—A.2=O - <V=%
2w-4A, =0
w-A4A, W=ﬂz
-x-y-z+1=0 2
-v-w+2=0 -x-y-z+1=0
-v—-w+2=0

. (111 2,
unt critic | —,—,—,1,1| amb A, == i A, =2.
P (3 33 ) Moy ik

A
2
_A
75
Y
2
<V=£ -
2
wele
2
—&+1=0
2
-A+2=0

e

<

N

T <
1

RS

Calculem la matriu hessiana de la funcié lagrangiana:

1
33

I Il
O W N

W | —

[

ERRERA!
3 3

minim restringit

2 0 000
0 2000
HI, .0z 0wA,2)=[0 0 2 0 0
0 00 20
0 0 0 0 2
2 0 0 00
- ) 02 000
lex,y,z,v,m(g’g 3’1’1’5’2)= 00200 —>def.positiva—>(
00 0 20
0 0 0 0 2
d)fudmﬂ=xyhu+yz sa {x+y+z=6 , x-y=I

L(x,y,z,A,A))=xy+xz+yz—-A(x+y+z-06)-A(x-y-1)=
=XY+XZ2+Yz2-AX-AYy-Az+A6-Ax+Ay+ A,

128



MartemATIQUES II

VL(x,yaz5A'1’Az) =0

(y+z-4 -1, =0
xX+z-A+A, =0
<x+y—&=0

-x-y-z+6=0

—

-x+y+1=0

(x-1+z-4-4,=0
x+z-A+A =0
12x-1-A,=0
-2x-z+7=0
\y=x—1

(~3x+7-4, =0
-3x+8+4A,=0
<A1 =2.x—1

z==2x+7

—

faL(x,y,Z,&,)LQ) 0
ox

aL(xayaZaA'pA‘z) — 0
ay

J aL(xayazaa'pA'z)
0z

oL(x,y,z,A, 7)) 0
02,

OL(x,y.2h0)
\ 9,
(y+z-A-4,=0
x+z-A+A =0
Ix+y-4,=0
-x-y-z+6=0

<=

—

y=x-1

(x-1+z-4-4,=0
x+z-A+A =0
JA =2x-1

z==-2x+7

y=x-1

(A, =-3x+7
-3x+8+A,=0
A =2x-1

z==2x+"7

—

y=x-1

Punt critic 2,3,2
22

y=x-1

1

ambﬂ1=4i)t,z=—E

=0 <=

-xX-y-z

-x+y+1

(x-1+z-4-4,=0
X+z-A+4,=0
Ix+x-1-4,=0
-x-x+1l-z+6=0

y=x-1

y+z-A -
xX+z-A+A4, =0
Ix+y-A4=0

A =0

+6=0
=0

(x-1-2x+7-2x+1-4,=0
x-2x+7-2x+1+4,=0

A =2x-1

z==-2x+7

y=x-1

(A, =-3x+7
-3x+8-3x+7=0
<)\1 =2X—1

z==2x+7

<

y=x-1

(A, =-3x+7

| W\

A=2x-1
z==-2x+7

y=x-1

Calculem la matriu hessiana de la funcié lagrangiana:

0 1 1
Hl(x,y,z)(x>yazaa13A2)= 1 O 1
1 1 0
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53 1 o
Hl(xvz)(z 3 24_§)= ol — indefinida
1 10

Per tant, mirem qué passa sobre les direccions factibles:

537 11 o a+bic=0 c=-2b
Jo222)pl=0 — lbl=0 - .
22 1 -1 0 a-b=0 a=b
C

c

Llavors, Av = (b,b,-2b). Per tant, mirem que passa

b
(b,b,—2b)-Hl(x,y,z)(g,%,z,&—%) b
~2b
01 1\ b b
(b,b,=2b)-|1 0 1|-| b |=(=b -b 2b) b |=-b>-b*-4b>=-6b><0
1 1 0 (-2 ~2b

y . . 53 . . .
Atés que és negativa, el punt (5,5,2) és un maxim restringit.

e)f(x,y,z)=x+y+z sa. {xy+xz+yz=75}
L(x,y,z,A)=x+y+z-Axy+xz+yz=T75)=x+y+z-Axy—-Axz- Ayz+ A75

(L(x,y,2,A) _ 0
0x
8L(x,y,z,)t)_0 1-Ay-2Az=0
dy - 1-Ax -2z =0
VL(x,y,z,A)=0 < =
6L(x,y,z,)h)_0 l-Ax-Ay=0
0z —xy—-xz—-yz+75=0
oL(x,y,z,A) _
A
I-A
R 1=y -dz=0 )
1-Ax-Az=0 I-Ax-Az=0 I-A&x-Az=0
1-Ax—Ay=0 1-Ax-2Ay=0 <x_1—)Ly
—xy—xz-yz+75=0 —xy-xz-yz+75=0 A
-xy—-xz-yz+75=0

130



MaTtemATIQUES II

I-(1-A)-(1-A)=0
x =i

A
-xy-xz-yz+75=0

1 1 1

- - +75
4N AN 4N

—_— J

=0

2Ay-1=0
A
-xy-xz-yz+75=0

1

Z =—

2A

_ L

24

1

X =—

27
\—3+300/12 =0

Y

pera A = % punt critic (5,5, 5).

pera A= —% punt critic (-5, — 5, =5).

Calculem la matriu hessiana de la funcié lagrangiana:

0 -2
Hl(x,y,z)(xﬁyazal)= _A O
-A -2
0o L
10
1 1
H 5’595’_ =l -
o fs5s b)|-
R
10 10
0
1 1
H _55_59_5;__ =|
L(x,y,Z)( 10) 10
1
10

-1
-1

0

— indefinida

— indefinida
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Per tant, mirem queé passa sobre les direccions factibles:
Jg(x,y,z)= Vg(x,y,z) = (y +z X+z x+ y)

Per al punt critic (5,5,5) amb A = %:

a a
Jg(555)|b|=0 — (10 10 10)|b|[=0 — 10a+10b+10c=0—> a=-b-c
C C

Llavors, Av = (=b -c¢.b,c). Per tant, mirem qué passa

. -b-c
(-b- c,b,c)-Hltx’y’z)(S,S,S,E) b
c
o1
10 10| (-b-c -b-c
1 1 1 1 1
(-b-chbec)y|l-—— 0 —-——|| b =(——{b+c) —b —c b |=
10 10 10 10 10
1 1 c c
— = 0
10 10
1 1 1 1 1 1
=——b'——bc——c’+—b'+—c’=—b"+c’ +bc)>0
10 5 10 10 10 5
Ateés que és positiva, el punt (5, 5, 5) és un minim restringit.
. 1
Per al punt critic (-5, -5, -5) amb A = 10
a a
Jg(-5-5-5)|b|=0 — (10 -10 -10)-|b|=0 — —10a-10b-10c=0 —
C C

a=-b-c

Llavors, Av = (=b - ¢,b,¢). Per tant, mirem qué passa:
-b-c

(-b-c,b,c)-HL,,, , (- 5,-5,-5,-%)
C
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, 1
10 10| (-b-c
(=b-c,b,) ! 0 ! b 1(b+ )
-b-cb,c)|— — =|—((b+c
10 10 10
1o ‘
10 10
1 1 1 1 1
=——b'——bc-—c'-—b"'-—(’ =
10 5 10 10 10

. -b-c

b —
10

c

1
—g(b2 +cl+bc) <0

Atés que és negativa, el punt (-5, =5, —5) és un maxim restringit.

26. Un taller utilitza en la seva produccié tres tipus d'inputs amb quantitats x, y, z.

Sestima que la funcié de costos es dona per

f(x,y,z)=x2 +y2 +zx

i que la tecnologia aplicada implica la utilitzacié d'aquests inputs en la quantitat total de

25 unitats fisiques. A més, s’ha de complir la relacié:

2x—3z =10

Quines quantitats de cada input sutilitzaran per minimitzar el cost?

Opt.

f(x,y,z)=x2 +y2 +zx
X+y+z=25
2x-3z=10

Busquem la funci6 lagrangiana:

L(x,y,z,)tl,)tz)= x4y +zx-A(x+y+z-25-14,(2x-3z-10) =
=x’+y° +zx - Ax— Ay —Az+25A - 2xA, +3zA, +104,

VL(x,y,z,A,A,)=0 <

<

(OL(x,y,2,A,A,) B
dx -
oL(x,y,z,A,A,)
ay -
OL(x,y,2,A,A,)
0z -
oL(x,y,z,A,A,)
A, -
OL(x,y,2,A,4,)

A,
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(2x+z-A -2A,=0
2y-4 =0

Ix-A +34,=0
-x-y-z+25=0
-2x+3z+10=0

2x+z-2y-2A, =0

<

'éx+z—)t1—2)tz =0
A =2y

x=A +34,=0
-x-y-z+25=0

-2x+3z+10=0

3z4104+2-2y-24, =0

2

(2x+2z-2y-2A,=0
A =2y
x=2y+3A4,=0
-x-y-z+25=0

-2x+3z+10=0

42+10-2y-24, =0

A =2y
M=2y 32410 A=2y
Ix=2y+34,=0  — | —2y+34, =0 13:410-4y+64, =0
-x-y-z+25=0 -3z-10 -2y-5z+40=0
T y-z+25=0
3z+10 2 3z+10
X = X =
2 3z+10 2
X =
2
4z+10-2y-24, =0 4z+10452-40-24 =0  |92-30-24, =0
h=2y =2y 2y =2y
32 +10-4y+64, =0 13:4104102-80+64, =0 _, |132-70+62, =0
_—5z+40 ~52+40 ~52+40
Y= - y=—
2 2 2
3z+10 3z+10 3z+10
X=——" X = X =
2 2 2
A, = ,
)L2—2y A=
| 5z +40 =20
Jyp=2% =10
2 =11
3z+10 *=
X = 2 \Z=4
z=4

Per tant, tenim el punt critic (11, 10,4) amb A =20i A =3

2 0 1
Hl‘(x,y,z)(x’yﬁz’ﬂ’l)lz)= 0 2 O

1

0 0
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HIL, ., (11,10,4,20,3) és indefinida. Per tant, cal mirar qué passa en les direccions

factibles:
Vg (x,y,z 1 1 1 1 1
Jary.z)=| B2 —  Jg11,10,4) =
Vg,(x,y,z2) 2 0 -3 2 -3
a - _
11 1 a+b+c=0 b ¢
Jg11,104)|b|=0 — bl=0 — —
2 0 -3 2a-3¢c=0 3
c c a=—¢C
3 3
~c —c
2 0 1\ 2 2 5
Ec,—éc,c 0 2 0 —Ec =|4c -5c 3c —Ec =6cz+—502+§cz>0
2 2 2 2 2
1o o) ;& :;

Com que és positiu, podem concloure que (11, 10, 4) amb A=201iA =3 és un
minim restringit. Per tant, utilitzarem 11 unitats de I'input x, 10 de l'input y i 4 de
l'input z.

27. Una empresa ha de transportar tres tipus de matéria primera x, y, z. El cost de

transport es determina per la funcié

CT=x"+y"+z2°

Cadascuna de les matéries primeres és dins d'un recipient, amb un volum mitja de
2,117 m’, respectivament. El volum total de la carrega ha de ser de 20 m’. Determineu
la compra optima per tal de minimitzar el cost de transport. Qué passa amb el cost

;. .« 9. \ 1L 7
minim si sincrementa el volum total de la carrega en 1,5 metres ctibics més?
Opt. f(x,y,z)=x2 +y2 +z°
sa. 2x+y+7z=20

Busquem la funci6 lagrangiana:

L(x,y,z,)t)=x2 + 3+ —ARx+y+7z-20)=x"+y* +2° =2xA - yA-TzA + 207
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(dL(x,y,z,A) 0
0x
aL(x,y,z,A) 2x-2A=0
B S Pk Bk e A\
dy 2y-A=0
VL(x,y,z,A)=0 < =
oL(x,y,z,A) 0 2z-TA=0
9z —2x-y-7z+20=0
oL(x,y,z,A) _ 0
oA
x=2A x=A
2x-2A=0 =& y=%
2y-A=0 Y=y
2z-74=0 77 2
2 7:420=0 | 2 2
—2x-y-T7z+20=
-2x-y-T7z+20=0 —Z)L—i—ﬂ+20=0
; 2 2
_20
[x=4 (x=2 27
_A _A _ 10
Y72 72 T
P,
TA TA 70
z=— zZ =— - —
2 2 27
—44-7-492440-0  [-542440-0 | 20
27
20 10 70
Per tant, tenim el punt critic (E’E’E) amb A = %
2 00 20 10 70 20 2 00
HL. (uyzM)=0 2 0| — HL. [Z,—2 2 2Z)-lo 2 0
b (:2,5,4) L””(27 27727 27)
0 0 2 0 0 2
Loy Q,B,E,E és definida positiva; per tant, Q,EY_O és un minim.
v\ 27727727727 27°27° 27

Per tant, la comprarem 20 Lnitats de materia x, 10 ynitars de materia yi 70 unitats

27 27 27
de mateéria z.

Pel teorema de sensibilitat, si sincrementa el volum minim en 1,5 unitats més;

llavors, el cost minim s'incrementara:

1,5 % =1,1 unitats monetaries.
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28. Disposem de 1536 euros per construir un contenidor. Els costos de construccid per
metre quadrat sén de 5 euros per al s0l, 4 euros per a cada paret i 3 euros per al sostre.

Determineu les dimensions per tal que el volum sigui maxim.

Opt. f(x,y,2) = xyz
sa. 8xy+8zy+8xz=1536

Busquem la funci6 lagrangiana:

L(x,y,z,)») = xyz — M8xy +8zy + 8xz —1536) = xyz — 8xyA — 8zyA — 8xzA +1536A

(IL(xy.2.2) _
0x
IL(xy.20) _ o yz=8yA-8z4=0
dy x7 —8xA-8zA=0
VL(x,y,z,A) =0 < A =
dL(x,y,z,A) _0 xy —8yA-8xA=0
0z -8xy —8zy —8xz+1536 =0
oL(x,y,z,A) _0
IA
vz —8yA-8zA=0 y(z=-8A)-8zA=0
xz7—-8xA-8zA=0 x(z-8A)-8zA =0
xy —8yA-8xA =0 - xy —8yA-8xA =0
-8xy —8zy —8xz+1536 =0 -8xy —8zy —8xz+1536 =0

Si restem les dues primeres obtenim:

x=y
(y=-x)(z-84)=0 —=! o
z=8A

Perd z = 8\, perqué llavors A = 0, i no pot ser.

xX=y xX=y xX=y
y(z-8A)=8zA =0 y(z-81) -8z4 =0 y(z-814) -8z =0
y?> =16yA =0 y(y-164)=0 o |y=16A

-8y* —16zy +1536 =0  |-8y’ -162y+1536=0 |-8y’ —16zy +1536 =0
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(1) y = 0, ja que si no fos aixi no compliria I'tltima equacid.

(x =y x=y
8Az —1281° =0 8Az —1281° =0
|y=162 7 ly=162
|—20481° -2562A4+1536 =0 ~2048 % - 25624 +1536 =0
(x =y x=y
8A(z-164) =0 z=16A
1y =161 > |y=16A
| —2048X° —=256zA4+1536 =0 |-20481° -256z4+1536 =0

(2) El parametre A= 0, perque sindé no compliria 'tltima equacio.

X=Yy X=Yy x=4
2=16A z=16A z=4
y =164 - y =164 3‘y=4
614472 +1536 =0 |—-6144 22 +1536 =0 A=%

(3) Prenem el A positiu, ja que el negatiu ens déna dimensions negatives.

Per tant, tenim el punt critic: (4,4,4) amb A = %

0 z-8A y-8A
HL, . (x,y,z,A)=|z-8% 0  x-8A
y-8L x-81 0
02 2
HL(x,y,Z)(4,4,4,i)= 2.0 2
2 20

1
HL(X,)‘,Z)(4’4’4’Z) — indqﬁnida

Per tant, mirem queé passa sobre les direccions factibles:

Jg(x,y,z)=Vg(x,y,z) = (8y+82 8x +8z 8y+8x)

a a
Jg(4.4,4)|b|=0 — (64 64 64)|b|=0 — {64a+64b+64c=0—> fa=-b-c
C C
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Llavors, Av=(—b—c, b, c). Per tant, mirem qué passa:

| -b-c
(-b-c,b,c) HL(X’},’Z)(4,4,4,Z) b
c
0 2 2)(-b-c -b-c
(~b-cbe)|2 0 2| b |=(2b+2c -2b -2)| b |=-4b>-4bc-4c’ <0
2 2 0/\ ¢ c

Per tant, (4, 4, 4) és un maxim restringit.

29. Voleu construir un contenidor de 125 m>de volum. Els costos de fabricacié per
metre quadrat sén de 5 euros per al s0l, 4 euros per a cada paret i 3 euros per al sostre.

Determineu les dimensions del contenidor per tal que el cost total sigui minim.

Opt. f(x,y,z) =8xy+8yz+8xz
s.a. xyz=125

Busquem la funci6 lagrangiana:

L(x,y,z,)L)= 8xy+8yz+8xz - A(xyz—125) =8xy+8yz+8xz — xyzA + 1254
(OL(x,y,2,A) _

0
ox
AL(x,y,z,A) 8y+8z-yzA =0
— @ 0 0”
Ay 8x+8z—-xzA =0
VL(x,y,z,A) =0 < =
oL(x,y,z,A) _ 0 8y+8x—-xyA=0
0z -xyz+125=0
(.22
A
8y+8z-yzA =0 V(8 -zA)+8z=0
8x+8z-xzA =0 x(8-zA)+8z=0
8y+8x—xyA=0 8y+8x—-xyA =0
-xyz+125=0 —-xyz+125=0
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Si restem les dues primeres obtenim:

(y=-x)8-zA)=0 —] o

Perd z = o perqué no compliria les dues primeres equacions.

y(8-2zA)+82=0  |p(8-zA)+8z=0 y<8162/1>+8z=0
16y -y*A=0 y(16-yA)=0 M ‘y=7

2 _ _ 2 _
-y z+125=0 yz+125=0 2412520

(1) y = 0, ja que si no fos aixi no compliria I'dltima equacid.

(x =y .
xX=y .
16 y X=y
- (B-2A)+82=0 S8-zi)+82=0  [128-822-0
J 16 — — 16
y=—— 16 y=—
A y=7 A
2_
—2;6z+125=0 2562412522 =0 L72362+12347=0
(16
,x=y X=7
(x =y (x =
128824 = 0 .16 Lo 16 _
<J/Y=7 <J/y=E ] _E <y_
256z +12522 =0 > 4 A=
- z+ = 2 _ { 5
\ 2361258 =0 | 406 g

(*) Nota: podem observar que per la simetria de les variables obtenim x=y=z.

Per tant, tenim el punt critic (5,5,5) amb A = E

0 8—zA 8-yA y 0 -8 -8
Hl,(x,y’z)(x, v,z,A)=|8-zA 0 8—xA| — Hl(x’y’z)(S,S,S,—) =-8 0 -8
8—yA 8-xA 0 -8 -8 0
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16
Hl’(x,y,z)(s’s’s’?) — indeﬁnida.

Per tant, mirem que passa sobre les direccions factibles:

Jg(x,,2) = Vg(x,y.2) = (yz xz xy)

a a
Jg555)|b|=0 — (5 25 25)|b|=0 — f5a+256+25¢=0— fu=-b-c.
C C

Llavors, Av=(—b—c, b, c). Per tant, mirem qué passa:

(=b-c,b,0)-HL,, ., (5,5,5,?) b

0 -8 =8\ /-b-c -b-c
(-b-c,b,c)-|-8 0 =8| b =(—8b—80 8 8¢ b =166 +16bc +16¢* >0
-8 -8 0 c c

Com que és positiva, el punt (5, 5, 5) és un minim restringit.

30. Un ramader vol construir una tanca rectangular a la vora d'un riu recte. Només té
1.000 metres de filferro i no cal tanca pel costat del riu. Quina és I'area maxima que es
pot envoltar amb una tanca de filferro? Quants metres quadrats es poden tancar amb

cada metre de filferro addicional?

Opt. f(x,y) =xy
sa. 2x+y=1000

Busquem la funci6 lagrangiana:
L(x, y,A)= xy = A(2x + y =1000) = xy — 2xA — yA + 10004

(OL(x,y,A) ~0
o y=2A=0
Vix.y ) =0 <« JIEEXRA o o]0
v —2x -y +1000=0
8L(x,y,/l)=0
| 0A
y=2A=0 y=2A y=2A
x-A=0 — Jx=A — Jx=4
-2x-y+1000=0 -2x-y+1000=0 -2A-2A+1000=0
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y=24  (y=500
x=A — Jx=250 Punt critic: (250, 500) amb A = 250
A =250 A =250

0 1 01
lex,y)(x,y,it)=( | ) - Hl(x’y)(250,500,250)=(1 0)

0

HL, (250,500, 250) és indefinida. Per tant, cal mirar les direccions factibles:

(%)
Jgxy) = Vgl y)=(2 1) > Jg(250,500)= (2 1)
]g(250,500):(Z) 0 > (2 1)(2):0 > 2a4b=0 b=-24
Llavors, Av=(a, —2a):

(a,-2a)HI,

x,y)

2 I A P “ =44 <0
(a:- a)(l 0)(—2a)_(_a a)(-za)__a )

Com que és negativa, el punt (250,500) sera un maxim restringit.

(250,500,250)( “ )
-2a

Per tant, l'area maxima que podrem envoltar amb la tanca de filferro sera:
f (250,500) = 250500 = 125000 m?

Pel teorema de sensibilitat, per cada metre de filferro addicional podrem tancar

una area de 250 metres quadrats més, aproximadament.

31, Una cadena de televisié catalana esta elaborant la programacié per al proper mes.
Cada pel-licula és vista per 2 milions despectadors i cada partit de futbol és vist per 3

milions despectadors. Les despeses de retransmissié per a pel-licules (x,) i partits de

2
futbol (x,) estan donades per lexpressié f(x,,X,) =X/ + 3% El pressupost de la cadena

per cobrir les despeses del mes de novembre és de 10 u.m. (que gastara integrament).
Quantes pellicules i partits de futbol programara la cadena per maximitzar la seva
audiéncia? Quant s'hauria daugmentar el pressupost per tal que laudiéncia fos d'11
milions despectadors?

Opt. f(x,,x,)=2x, +3x,

3x;
2
sa. x;+—==10
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Busquem la funcié

L(x,,x,,A)=2x, +3x, - A(x? +72—10) =2x, +3x, - XA -

lagrangiana:

3x?

(OL(x,x,,A) 0
. a R 2-2x4=0
3
VL(x,,%,,A)=0 < <%=0 3-3x5,A=0
Xy
3 2
OL(x,,%,, ) —x2 -T2y
T2t ) 7
Y
(1 (1
x1=— xl=_
2-2xA=0 71“ /}
<3_3x2§«j0 — <x2=z —_ <x2=I
2 X, 2
-xi——=+10=0 3x 1 3
) \—xf—72+10=0 RPTREYT
(1 (1
X, = X, =—
A A
X —l —> X l
2 A, 32 A,
2
—2-3+201* =0 Aoal
2

2
3% 5 410
2

Punts critics (2,2) amb A =% i(-2,-2)amb 2 = _%. Pero aquest dltim no pot

ser, ja que la quantitat de pel-licules i partits de futbol mai pot ser negativa.

Hl(xl’xz)(xl,xz,)t) =(

0
-3

1

) — HL, (2,2,5

)

0

-2
0

0
-3

|

Atés que Hl(xhxz)(2,2,%) és definida negativa, el punt (2,2) serd un maxim. Per

tant, per tenir el maxim daudiéncia caldrd emetre 2 pel-licules i 2 partits de futbol.

Tenim que (2, 2)=10 milions despectadors com a maxim. Pel teorema de sensi-

. . 1 . . . . |
bilitat, atés que A = 5 per cada unitat monetaria que augmentarem tindrem — milions

despectadors més. Per tant, per tenir 11 milions despectadors hauriem d'augmentar el

pressupost a 12 u.m.
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32. La funcié de cost total d'un monopolista que produeix dos béns és

1
C(q.4,) = gqf +10g, +90
on ¢, 14, representen les unitats produides d'aquests béns. Suposem que les funcions de

demanda de lempresa estan donades per

q,+5p,+3p, =1240
q,+3p,+2p, =770

On p, ip, sén els preus de cadascin dels béns.
1. Justifiqueu que els preus que proporcionen el benefici maxim sén p =140 i

p,=70, respectivament.

Metode directe:
Prodem utilitzar el métode directe, donat que les restriccions en aquest cas sén
lineals.

Busquem la funcié de beneficis, tenint en compte que:

q, +5p, +3p, =1240 q, =1240-5p, -3p,
ﬁ
q,+3p,+2p, =710 q,=710-3p, —2p,

I per tant, substituint obtenim,

B(p,,p,)=1(p,,p,)—C(p,,p,) = p,(1240-5p, =3p,) + p,(770-3p, =2p,)
—%(1240—5;91 -3p,)* —10(770-3p, —2p,)—90 =

55 7 10010 792170
= —?pf —Epzz ~1pypy +=——p, +2030p, -

Per tal de justificar que el punt (p,, p,)= (140, 70) és un maxim de la funci6

de beneficis restringida a les dues funcions de demanda anteriors, cal comprovar que

VB(140,70)=0 i a més a més esudiar HB(140, 70).

55 10010
VB(p,.p,) =(—?p1 -11p, +T ,—T1p, —11p, +2030j

VB(140,70) = (0,0)

SRR BECRNY
HB(p,,p,)=| 3 — HB(140,70)=| 3 és definida negativa
-11 -7 -11 -7
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Com VB(140,70)=0 i HB(140, 70) és definida negativa, per la condicié suficient

de segon ordre tindrem que (140, 70) és un maxim local estricte de B.

2. Disposem de 150 unitats monetaries per incrementar un (i només un) dels dos
termes independents de les restriccions (1240 i 770). Cada unitat addicional del pri-
mer recurs (1240) té un preu de 10 u.m.; cada unitat addicional del segon recurs (770)
té un preu de 15 u.m. Quin dels dos hauriem d'augmentar per obtenir el millor profit?
Quin seria, aproximadament, el nou benefici?

Aplicarem el Teorema de Sensibilitat perd caldra obtenir el valor dels multiplica-
dors de Lagrange.

Si haguéssim utilitzat el métode dels multiplicadors de Lagrange a l'apartat an-
teriot, ja tindriem els valors dels A perd quan el nimero de variables és elevat, aquest
meétode és un pél més feixuc que el métode directe.

No obstant per trobar els multiplicadors de Lagrange sols ens caldra imposar que
el punt (140, 70) compleixi la condicié de primer ordre sobre la funcié lagrangiana del
benefici.

Buscarem la funcié de benefici:

1
B(Ql »q 5 ’pl’pz) = I(% sqo5 Dy ’pz)_c(%’cb) =DPq + D29, _g%z _IOQ2 =90

q,+5p, +3p, =1240
s.d.
q,+3p,+2p, =770

Busquem la funcié Lagrangiana:

1
L(q,,q,,P1>P2 >4 4) = g, + P24, _g‘hz —-10g, =90 - 4,(q, +5p, +3p, —1240) -
- A,(q,+3p, +2p, —770) =

1
=Dt Pa9q, _g%z —10q, =90 —q,4, =5p, A4 —3p, A4 +12404, — g, 4, =3p, A, =2p, 4, + 7704,

Imposarem la condici6 de primer ordre al punt (140, 70), tenint en compte que:

q,+5p, +3p,=1240 ¢, +5-140+3-70=1240 ¢, =330
- —
q,+3p,+2p, =770  q,+3-140+2-70=770 ¢, =210
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aL(% sq25P15DP> ’ﬂ’l ’ﬂz) _

0
dq,
aL(ql,qz,PpPzJﬂj'z):O 1
aqz p1_§q1_ﬂ’l =0
aL(ql’qZ’gl’pZ’/ll ’/12):0 p2_10_2’2 :0
VL(ql,qz,pl,pz,ﬂl,ﬂz)z()@ aL( P 2/1) = Q|—5ﬂ'|—3ﬂ,2:0
ql’qz’gpl’pz, 1727 _ q2—321—22,2:0
2
—g,—5p, —3p, +1240=0
0L(q,.9,.D,. P, A A
(4.92,P1:P A4 Ad) _ ~q,=3p,—2p, +770=0
o4,
LG9, PPy A AY) _
o,
1
140—5330—11 =0
70-10- 4, =0
VL(330’210’140’70’/’LI’12) =0 330—5/11 —?)/’L2 =0 (= 2’1 =30 ﬂ’z =60

210-34, 24, =0
~330-5-140—3-70+1240 =0
~210-3-140-2-70+770 =0

Si augmentem el terme independent 1240:

Amb 150 unitats monetaries (a 10 u.m. cada unitat addicional), podrem comprar
15 unitats més. Per tant augmentarem de 1240 a 1255.

Benefici anterior: B(140, 70)=40560 u.m.

Benedific actual aproximat: B(140, 70)+15 - 30=41010 u.m.

Si augmentem el terme independent 770:

Amb 150 unitats monetaries (a 15 u.m. cada unitat addicional), podrem comprar
10 unitats més, Per tant augmentarem de 770 a 780.

Benefici anterior: B(140, 70)=40560 u.m.

Benefici actual aproximat:B(140, 70)+10 - 60=41160 u.m.

Hauriem d'augmentar el segon recurs per tal d'obtenir major profit.
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Exercicis del tema 5:

Optimitzacié lineal amb restriccions de desigualtat

33. Resoleu graficament i pel meétode del simplex els problemes segiients:

a) Meétode grafic:

Min -x+y
sa. x—-y=1
-x+y=1

x,y=z0

x-y=1 y=x-1
-x+y=1 y=x+1

x,y=0

30

o

cxtyzl

xop>1

" [ 4 ‘ . " 1 "w

Imatge 30 Imatge 31
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No hi ha regié admissible, ja que és buida. Per tant, no tenim vértexs ni tampoc

optims.
Meétode del simplex:
Min -x+y
sa. x—-y=1
-x+y=1
x,y=0

El programa estandarditzat:

Max x-y+0t+0u-wc-wd
sa. x—-y-t+c=1
-x+y-u+d-=1

x,y,t,u,c,d =0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef v.b. X y t u ¢ d B

—-w c 1 -1 -1 0 1 0 1

-w d -1 1 0 -1 0 1 1
-1 1 w 0 0 —2w

Coef v.b x y t u ¢ d B

1 X 1 -1 -1 0 1 0 1

-w d 0 0 -1 -1 1 1 2
0 0 -l+w w 1 0 1-2w

Hi ha inexisténcia de solucié factible, ja que la variable artificial d = 2 > 0.

b) Métode grafic:

Max 2x+y
sa. —x+y=<?2
y=<4
x,y=0
-x+y=<?2 y=x+2
—
y=<4 y=<4

x,y=0
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Ity

r=4

—x+y=<2

Imatge 32 Imatge 33

Vértexs (a, b) (0,0) (0,2) (2,4)
Valor de la funcié f(x, y) 0 2 8

Veiem que la regié admissible no estd buida, perd no estd acotada (hi falten veér-
texs) el maxim sassoleix al punt (2,4) dels vértexs considerats, perd si prenem el punt
(3,4) la funcié val 10, i si prenem (4,4) la funcié val 12,... Es a dir, el maxim estaria a un

dels vértexs que ens fa falta.

Meétode del simplex:
Max 2x+y
sa. —x+y=s?2
y=4
x,y=0

El programa estandarditzat:

Max 2x+y+0t+Ou
sa. —x+y+t=2
y+u=4
X, y,t,u=0
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Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef  v.b. X y t u B
0 t -1 1 1 0 2
0 u 0 1 0 1 4

-2 -1 0 0 0

Inexisténcia de solucié optima; és a dir, la solucié no esta limitada, ja que hi ha

una columna (la primera) on z,—¢ <0 i a_=<0.

¢) Meétode grafic:
Min 6x+8y
sa. 3x+y=4
Sx+2y=7
x,y=0

3x+y=4
Sx+2y=7

x,y=0

Sub et )

syt

Imatge 34

y=-3x+4

< 2xsl
V= 2

Ixty=4 Sx42y=7

Imatge 35

Vértexs (a, b) (0,4)

(1,1) (7/5,0)

Valor de la funcié f(x, y) 32

14 42/5

Veiem que la regié admissible no esta buida, perd no estd acotada (hi falten ver-

texs) el minim sassoleix al punt (7/5,0) dels vértexs considerats, perd si prenem el punt
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(2,0) la funci6 val 12 i si prenem (0,5) la funcié val 40. Es a dir, el minim esta en el
vertex (7/5,0).

Meétode del simplex:
Min 6x+8y
sa. 3x+y=4
Sx+2y=7
x,y=0

El programa estandarditzat:

Max -6x-8y+0t+0u-wc-wd
sa. 3x+y—-t+c=4
Sx+2y-u+d=17
x,y,t,u,c,d =0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef v.b. X y t u ¢ d B
—-w c 3 1 -1 0 1 0 4
—-w d 5 2 0 -1 0 1 7
—8w+6 | —3w+8 w w 0 0 11w
Coef vb x y t u c d B
-6 X 1 1/3 -1/3 0 1/3 0 4/3
-w d 0 1/3 5/3 -1 =5/3 1 1/3
0 6-w/3| 2-5w/3 w -2+ 8w/3 0 -8 —w/3
Coef v.b X y t u c d B
-6 X 1 2/5 0 -1/5 0 1/5 7/5
0 t 0 1/5 1 -3/5 -1 3/5 1/5
0 28/5 0 6/5 w w-—6/5| -42/5

e, ., 7 . ,
El problema té solucié optima tnica. El punt optim és el (5,0) i el valor daquest

punt a la funcié objectiu és 42
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d) Meétode grafic:
Min 3x-y
sa. 3x+2y=8
3x-y=3
x,y=0

3x+2y28} yz—%x+4

SRR B

x,y=0

3x+2y =28
8.0

6.0

4.0 _

2.0 |

3x-y=z3

Imatge 36 Imatge 37

Vértexs (a, b) (14/9,5/3) (8/3,0)
Valor de la funcié f(x, y) 3 8

Veiem que la regié admissible no estd buida, perd no esti acotada (hi falten veér-
texs) el minim sassoleix al punt (14/9,5/3) dels vértexs considerats, perd si prenem el
punt (7/3,4) la funcié val 3. Es a dir, el minim sassoleix en tots els punts de la recta y =

3x—3. Per tant, tenim infinites (multiples) solucions dptimes.
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Meétode del simplex:
Min 3x-y
sa. 3x+2y=8
3x-y=3
x,y=0

El programa estandarditzat:

Max -3x+ y+0t+0u—-wc-wd
sa. 3x+2y—-t+c=38
3x-y-u+d=3
x,y,t,u,c,d =0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef v.b. X y t u ¢ d B
—-w c 3 2 -1 0 1 0 8
—-w d 3 -1 0 -1 0 1 3
—6w+3 | —w-1 w 0 0 —1lw
Coef  v.b. x y t u ¢ d B
—-w C 0 3 -1 1 1 -1 5
-3 X 1 -1/3 0 -1/3 0 1/3 1
0 —3w w -w+1 0 2w—1 | —5w—-3
Coef  v.b. X y t u c d B
1 y 0 1 -1/3 1/3 1/3 -1/3 5/3
-3 X 1 0 -1/9 -2/9 1/9 2/9 14/9
0 0 0 1 W —1+w -3

El problema té soluci6 optima multiple no fitada, ja que la tercera columna és una

variable no basica i z,—c,=01i,a més amés, a,<0 per i=1,2.

e) Métode grafic:

Max 2x+y
sa. —x+y=<?2
2x+y=<6
X+2y=<6
x,y=0
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-x+y=<2 y=sx+2
2x+y<6l—=y=<-2x+6 L
X+2y=<6

1
=——x+3
Y=

Imatge 38 Imatge 39
Vértexs (a, b) (0,0) (0,2) |(2/3,8/3)| (2,2) (3,0)
Valor de la funcié f(x, y) 0 2 4 6 6

Veiem que hi ha dos vertex on sassoleix el maxim. Per tant, el maxim daquest
problema sassoleix en tots els punts del segment que uneix el (2,2) i el (3,0). Llavors,

tenim una solucié maltiple (fitada).

Meétode del simplex:
Max 2x+y

sa. —-x+y=<?2
2x+y=<6
xX+2y=<6
x,y=0
El programa estandarditzat:
Max 2x+y+0t+0u+0v

sa. —x+y+t=2

2x+y+u=6
X+2y+v=06
x, v, t,u,v=0
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Apliquem l'algoritme del simplex:

Coef  v.b. X y t u v B
0 -1 1 1 0 0 2
0 2 1 0 1 0 6
0 v 1 2 0 0 1 6

-2 -1 0 0 0 0
Coef v.b X y t u v B
0 0 3/2 1 1/2 0 5
2 1 1/2 0 1/2 0 3
0 v 0 3/2 0 -1/2 1 3

0 0 0 1 0 6

El problema té solucié dptima multiple fitada. Hi ha alguna variable no basica,
per exemple, la y, tal que z,—¢,=01 hi ha per algun i=1, 2,3 4 _>0 (en aquest cas tots).
Una solucié optima sera el punt (3, 0) i el valor de la funcié al punt dptim és 6.

f) Meétode grafic:
Max x+3y
sa. x+y=6
-x+2y=<8
x,y=0

X+y=<6
-x+2y=8

y=s-x+6
X
=—+4
Y=3

x,y=0

< . X+3y
Imatge 40 Imatge 41
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Vértexs (a, b) (0,0) (0,4) (4/3,14/3) (6,0)
Valor de la funcié f(x, y) 0 12 46/3 6
Veiem que assoleix el maxim al vértex (4/3, 14/3).
Meétode del simplex:
Max x+3y
sa. x+y=6
-x+2y=<8
x,y=0
El programa estandarditzat:
Max x+3y+0t+0u
sa. x+y+t=6
-x+2y+u=38
x,y,t,uz=0
Apliquem lalgoritme del simplex:
Coef  v.b. X y t u B
0 t 1 1 1 0 6
0 u -1 2 0 1 8
-1 -3 0 0 0
Coef vb x y t u B
0 t 3/2 0 1 -1/2 2
3 |y | -1/2 1 0 1/2 4
-5/2 0 0 3/2 12
Coef v.b X y t u B
1 X 1 0 2/3 -1/3 4/3
3 0 1 1/3 1/3 14/3
0 0 5/3 2/3 46/3
’ e /7 A . ’ . \ . , 4 14
El problema té solucié optima unica. El punt optim és el (5’?) . I el valor del
punt Optim a la funcié objectiu és a6,
3
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34. Resoleu els programes segiients pel metode del simplex:

a)

Max Tx+6y
s.a. 3x+2y=240
2x+3y <300
2x+y =145
x,y=0

El programa estandarditzat:

Max Tx+6y+0f+0u+0Ov
sa. 3x+2y+t=240
2x +3y +u =300
2x+y+v=145

X, y,t,u,v=0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef  v.b. X y t u v B
0 t 3 2 1 0 0 240
0 2 3 0 1 0 300
0 v 2 1 0 0 1 145
-7 -6 0 0 0 0
Coef v.b X y t u v B
0 0 1/2 1 0 -3/2 45/2
0 0 2 0 1 -1 155
7 X 1 1/2 0 0 1/2 145/2
0 =5/2 0 0 7/2 1015/2
Coef v.b X y t u v B
6 0 1 2 0 -3 45
0 u 0 0 -4 1 5 65
7 X 1 0 -1 0 2 50
0 0 5 0 -4 620
Coef  v.b. X y t u v B
6 | y 0 1 —2/5 | 3/5 0 84
0 v 0 0 -4/5 1/5 1 13
7 X 1 0 3/5 -2/5 0 24
0 0 9/5 4/5 0 672

El problema té solucié optima tnica. El punt (24,84) és un maxim global. I el

valor del punt a la funcié objectiu és 672.
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b) ,
Min 3x+4y
sa. x+y=2
X<y
x,y=0

El programa estandarditzat:

Max -3x-4y+0t+0u-wc
sa. x+y—-t+c=2
x-y+u=0

x, y,t,u,cz0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef  v.b. X y t u ¢ B
—w c 1 1 -1 0 1 2
0 u 1 -1 0 1 0 0
-w+3 —w+4 0 0 —2w

Coef wvb x y t u ¢ B
—w c 0 2 -1 -1 1 2
-3 X 1 -1 0 1 0 0
0 —2w+7 w w—3 0 —2w

Coef  v.b. X y t u c B
-4 y 0 1 -1/2 -1/2 1/2 1
-3 X 1 0 -1/2 1/2 1/2 1
0 0 7/2 1/2 | =7/2 +w -7

El problema té soluci6 optima tnica. El punt (1, 1) és un minim global. I el valor

del punt a la funcié objectiu és 7.

)

Min x+5y+3z

sa. x+y=100
200-z<x+y

y=-x=0

x,y,z=0
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El programa estandarditzat:

Max -x-5y-3z+0t+0u+0v-wc
sa. x+y+t=100
xX+y+z-u=200
y=x-v+c=0

x,v,z,t,u,v,c =0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef v.b. X y z t u v ¢ B
0 1 1 0 1 0 0 0 100
-3 1 1 1 0 -1 0 0 200

—-w -1 1 0 0 0 -1 1 0
24w | —w+2 0 0 3 w 0 —600

Coef vb X y z t u v ¢ B
0 2 0 0 1 0 1 -1 100
-3 Z 2 0 1 0 -1 1 -1 200

-5 -1 1 0 0 0 -1 1 0
0 0 0 0 3 2 —2+w | —600

El problema té solucié dptima tnica. El punt (0,0,200) és un minim global. I el
valor del punt a la funcié objectiu és 600.

d)

Max 3x+5y+4z
s.a. 2x+ 5y = 2400
2x+3y+4z <2600

x,y,z20
El programa estandarditzat:
Max 3x+5y+4z+0t+0u
s.a. 2x+5y+1t=2400
2x+3y+4z+u=2600

X, y,z,t,u=0
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Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef  v.b. x y z t u B
0 t 2 5 0 1 0 2400
0 u 2 3 4 0 1 2600

-3 -5 -4 0 0 0

Coef v.b X y z t u B
5 2/5 1 0 1/5 0 480
0 u 4/5 0 4 -3/5 1 1160

-1 0 -4 1 0 2400

Coef vb X y z t u B
5 y 2/5 1 0 1/5 0 480
4 Z 1/5 0 1 -3/20 1/4 290

-1/5 0 0 2/5 1 3560

Coef v.b X y z t u B
3 1 5/2 0 1/2 0 1200
4 zZ 0 -1/2 1 -1/4 1/4 50

0 1/2 0 1/2 1 3800

El problema té solucié dptima tnica. El punt (1200,0,50) és el maxim global. I el

valor del punt a la funcié objectiu és 3800.

e)

Max 6000x + 8000y
sa. 2y =x+800
3x + 2y =< 2400
x,y=0

El programa estandarditzat:

Max 6000x + 8000y + 0z + Ou
sa. —x+2y+t=3800
3x+2y+u=2400
x, y,t,u =0
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Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef  v.b. X y t u B
0 t -1 2 1 0 800
0 u 3 2 0 1 2400
—6000 | —8000 0 0 0
Coef  v.b. X y t u B
8000 y -1/2 1 1/2 0 400
0 u 4 0 -1 1 1600
—10000 0 4000 0 3200000
Coef v.b. X y t u B
8000 y 0 1 3/8 1/8 600
6000 X 1 0 -1/4 1/4 400
0 0 1500 2500 | 7200000

El problema té solucié optima tnica. El punt (400, 600) és el maxim global. I el
valor del punt a la funcié objectiu és 7200000.

35. Lempresa EPC fabrica dos tipus de teléfons mobils: T-truc i T-Call.. Ambdéds pro-
ductes necessiten ma d'obra d'electronica i de muntatge. Cada T-Truc necessita 4 hores
de treball en electronica i 2 en muntatge. Cada T-Call, 3 i 1 hores, respectivament.
Actualment, es disposa de 240 hores en el departament delectronica i de 100 al de
muntatge. La produccié sorganitza tenint en compte la restriccié que el nombre de T-
Calls, com a molt, ha de representar el 85% de la produccié total. Cada T-Truc suposa
un benefici net de 8 euros i cada T-Call, 5 euros. Es desitja determinar la millor combi-
nacié dambdés productes per tal de maximitzar el benefici total.

Nota: Malgrat que les variables prenen valors enters, considerarem que les varia-

bles prenen valors reals a fi1 efecte de poder aplicar l'algoritme del simplex.

Considerem:
x = nre. de T-Truc

y = nre.de T-Call

T-Truc T-Call Total
Electronica 4 3 240
Muntatge 2 1 100

Volem maximitzar la funcié de benefici:
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Max 8x+5y
sa. 4x+3y=<240
2x+y=<100
y=<085(x+y)
x,y =0

Es demana:
a) Calculeu tots els vértexs que delimiten la regié de solucions possibles. Calculeu

el valor de la funcié objectiu en cadascun d’aquests.

Max 8x+5y Max 8x+5y
sa. 4x+3y=<240 sa. 4x+3y=<240
2x+y=<100 — 2x+y=<100
y=<0'85(x+y) -0'85x+0'15y <0
x,y=0 x,y=0

| I
161 323 48.5 LAy
Imatge 42
(x,y) (0,0) (50,0) (30, 40) (80/7,1360/21)
F(x, y) 0 400 440 8720/21 = 415,24

b) Apliqueu el métode del simplex per trobar loptim. Expliqueu de quin tipus és

la solucié que heu obtingut.
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El programa estandarditzat:

Max 8x+5y+0t+0u+0v
sa. 4x+3y+t=240
2x+y+u=100
0'85x -0'15y+v =0

x,y,t,u,y =0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef v.b. X y t u v B
0 4 3 1 0 0 240
0 2 1 0 1 0 100
0 v |—=17/20 3/20 0 0 1 0

-8 -5 0 0 0 0

Coef vb x y t u v B
0 0 1 1 -2 0 40
8 1 1/2 0 1/2 0 50
0 0 23/40 0 17/40 1 85/20

0 -1 0 4 0 400

Coef v.b X y t u v B
5 y 0 1 1 -2 0 40
8 b'e 1 0 -1/2 3/2 0 30
0 v 0 0 —23/40 | 63/40 1 39/2

0 0 1 2 0 440

El problema té solucié optima tnica. El punt (30, 40) és el maxim global. I el valor
del punt a la funcié objectiu és 440.

¢) Relacioneu les taules de l'apartat anterior amb els vértexs obtinguts del primer
apartat i comenteu-ne els resultats.

A les taules surten alguns dels vértexs de lapartat a) i també el valor de f(x,y).

36. Un sastre té 80 m* de cotd i 120 m?* de teixit de llana. Un vestit d’home requereix
1 m?de coté i3 m?dellana, i un vestit de dona requereix 2 m* de cadascun dels teixits.
Calculeu el nombre de vestits d’home i de dona que ha de confeccionar per maximitzar
els ingressos si ambdds vestits es venen al mateix preu de dues unitats monetaries. Quin
seria l'ingrés si pogués disposar de 12 m* addicionals de coté? I si fossin 12 m* de llana?

Considerem:
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x = nre. de vestits d’home

y = nre. de vestits de dona

Vestit d'home (x) | Vestit de dona (y) | Total

Cotd 1 2 80
Llana 3 2 120
Volem maximitzar la funcié d'ingrés:

Max 2x+2y

sa. x+2y=280

3x+2y =120
x,y=0

El programa estandarditzat:

Max 2x+2y+0t+0u

sa. x+2y+t=280
3x+2y+u=120
X, y,t,u=0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef  v.b. X y t u B
0 t 1 2 1 0 80
0 u 3 2 0 1 120

-2 -2 0 0 0

Coef vb x y t u B
0 0 4/3 1 -1/3 40
2 X 1 2/3 0 1/3 40

0 -2/3 0 2/3 80

Coef vb X y t u B
2 | y 0 1 3/4 | —1/4 30
2 X 1 0 -1/2 1/2 20

0 0 1/2 1/2 100

El problema té solucié optima tnica. El punt (20, 30) és el maxim global. I el valor
del punt a la funci6 objectiu és de 100. Per tant, per maximitzar els ingressos s’hauran
de confeccionar 20 vestits d’home i 30 vestits de dona.

Quin seria 'ingrés si pogués disposar de 12 m?* addicionals de cot6? I si fossin 12
m? de llana?

Si disposéssim de 12 m?* addicionals de coté:
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Abans Ara
Max 2x+2y Max 2x+2y
sa. x+2y=80 sa. x+2y=92
=
3x+2y =120 3x+2y=<120
x,y=0 x,y=0

jo2 3 1)L
4 2) 2

La variacié de f sera: Af(x)=A,-Ab, = %‘12 =6

Per tant, 'ingrés serd £(20,30) + Af(x) =100 + 6 =106 u.m.
Si disposéssim de 12 m? addicionals de llana:

Abans Ara
Max 2x+2y Max 2x+2y
sa. x+2y=380 sa. x+2y=380
=
3x+2y <120 3x+2y <132
x,y=0 x,y=0

A’2=2. _l +2-l =l
4 2 2
. .7 \ 1
La variacié de f sera: Af(x) =4, Ab, = 5 12=6
Per tant, I'ingrés serd  f(20,30) + Af(x) =100 + 6 = 106 u.m.

37.Un pages barreja moresc, farina de peix i pinso per crear una dieta per alimentar les
seves aus. La dieta ha de contenir, almenys, 3 u. de ferro i 4 u. de vitamines; cada quilo
de moresc déna 2,5 u. de ferro i 1 u. de vitamines; cada quilo de farina de peix, 3 de fer-
ro i 3 de vitamines; i cada quilo de cert pinso, 1 de ferro i 2 de vitamines. Els preus sén
de 20,301 16 u.m. per quilogram, respectivament. Quines quantitats de cada producte
s'han de barrejar per a una dieta que minimitzi els costos?

Considerem:

x = kg de moresc

y = kg de farina de peix

z = kg de pinso sintetic
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Kg de moresc (x) | Kg de farina de peix (y) | Kg de pinso (z) | Total
Ferro 2,5 3 1 3
Vitamines 1 3 2 4
Volem minimitzar la funcié costos:
Min 20x+30y+16z
sa. 25x+3y+z=3
x+3y+2z=4
x,y,zz0
El programa estandarditzat:
Max -20x-30y-16z+ 0f + Ou — we — wd
sa. 25x+3y+z-t+c=3
X+3y+2z-u+d=4
x,v,z,t,u,c,d =0
Apliquem lalgoritme del simplex:
Coef v.b. X y z t u ¢ d B
—w c 5/2 3 1 -1 0 1 0 3
—-w d 1 3 2 0 -1 0 1 4
-7/2w+20| —6w+30 | —-3w+16 | w w 0 0 —7w
Coef v.b. X y z t u c d B
30| y 5/6 1 1/3 ~1/3 | 0 1/3 0 1
—w d -3/2 0 1 1 -1 -1 1 1
3/2w—5 0 —w+6 | -w+10| w | 2w-10 0 -w-30
Coef v.b. X y z t u ¢ d B
=30 | y 4/3 1 0 -2/3 | 1/3 2/3 -1/3 2/3
-16 | =z -3/2 0 1 1 -1 -1 1 1
4 0 0 4 6 w—4 w—6 -36

El problema té solucié dptima tinica. El punt (0% ,1) és el minim global. I el valor

del punt a la funcié objectiu és 36. Per tant, per tal de minimitzar costos haurem de

prendre 0 kg de moresc, 2/3 kg de farina de peix i 1kg de pinso.

Quin és el cost marginal de cada unitat de vitamines? Quin és el cost marginal de

cada unitat de ferro?

Cost marginal de cada unitat de vitamines serd d 4 u.m. més:

A=

—(—30- %—16- (—1)) =4
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Cost marginal de cada unitat de ferro sera de 6 u.m. més:

ool

38. Un client d'un banc disposa de 30.000 euros per adquirir fons d’inversié. El banc li
ofereix dos tipus de fons, A i B. El del tipus A té una rendibilitat del 12% i unes limita-
cions legals de 12.000 euros d'inversié maxima. El de tipus B presenta una rendibilitat
del 8% sense cap limitacié. A més, per tal de diversificar el risc, el client vol invertir en el
fons del tipus B, com a maxim, el doble de l'invertit en el del tipus A. Quines quantitats
ha de col-locar en cada fons per tal de maximitzar els beneficis totals?

Considerem:

x = euros invertits al fons A

y = euros invertits al fons B

Volem maximitzar els beneficis totals: (*)

Max 0,12x+ 0,08y
s.a. x+y=30000
x <12000
y=2x
x,y=0

(*)Nota: Considerem que hem d'invertir els 30000 euros integrament.

El programa estandarditzat:

Max 0,12x+ 0,08y + 0f + Ou — wc
sa. x+y+c=30000
x+1=12000
-2x+y+u=0

x,y,t,u,c=0
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Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef v.b. X y t u ¢ B
—w C 1 1 0 0 1 30000
0 t 1 0 1 0 0 12000
0 u -2 1 0 1 0 0
-w—3/25|-w-2/25 0 0 0 —30000w
Coef v.b. X y t u c B
—w c 0 1 -1 0 1 18000
3/25 X 1 0 1 0 0 12000
0 u 0 1 2 1 0 24000
0 —-w w+3/25 0 0 —18000w+1440
Coef v.b. X y t u c B
2/25 0 1 -1 0 1 18000
3/25 X 1 0 1 0 0 12000
0 0 0 3 1 -1 6000
0 0 1/25 0 2/25 2880

El problema té solucié dptima tnica. El punt (12000, 18000) és el maxim global.
I el valor del punt a la funcié objectiu és 2880. Per tant, per tal de maximitzar els bene-

ficis haurem d’invertir 12.000 euros al fons A i 18.000 euros al fons B.

39. Una empresa disposa de 1.000 tones del mineral A, 2.000 tones del mineral Bi500
tones del mineral C. A partir daquests minerals, selaboren els productes Xy X, X0 Lem-
presa desitja determinar la quantitat que ha de fabricar de cada producte, a partir dels
minerals aprofitables, a fi i efecte dobtenir el maxim de profit de loperacié. Cal tenir en
compte que per elaborar una tona de producte x, es necessiten 5 tones de A, 10 de B
i 10 tones de C. Cada tona del producte x, necessita 5 tones de A, 8 de Bi5 de C. Fi-
nalment, utilitzarem 10 tones de A, 5 de B i cap de C per a cada tona de X, El fabricant
obtindra 100 euros de benefici per tona del producte x,, 200 per tona de x, i 50 euros
per tona de x,. Determineu les quantitats a fabricar de cadascun dels productes per tal
de maximitzar el benefici. De quin tipus és la solucié que heu obtingut?

Considerem:

x = Tones de producte x .

y = Tones de producte x,.

z = Tones de producte x..

Producte x, (x) Producte x, (y) Producte x, (z) | Total
Mineral A 5 5 10 1000
Mineral B 10 8 5 2000
Mineral C 10 5 0 500
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Volem maximitzar el benefici:

Max 100x +200y +50z
sa. S5Sx+10y+10z <1000
Sx+8y+5z=<2000
10x +5y <500
x,y,2=0

El programa estandarditzat:
Max 100x +200y + 50z +0¢ + Ou +Ov
sa. 5Sx+10y+10z+1t=1000
S5x+8y+5z+u=2000
10x +5y +v =500

x,y,2,t,u,y =0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef v.b. X y z t u v B
0 t 5 5 10 1 0 0 1000
0 u 10 8 5 0 1 0 2000
0 v 10 5 0 0 0 1 500
-100 —200 =50 0 0 0 0
Coef v.b. x y z t u v B
0 y -5 0 10 1 0 -1 500
0 u -6 0 5 0 1 -8/5 1200
200 v 2 1 0 0 0 1/5 100
300 0 =50 0 0 40 20000
Coef v.b. x y z t u v B
50 zZ -1/2 0 1 1/10 0 -1/10 50
0 u =7/2 0 0 -1/2 1 -11/10 950
200 y 2 1 0 0 0 1/5 100
275 0 0 5 0 35 22500

De quin tipus és la solucié que heu obtingut?

El problema té solucié dptima tnica. El punt (0, 100, 50) és el maxim. I el valor del

punt a la funci6 objectiu és 22500. Per tant, per tal de maximitzar el benefici haurem de

fabricar O tones de producte x,, 100 tones de producte x,, 50 tones de producte x..
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40, El fabricant de joguines TOYOT produeix dos tipus de joguines: soldadets i trens.
Un soldadet es ven a 27 euros i un tren a 21 euros. La matéria primera per fer un sol-
dadet costa 10 euros i per fer un tren 9 euros. Cada soldadet fabricat repercuteix en 14
euros sobre els costos en concepte de ma d'obra i de costos generals. Per al cas dels trens
aquesta repercussio és de 10 euros. En la factoria hi ha dues seccions: fusteria i acabats.
Cada soldadet necessita 42 minuts de feina de fusteria i 105 minuts d’acabats. En can-
vi, cada tren necessita 90 minuts de fusteria i 75 minuts d'acabats. Atés el nombre de
treballadors que hi ha contractats actualment en la fabrica, lempresa TOYOT calcula
que setmanalment disposa, com a molt, de 80 hores de fusteria i de 100 hores d’acabats.
Actualment el mercat només és capag d'absorbir, com a molt, 40 soldadets cada setma-
na. TOYOT vol organitzar la seva produccié per tal de maximitzar el benefici total.

Considerem:

x = nre. de soldadets

y = nre. de trens

Soldadets (x) Trens (y) Total
Fusteria 42 90 4800
Acabats 105 75 6000
Beneficis unitaris:
Soldadets Trens
Ingressos 27 21
Costos Materia primera 10 9
Ma d'obra i costos generals 14 10
Benefici 3 2

Volem maximitzar la funcié beneficis:

Max 3x+2y
sa. 42x+90y <4800
105x + 75y <6000

El programa estandarditzat:

x=40
x,y=0

Max 3x+2y+0t+0u
sa. 42x+90y+t=4800
105x + 75y + u = 6000
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Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef v.b. X y t u v B
0 t 42 90 1 0 0 4800
0 u 105 75 0 0 0 6000
0 v 1 0 0 1 1 40
-3 -2 0 0 0 0
Coef v.b. X y t u v B
0 t 0 90 1 0 —42 3120
0 u 0 75 0 1 -105 1800
3 X 1 0 0 0 1 40
0 -2 0 0 3 120
Coef v.b. x y t u v B
0 t 0 0 1 —6/5 84 960
2 y 0 1 0 1/75 =7/5 24
3 X 1 0 0 0 1 40
0 0 0 2/75 1/5 168

El problema té soluci6 optima tnica. El punt (40, 24) és el maxim global. I el va-
lor del punt a la funcié objectiu és 1200/7. Per tant, per tal de maximitzar el benefici

haurem de fabricar 57 soldadets i cap tren.

41. Lempresa PIPASA fabrica dos tipus de tabac per a pipa: mentolat i aromatitzat, i
barreja tres varietats de fulles de tabac, anomenades A, Bi C. Les disposicions duaneres
vigents limiten la nostra importacié de la varietat A a un maxim de 24.000 kg. Cada
quilo de tabac tipus mentolat conté 0,3 kg de fulles A, mentre que el tipus aromatitzat
en porta 0,2 kg (la resta de ssubstancies fins a fer un quilo de tabac no sén rellevants
en aquest problema). Pel que fa a la varietat de fulla B, cada quilo de tabac mentolat
i aromatitzat conté, respectivament, 0,2 kg i 0,3 kg. Lempresa disposa dun maxim de
30.000 kg daquesta varietat de fulla. Finalment, en relacié amb les fulles tipus C, en
disposarem d'un maxim de 14.500 kg, i cada quilo del tipus de tabac mentolat i aro-
matitzat conté 0,2 kg 1 0,1 kg de fulla C, respectivament. El benefici que obté PIPASA
per cada quilo de mentolat és de 350 euros, i per a 'aromatitzat és de 300 euros. Volem
decidir quants quilograms de cada tipus de tabac hem de produir a fi1i efecte de maxi-

mitzar el benefici total. El model que resulta és:
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Max 350x, +300x,

s.a. 03x, +072x, =24000
02x, +03x, =30000
02x, + 0x, =14500

X;,x, =0

on x, i x, representen els quilos de tabac mentolat i aromatitzat produits, respectiva-
ment.

Es demana:

Per qué no és possible fabricar 33.750 kg de tabac mentolat i 77.500 kg de tabac
aromatitzat?

Vegem si compleix les restriccions:

X, =33750 i X, = 77500
0,3-33750 + 0,2 77500 < 24000 25625 < 24000
0,2-33750 +0,3-77500 < 30000 ~ — 30000 < 30000
0,2-33750 +0,1- 77500 < 14500 14500 < 14500
33750, 77500 = 0 33750, 77500 = 0

Com que no compleix totes les restriccions, el punt no pertany a la regié admis-
sible.

Després de fer algunes iteracions, s’ha obtingut la taula segiient:

¢ 350 300 0 0 0
¢, B X, x, s, s, s b
300 X, 0 1 20 0 -30 (o}
0 s, 0 0 -4 1 5 6500
350 X, 1 0 -10 0 20 50000
0 0 2500 0 B Y

en la qual s’han perdut el valor d'algunes caselles. Deduiu raonadament el valor d'aques-
tes caselles. [Nota: No es demana que plantegeu la taula inicial i feu iteracions!]
Per determinar el valor de (3

B =300-(-30)+0-5+350-20-0 =-2000
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Per determinar el valor de o
Sabem que en la columna b hi ha d’haver un vértex de la regié admissible. Per tant,

ha de complir almenys dues de les restriccions amb igualtat.

Sabem x, =50000, x, =?

0,3-50000 + 0,2x, = 24000 x, =45000
0,2-50000 + 0,3x, = 30000 — X, = 66666,6
0,2-50000 + 0,1x, =14500 x, =45000

Llavors, oo = 45000

Per determinar el valor de y:

y =300-45000 + 0-6500 +350-50000 = 31000000

Una vegada obtingueu els valors perduts, raoneu si la taula és dptima o no ho és.
En el cas que no ho sigui, realitzeu les iteracions escaients a f11 efecte de calcular la taula
optima.

La taula no és 0ptima, ja que hi ha almenys un nombre negatiu en I'dltima fila; per

tant, no compleix la condicié de detencid.
p

3 350 300 0 0 0
¢, B x, x, s, s, 5, b
300 X, 0 1 20 0 =30 45000
0 s, 0 0 -4 1 5 6500
350 X, 1 0 -10 0 20 50000
0 0 0 2500 0 —2000 | 31000000

3 350 300 0 0 0
c, B x, x, s, s, 5, b
300 X, 0 1 -4 6 0 84000
0 s 0 0 -4/5 1/5 1 1300
350 X, 1 0 6 -4 0 24000
0 0 0 900 400 0 33600000
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42, Una fabrica produeix tres tipus de mobles (A, B i C) a base de plastics i fusta. Es
disposa setmanalment de 600 kg de plastic i 300 kg de fusta. La despesa de recursos per

unitat fabricada i el benefici unitari es mostren al quadre segiient:

Moble A (x) Moble B (y) Moble C (z) TOTAL
Plastic 6 1 4 600
Fusta 2 4 3 300
Benefici (euros) 8 6 3

A més a més, les installacions no permeten produir més unitats de A que de B.

Determineu el nivell de produccié dptim setmanal que maximitza el benefici.

Considerem:

x = nre. de mobles del tipus A.
y = nre. de mobles del tipus B.
z = nre. de mobles del tipus C.

Volem maximitzar la funcid beneficis:

Max 8x+6y+3z
s.a. 6x+y+4z=<600
2x+4y +3z=<300
X<y
x,y=0
El programa estandarditzat:
Max 8x+6y+3z+0f+0u+0v
sa. 6x+y+4z+t=600
2x+4y+3z+u =300
x-y+v=_0

X, v,z,t,u,v=0

Apliquem lalgoritme del simplex:

Coef v.b. X y z t u v B
0 6 1 4 1 0 0 600
0 u 2 4 3 0 1 0 300
0 v 1 -1 0 0 0 1 0

-8 -6 -3 0 0 0 0
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Coef v.b. X y z t u v B
0 t 0 7 4 1 0 -6 600
0 u 0 6 3 0 1 -2 300
8 X 1 -1 0 0 0 1 0

0 -14 -3 0 0 8 0

Coef v.b. X y z t u v
0 t 0 0 1/2 1 -7/6 -11/3 250
6 y 0 1 1/2 0 1/6 -1/3 50
8 X 1 0 1/2 0 1/6 2/3 50

0 0 4 0 7/3 10/3 700

El problema té solucié dptima tnica. El punt (50, 50, 0) és el maxim global. I el
valor del punt a la funcié objectiu és 700. Per tant, per tal de maximitzar el benefici
haurem de fabricar 50 mobles del tipus A, 50 mobles del tipus B i cap del tipus C.

Quin preu estarieu disposats a pagar per 10 kg addicionals de plastic? I per 6 kg
de fusta?

Si disposéssim de 10 kg addicionals de plastic:

Abans Ara

Max 8x+6y+3:z Max 8x+6y+3z

s.a. 6x+y+4z <600 sa. 6x+y+4z=<610

2x+4y +3z=300 = 2x+4y+3z=<300
X<y X<y
x,y=0 x,y =0

), =0-1+6-0+8-0=0
La variaci6 de fserd: Af(x)=4,-Ab =0-10=0
Per tant, el benefici sera £(50,50,0) + Af(x) = 700 + 0 = 700 u.m.
No estariem disposats a pagar cap preu per 10 kg addicionals de plastic, ja que no

ens repercuteix cap benefici extra.

Si disposéssim de 6 kg addicionals de fusta:
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Abans Ara
Max 8x+6y+3z Max 8x+6y+3z
s.a. 6x+y+4z <600 sa. 6x+y+4z=<600
2x+4y +3z=<300 = 2x+4y+3z=<306
X<y X<y
x,y=0 x,y =0
7 1 1 7
A, =0- (——)+6- —+8 —=—
6 6 6 3

. .y \ 7
La variacié de f sera: Af(x) =A," Ab, = 3 6=14
Per tant, el benefici serad £(50,50,0) + Af (x) = 700 +14 = 714 u.m.

Estariem disposats a pagar com a maxim 14 u.m. més pels 6 kg de fusta addicio-

nals.
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Exercicis del tema 6:

Successions i seéries de nombres reals

43, Estudieu lexpressi6 del terme general de les successions segiients:

a) {1,3,5,7,...} a, =2n-1
b) 1,1,1,1,.. a, = !
357 2n-1
1234 n
c) -, ==, —.. a, =
3579 2n+1
d) 3717172727“' an =2n+1
4 6 7 8 3+n

e) {i-LL-LL-LL-Ll..}  a, =(-D" (es pot expressar daltres maneres).

-1
. y 1) 111 .
44. Considereu la successié {a,} = 1| - 5 =11,-—,—,-—,—....L Justifiqueu que
n=l
{an} és una progressié (successié) geométrica i doneu la seva rad. Calculeu:
Justificacié de per qué és una progressié geométrica:

1 1111 ,
a,} = ~5 | = 19—?2’—@%’--- - Observem que passem dun terme a

l'altre multiplicant per — 1A més, la successié es pot expressar com a {4 }=a - 1". La
2
(n=1) " 4 "

rad és r=-. {an}=(-%) =(‘%) (‘%) ='2'('%)
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1 1023

%o o 1" _Tiooa _100a 2046 341
=R = A ) 1oL 33072 512
2 2
o ® ln—l 1_0 1 2
by Se =B (-2 =——L___=2
) 2 E( 2) a1 0303
2
w ® -1 L -0 1
o) Ya - CIy 1024 1024 _ 2 1
21 21 2 1 33072 1536
I+ =
2 2

Quin tipus de successi6 és? Es una progressié geométrica. Quin és el seu terme
general?

A

Estudieu la convergéncia de la successié.

n

1<1.

Es convergent, ja que és una progressid geométrica de raé

Veiem que es compleix el teorema lim (5) =0,

n—+w

Calculeu la suma de la serie Ya .

1 1
sy 37" 3 31
“4\3) 1 2 6 2

3 3

A partir de la successié anterior, definim la nova successié donada per

b =a -a,, b,=a,-a,, by=a,-a,, b, =a,-as,..
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Per tant, sera la successid:

6222 2
9’27781 243

b=a -a, = 1—1—2 , b,=a,-a, = l—L 2,b3=a3—a2 L_L 3
3 9 9 9 27 27 27 81 8l
b,=a,-a, = L—L 2 e
81 243 243

n

2 (1
{b,},en ésuna progressid geometrica b= 3 . (5)

A partir dels resultats anteriors, estudieu la convergéncia de la série Y b .

Nota: Recordeu que si Ya _és convergent, Yka =kYa

E E ( ) 03 Ew(%);%%:%

(1) Utilitzant la propietat anterior.
(2) per alapartat c).
Observem que no ha fet falta efectuar cap calcul de limit.

46. Con51dereu la série Ya, de la qual es coneix la successié de les sumes parcials
5n° +9n

" Anln+2)

Calculeu el terme general de la successié {a }

Sabem que:

S, =a,+a,+...+a,, +a,
si els restem obtenim: S, -S, , =a,

S, =a +a, +.... +a,,

Llavors
4 oS -5  — 5n* +9n 5(n=-1)7*+9(n-1) 5n* +9n 5n* —=10n+5+9n-9 _
oo 2(n+1)(n+2) 2-n-(n+1) 2(n+1)(n+2) 2-n-(n+1)
B 5n* +9n B 5n* —n-4 B 5n* +9n _ 5n° -n-4 B
2+ 1)(n+2) (2~n-(n+l))_2(n+1)(n+2) (2-n-(n+l))_
B n-(5n* +9n) (n+2)(5n° —n-4) 5n° +9n’ 5n° +9n° —6n-23) B
T2n-(neD)n+2) |\ 2on-(neDn+2) | 2n-(n+l)n+2) 2-n-(n+1)(n+2))_

B 6n+8 B 3n+4
C2n-(n+D(n+2) n-(n+)(n+2)
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Calculeu la suma de la série.
5n* +9n 5

Ya,=limS, = lim —————— =~
nesw " e 24 ) (n+2) 2

47, Calculeu la suma de les séries geomeétriques segiients:

1 1
n n 7_0 -
6 1 1 10 10 1 2
a =V6:|—| =6-V[—=] =6-~+—=6-"2=6"—==
350 36(5g) -6 2lgg) -6 -e53
10 10
1 1
4 1\ 1\ 5‘0 3 1
b =V4 (=] =4-V[=)| =4-2—=4-2=4-—=2
B335 +3f) e
3
1\ ‘;'0 ‘; 1
I S
5
o 2o 22
d 2l =2 __ S5 __=
3
2 _0
(-2)" (-2)" 1( 2\ 1 2\" 1 T3 7 1 2 2
e — — —_— | — - —_— - e~ e (e | = -
)23“1 E3-3" E3(3) 32( 3) 30,2 3( 5) 15
3
' ) 1
2 1 1\ 5 5 1 1
f =2- =2- | =22 2.2 _92.___
)25" 25" E(5) - 4 4 2
5 5

48. Es deixa caure una pilota des d'una altura de 6 metres i se li permet rebotar de

manera indefinida. Quant recorrera la pilota si sempre rebota el 80% de la seva altura

anterior?

Imatge 43
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Nota: Interpretem la distincia recorreguda com la suma de les altures que recorre
la pilota.

Per tant, sera la progressié geometrica: {a,} = {6,96,678,6'144 ...}

ona =6, a,=2608=96 ,a,=2-6-(08)> =678 ,....

6 n=1

Per tant a, = |
12.(08)""  n#l

La distancia que recorrerd a partir del primer rebot serd la suma dels termes

daquesta progressié geometrica:

da,=a,+Y 12:(08)" -1=6+12-) (08)"" =6+1z.%=6+1z.%=54meues
n=1 n=2 -

n=2

o0

1 . ..
49. Donada a, = —, considereu la série E a,.Es demana:

2 ) n=1

a) Proveu que es tracta d’'una série geométrica i doneu-ne la rad.

=

b) Calculeu S, = ¥ a, idoneu el valor de S .
n=1
L ( 1 )k+l 1 ( 1 )10+1
k k " 5 N
S, =Ya,= 1)y 2 .S, = 2 2] 2'33876...
n=1 n=1 \/5 I—L 1_L

2 2

¢) Justifiqueu que la série és convergent i calculeu la seva suma.

Es una seérie convergent, ja que és una progressidé geometrica de rad <1

L

ian =Em(%) 2 =241

1——

NG

V2

50. Responeu les qiiestions segiients:

n

Justifiqueu que la série E
n=1

no és convergent.
~1+n
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=1= 0., Per tant, la série no és convergent.

lim
n=+2]4p

Justifiqueu que la serie E(\/g )l_n és convergent.

n=1

<1.

NE]

Es convergent, ja que és una progressid geométrica de ra6

=~/ 1 1
Calculeu 2(2,, + 3 )
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Aquestllibre pretén proporcionar coneixements i habilitats
vinculades a les assignatures de matematiques dels estudis
deconomia, empresa i finances. Esser competent implica
comprendre, reflexionar i decidir, en qualsevol situacid
vinculada en un saber. Per tant el procés de construccio i
fortificacio en letapa de l'aprenentatge son clau per assolir
la capacitat d'aprendre a ser i actuar de manera autonoma.
Aixi, durant el transcurs de la lectura daquestes pagines,
esperem donar suport a 'adquisicié de nous conceptes
i habilitats d'aquesta tematica aparentment exacta i tant
relativa a la vegada, les matematiques.

El més incomprensible del mén
és que sigui comprensible.
Albert Einstein




