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PART 1: ALGEBRA LINEAL

Tema 1: Matrius i determinants

1.1 Concepte de matriu. Operacions amb matrius

Concepte de matriu
Que és una matriu?

Sanomena matriu dordre mxn, lordenacié de m-n nombres reals disposats en m files i

n columnes. La denotarem coma A = (a) .
ij/ mxn

a, dp a,

ay Ay sy
A —

a, d,, . . . a,

En aquest cas, a, sén nombres reals i sanomenen elements d’A.
Els subindexs dels elements, és a dir, la i i la j, representen la fila i la columna res-

pectivament on es troba lelement.
Exemple:
2 1 -4
A -_—
-8 3 0

La matriu A és dordre 2x3, atés que té dues files i tres columnes. Lelement a,,=—4,

jaqueestrobaalafilalialacolumna 3.
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Per a queé serveix?

Sovint hem de representar algun tipus de valor que depén de més d’'una variable. Per
exemple: comprem un bitllet de tren; podem suposar que el preu depén alhora de les-
tacié on volem baixar i del tipus de tarifa aplicada a cada client.

Exemple: Una cadena de magatzems té 4 centres: C,C, C,iC, on es venen 3
productes diferents: F, F, i F,. Per representar el benefici de les vendes en els diferents

centres en funci6 dels diferents productes, utilitzarem una matriu.

C, C ¢ C,

50 25 45 30\F
A=]60 12 30 40|F,

55 20 40 35|F,

Tipus de matrius

MATRIU QUADRADA:

Anomenarem matriu quadrada, la matriu que té el mateix nombre de files que de co-

lumnes.
Exemples:
-1 8 4 ii
A=|9 -3 0| B- c-(V & p_("2 473
1 1 0o 7 4 3 1
3 24 3 L

Les matrius A i C son quadrades perqué tenen el mateix nombre de files que de columnes.
) . . . 3 .
Sanomena diagonal principal d'una matriu quadrada, els elements a , a ,,..., a_.

Exemple:

MATRIU SIMETRICA:

Anomenarem matriy simétrica la matriu quadrada en qué els elements que hi ha per
sobre la diagonal principal s6n iguals als que hi ha per sota, és a dir, els elements a_ = a_
i i

peri=1..,nij=1..,n

12
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Exemples:
-1 8
A=]8 -2 0 B=(1 _6)
-6 7
4 0 3

MATRIU ANTISIMETRICA:

Anomenarem matriu antisimétrica la matriu quadrada en qué els elements que hi ha

per sobre la diagonal principal sén els oposats als que hi ha per sota, és a dir, els ele-

ments 4, = —a, per i=L.,nij=1 .., n A mésamés, els elements de la diagonal
principal sén nuls, és a dir, a.=0peri= ] ..., n.
Exemples:
0 3 -8
A=|-3 0 4 _ ( 0 3)
-3 0
8 -4 0

MATRIU TRANSPOSADA:

Anomenarem matriu transposada, ila denotarem per A’ la matriu resultant d'intercan-

viar les files per les columnes o les columnes per les files, és a dir, si A:(azj)mxn és una
matriu, la seva matriu transposada és A‘z(aﬁ)nxm.
Exemples:
1 8 4
A=19 -3 0 B=(_2 4 5)
4 3 1
3 24 3

13
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Per tant, les matrius transposades corresponents son:

-1 9 3 -2 4
A= 8 -3 24 B =|4 3
4 0 3 5

MATRIU INVERSA:

Anomenarem matriu inversa duna matriu quadrada A aquella matriu tal que A-A~' = I,

ila denotarem per A™'. Aquesta matriu sobté a partir de les operacions segiients:

A" = 4
det 4

On, det A indica el determinant de la matriu A, i A¢ és la matriu complementaria.
%

MATRIU DIAGONAL:

Anomenarem matriu diagonal la matriu en qué tots els elements que no estan a la dia-

gonal principal sén nuls, és a dir, a, = O sii=jperatoti=L.,nij=L.,n

o)

Anomenarem matriu escalar la matriu diagonal en queé tots els elements de la diagonal

Exemples:

'

Il
=
S NN O
w o o
o
I

MATRIU ESCALAR:

principal s6n el mateix nombre, és a dir, a, = 0siizjia= k peratot i=1..,mn,
j=1.., nikun nombre real.
Exemples:

'

I
S o N
= S )
N O O
&

I
—

|
N
o
SN~————

14
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MATRIU TRIANGULAR (SUPERIOR O INFERIOR):

Anomenarem matriu triangular superior la matriu quadrada en qué els elements
que hi ha per sota la diagonal principal sén nuls, és a dir, 4, = 0 si i > j per a tot
i=L..,n i j=1..,n

Exemples:

Anomenarem matriu triangular inferior la matriu quadrada en qué els elements que
hi ha per sobre la diagonal principal sén nuls, és a dir, a,= 0 si i<j peratot i=1L..,»n
ij=1..,n

Exemples:

4 3

MATRIU UNITARIA O MATRIU IDENTITAT:

Anomenarem matriu unitaria o matriu identitat, ila denotarem per I (on # és lordre de
la matriu), la matriu diagonal en qué tots els elements de la diagonal principal sén 1.
Aquesta matriu és un tipus de matriu escalar. Es a dir, a,= 0sii=jia = | peratot
izl nij=l.,n

Exemples:

oS = O
- o O
~
)
I
—
o -
—- O
~——

MATRIU NUL‘LA O MATRIU ZERO:

Anomenarem matriu nul-la o matriu zero, i la denotarem per 0 (on n és lordre de la
matriu), la matriu en queé tots els elements son nuls, és a dir, aij:O per a tot i=l, .., ni

j=1 ., n

15
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Exemples:

0 0

oo ol
0 0

MATRIU ORTOGONAL:

Anomenarem matriu ortogonal a tota matriu quadrada que compleix A~'=A". Aquest
tipus de matrius té la propietat que det 4 = =1

SUBMATRIU D,UNA MATRIU:

Considerem la matriu A=(a.

lj) mxn

. Direm que A’ és submatriu de A si estd formada per
una seleccié de k files i | columnes de A en qué k<m i [<n.

Exemples:
-1 8 4
A=]9 -3 0 B=(_2 : 5)
4 3 1
3 24 3
-1 8 4 -2 5
A'= B'=
b o) (W)

Les matrius A'i B’ son submatrius de A i de B respectivament.

VECTOR (FILA O COLUMNA):

Anomenem vector fila la matriu que té una fila i n columnes, és a dir, és una matriu
d'ordre 1xn.

Exemples:

A=(3 -2 5) B=(b11 b12 o bln)

Anomenem vector columna la matriu que té m files i una columna, és a dir, és una
matriu dordre mx1.

16



MaATEMATIQUES |

Exemples:

ml

Operacions amb matrius

Suma i resta de matrius

Considerem les matrius A=(a.) i B=(b) dordre mxn.
U mxn 1_] mxn
R b, b, b, ay b, a,xb, . . . a,zbh,
Uy Gy Gu | by by . . . by, | |ayzb, ay=b, . . . a,=b,
A+B= + =
aml amZ . : ‘ amn bml me . . . bmn am] x bml am2 * me . . . amn * bmn

Les matrius suma i resta son matrius dordre mxn.

Exemple:

Considerem la cadena de magatzems i les matrius dels beneficis generats al gener i al

febrer. Volem saber el benefici total dambdés mesos; per tant, sumarem els beneficis de cada
producte en els diferents centres.

50 25 45 30 45 25 40 10 95 50 85 40
A+B=[60 12 30 40|+[50 17 10 40|=|110 29 40 80
55 20 40 35 5 20 30 25 60 40 70 60

Ara considerem la matriu dels preus dels productes al gener i la matriu amb els dife-

rents descomptes que es faran; per tant, restarem i obtindrem la matriu dels preus dels pro-
ductes després daplicar els descomptes.

50 25 45 30 5 2 10 15 45 23 35 15
A-B=|60 12 30 40(-|10 7 3 10[=(50 5 27 30
55 20 40 35 5 8 3 5 50 12 37 30

17



Lltcia Mauri Masdeu

Producte de matrius

Considerem les matrius A=(a.) i B=(b) .
E] mxn 11 lep

a4y 4y a,\ (b by i
ay Ay ay, | | by by hp
A-B= =
aml am2 . . . amn bnl bn2 o bnp
a, b, +a, b, +..+a,b, a,b,+ta,b,+..+a,b, . . . aH-blp+a12-b2p+...+a]n'bnp
ay by +ay b +..+a, b, ayb,+ay-b,+.+a,b, . . . aZI'blp+a22-b2p+...+a2n-bnp
a,b,+a,b,+..+a,b, a,6 b,+a,b,+.+a, b, . . . a, -blp +a,, -bzp +..t+a,, 'bnp

Exemple:

13 42

2.0 5 12 31 13 14
A-B= 113 2| =

123 9 20 13 12
@205 1 2

Important: El producte de matrius no és commutatiu. Si tenim dues matrius A i B

A-B=B-A
Exemple:
Considerem dues matrius A i B:
-1 5 4 -2 8 -1
A= 1 -3 0 B=|0 1 -1
3 2 3 2 4 2

-1 5 4\/(-2 8 -1 10 13 4

-2 8 -1\ (-1 5 4 7 =36 -11
B-4={0 1 -1|-11 -3 0|=|-2 -5 -3
2 4 2 3 2 3 8 2 14

Per tant, A-B = B- A

18
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Producte d'un escalar per una matriu

Considerem la matriu A:(aij)mxn i un escalar k qualsevol.

a, a, . . . a, k-a, k-a, k-a,,
Ay Ay . . . Gy, k-a, k-ay k-a,,
ked=k-| -
a, a, . . . a, kwa, kwa, . . . k-a,
Exemple:
4 1 -1 8 2 -2
2-4=2- -
2 3 0 4 6 O
Poténcia duna matriu
Considerem la matriu quadrada dordre m A:(aij)mxn.
Definim:
A =44, A=A4-4-4, ..., A" =A-....- 4 (nvegades)
Exemple:

Considerem la matriu A i busquem AZ.

2 1 2 1 2 1 7 2
A=( )IlavorsA2=A-A=( )( ):( )
30 3 0 3 0 6 3

Propietats
1) (A)'=A
2) (A+ B)'=A'+ B
3) (k- A)=k - A*
4) (A - B)= B+ A’

5) Direm que una matriu quadrada és simétricasi A = A"

6) Direm que una matriu quadrada és antisimétricasi A = —A

7) Dues matrius A=(a,) i B=(b)) s6n iguals quan llurs elements sén iguals
17 mxn y’ mxn

un a un, és a dir, a,= sz pertot i=L.,mij=1..,n

t

19
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1.2 Determinant d'una matriu. Propietats dels determinants

Determinant d'una matriu

Que és?

El determinant és una funcié que associa a cada matriu quadrada A un tinic nombre
real, i el denotarem per det A o ‘A‘
Molt important!: Per poder calcular el determinant d'una matriu, la matriu ha de

ser quadrada.

Determinants de matrius dordre 1:

Si A és una matriu dordre 1, és a dir, del tipus A=(a,,), llavors el determinant d’A sera

lelement en gilestid:

[Al=

Exemple:
Sigui A=(2) llavors |A|=

Determinant de matrius dordre 2 1 3:

DETERMINAT DE MATRIUS D ORDRE 2:

o a @) /&Q.
Sigui 4 = " llavors considerem A= L’
a21 a22 am
. . . . a,
i el determinant de la matriu sera |A| = =a,  ay —a, "a,
ay 2

Exemples

1) Sigui 4 = (5 2) volem calcular el seu determinant:
3 4

—3-2-4-5-6-20=-14
5 2

. 2 - .
2) Sigui B = (6 | volem calcular el seu determinant:
2 -4

— 21— (—4)-6=2+24=26

20
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DETERMINAT DE MATRIUS D'ORDRE 3 (REGLA DE SARRUS):

ay  dp dp

Sigui A=|a, a, ay

a{\azz

ay Ay ay|=9"9% raptay Ay Ay Y a0y, Ay, Ay 7 Ay Ay Ayt Ay Tyt dy

Exemple:
3 4 2
1) SiguiA4=|2 -1 0| volem calcular el seu determinant:
3 1 5
3 4 2
2 -1 0=3-(-):5+4:0:3+2-1-2-2-(-1)-3-3:1:0-4-2-5=-45
3 1 5
I -1 2
2)SiguiA=|2 -1 4| volem calcular el seu determinant:
3 4 6
I -1 2
2 1 A =1 (=1)64(=1)4:342:2:4-2(=1)-3-4-4-1=2+(1)-6 = 0
3 4 6
Nocions previes

+ Menor d'una matriu: és el determinant de qualsevol submatriu quadrada A’
d’'una matriu A.
+ Menor complementari d'un element a.:és el determinant que sobté després de

suprimir la fila i-éssima i la columna j-éssima. El denotarem per Mij.

21
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1 0 3 1
Exemple: 511
Considerem: A =

3 2 2 0

01 -1 O

Volem calcular els menors complementaris de a, ia,.

Calculem M,
1 1 =1
A=
2 2 0
1 -1 0

11 -1
Pertant, M, =2 2 0|=0+0+2+2+0+0=4
1 -1 0

Calculem M : 4=
3 1
Per tant, M, =2 1 -1=040-2+0-1+0=-3
0 -1 0

+ Adjunt de a; és el menor complementari Mij d'un element a multiplicat per
lelement (—1)*. El denotarem per A

A=(-1) M,

Yy

Exemple:
Considerem la matriu A de lexemple anterior i els menors complementaris M !
M, ja calculats. Volem calcular Aid A32 )

1 1 -1
Calculem A : 4, =(-D"'M,, =(-1)>-[2 2 0|=1-4=4
1 -1 0

22
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1 3 1
Calculem A_: 4, = (-1’ M, =(=1)*-2 1 -1=(=1)-(-3)=3
0 -1 0

+ Matriu adjunta: és la matriu formada pels adjunts de a, d’'una matriu A dona-

da. La denotarem peradj(A).

All Alz . . . Aln +M11 _M12 . . . (_1)1+nM1n
AZl A22 . . . A2n - MZ] + MZZ . . . (_1)2+n M2n
adj(4y=| =
4, 4, - . . A4, -D"™'M, D"™M, . . . (-D)"M,
Exemple:
Considerem la matriu A segtient i en calcularem la matriu adjunta.
3 4
A=12 -1 0
3 1

4, A4, A,
adj(A) = 4, A4y A23
Ay A4, Ay

Per tant, calcularem aquests adjunts:

10 2 0 ] -1
115 Thosl o
-5 -10 5
, 4 2 3 2 3 4
adj(A) = Lotk ko =[-18 9 9
4 2 3 2 3 4 2 4 -l
+ - +
10 [0 -1

23
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+ Matriu complementiria: és la matriu adjunta transposada i la denotarem per
)

A°.
All AZl Anl
AlZ AZZ AnZ
AC=(adj A) =
4, 4, . . . A4,
Exemple:

Considerem la matriu A de lexemple anterior. Hem obtingut la matriu adjunta

segiient:

-5 -10 5
adi(A) =|-18 9 9
2 4 -11

Per tant, la matriu complementaria és:

-5 -18 2
AC=(adj Ay =|-10 9 4
5.9 -11

Determinant de matrius dorde n superior a 3

Sigui A una matriu dordre n. Per calcular el determinant d’aquesta matriu, procedirem

de la segiient manera:

a; dp a,
ay, dp sy
anl anz . . . ann

24
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1) Escollirem una fila o columna de la matriu A (preferiblement la fila o columna

que contingui més zeros).
Nota: Podem prendre qualsevol fila o columna.
2) Desenvoluparem el determinant de la matriu dordre # en suma de determi-

nants dordre n—1. Aquest sera el producte dels elements de la fila 0 columna

escollida pel adjunts corresponents.

a,  dp a,
ay a, a, Ay
ay Ay a,,
1+1 l+n
=(-D)"q,-| . . At e+ (=D ay,
a, . . . a, a, . . . a4,
a, a, . . . a,

3) Repetirem el procés successivament fins a obtenir determinants dordres que

sapiguem calcular (dordre 3,2 0 1).

Exemple:
1) Volem calcular el determinant de la matriu A dordre 4 segiient. Fins ara sols
sabem calcular determinants fins a ordre 3; per tant, reduirem el calcul del determinant

d'una matriu dordre 4 al calcul de determinants dordre 3 de la manera segiient:

1 0 3 1

21 1 -1
Considerem: 4 =

3 2 2 0

01 -1 0

Visualitzem la matriu: escollim una fila o una columna qualsevol. Per estalviar-

nos calculs, prendrem la fila o la columna en qué hi hagi el nombre de zeros més gran

possible.
Per exemple, prendrem la quarta columna
10 3 (1)
2 1 1 |-1
A=
3.2 2 0|
0 1

25
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Aplicarem la férmula

1 0 3 1
21 1 1 0 3 1 0 3
2 1 1 - 1+4 2+4 3+4
3 0 =(=D" 13 2 2[4+ (=D (=D 2 2[+(=D**-02 1 1]+
01 -1 01 -1 01 -1
01 -1 0
1 0 3
+(-D"*0-2 1 1|==(-4+3+3-4)-(-2+49-2)=2-5=-3
322

2)Volem calcular el determinant d'una matriu dordre 3 utilitzant aquest métode.
Després comprovarem que ens déna el mateix resultat que amb el métode de Sarrus.

Considerem la matriu A que hem emprat anteriorment amb Sarrus.

3 4 2
A=|2 -1 0
3 1 5

Visualitzem la matriu A i observem que hi ha un 0; per tant, per simplificar els

calculs, prendrem la tercera columna o la segona fila.

3 4 3 4 2
-1 a—1-0
1 31 5

Prenem la tercera columna:

3 4 2

2 -1 3 4 3 4
2 -1 0=2-(-1)"- +0- (-1 - +5-(=1)°"- =2-5+40+5-(-11)=-45
315()31 ()31(>2_1‘ (-11)

Calcul de la matriu inversa d'una matriu A

Podrem calcular la matriu inversa d'una matriu A, si la matriu és invertible, és a dir, si
existeix una matriu A~', de manera que A*A™'= A™-A=1I .

Direm que una matriu A és regular si el determinant és diferent de zero (det A=0)
i que una matriu és singular si el determinant és zero (det A=0).

Una matriu A sera invertible si i només si és regular. Per tant, per calcular la in-

versa d'una matriu A serd una condici6 necessaria que el seu determinant sigui diferent

de 0.

26
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Recordem la definicié de la matriu inversa:

en qué A és la matriu complementaria de A i det A= |A| és el determinant de la matriu A.
La matriu inversa compleix la propietat segiient: A*A™'= 1 .

Exemples:
1) Inversa d'una matriu dordre 2:
Primer comprovem que existeix la inversa d'aquesta matriu tot calculant el deter-

minant i verificant que és diferent de 0.

3 4 3 4
A= - =3:2-4-5-26-20=-14=0
5 2 5 2

Per tant, existeix la matriu inversa de A. Llavors, apliquem la fé6rmula:

2 4 1 2
oA A Ay 1 2 =5 2 -8 1Ty g | |77
|4 -14  -14 -14 (-4 3 -14 (-5 3 5 3|75 3

Comprovem que hem fet bé els calculs; si és aixi, la matriu A~ ha de verificar

A A =L

12
(AT T (o
s 2)| 5 3| 1o

14 14

2) Inversa d'una matriu d'ordre 3:
Primer comprovem que existeix la inversa d'aquesta matriu tot calculant el deter-

minant i verificant que és diferent de 0.

1 0 3 1 0 3
A=(3 2 2 - 3 2 2/=-2+0+9-0-2-0=5=0
0 1 -1 0 1 -1

27
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Per tant, existeix la matriu inversa de A. Llavors apliquem la férmula:

2 2| B o2 B2
ool T o<1 Tl
AC A4S @diAY 1| o 3| |t 3] 1o 1“433’
a
G N i i/ AL " _ -3 -1 -1 =
4 5 S A Ut N 11 R P,
0 3 13 1o -
- +
2 2 32 B2
4 3 6
4 3 -6 5 5 5
=l3_17=§_11
5 5 5
3 -1 2 3 1 2
5 5 5

Comprovem que hem fet bé els calculs. Si és aixi, la matriu A™' ha de verificar

A A7 =1,

4 3 6
10 3| 5 5 5| /100
aa =32 2012 L T1lo1 o
01 -1)]3 > 1 lo o1

5 5 5

3) Inversa d'una matriu d'ordre 4:

Primer comprovem que existeix la inversa d'aquesta matriu tot calculant el deter-

minant i verificant que és diferent de 0.

1 0 3 1

21 1 -1
A=

32 2 0

01 -1 O

S W N~

=—3#0(

Per un exemple anterior)

Per tant, existeix la matriu inversa de A. Llavors apliquem la férmula:
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11 -1 21 -1 pRo1o-1 211
+2 2 0] -3 2 0| +3 2 0] -3 2 2
1 -1 0/ 0 -1 0/ fo1 0 o1 -1
0 3 1 1 3 1 101 10 3
-2 2 0 +3 2 0 - 20 +p 2 2
o AC AT _(ediAy 1]l -10 0 -1 0 010 o1 -1 _
4 -3 -3 -3 o 3 1| [t 3 1| Lo 1] 1 0 3
H11 =1 =2 1 -1 +2 1 -1 -2 1 1
1 -1 0] 0 -1 0/ Jo1 0 Jo1 -1
0 1 1 10 1 1 0 3
-l -1 +p -1 -2 1 -1 +2 1
2.2 0 3 0 32 0 2 2
4 -3 -3 2 4 4 -5 6 A A
33 3
1|4 -3 -3 5 11-3 -3 3 -6 1 -1 2
T 30-5 3 03 -4 3|-3 -3 3 3| |1 1 -1 1
6 -6 -3 3 2 5 -4 3 (.2 5 4
33 3

Comprovem que hem fet bé els calculs. Si és aixi, la matriu A~ ha de verificar

A A7 =1,

] 1\ [-= -= -2\ /1
0 3 T T3 3 0 0 0
PP - N T | S S W I O ¢
132 2 0 1 1 -1 10110010
01 -1 0)[_-2 34 11 1loo0o0 1
3 3 3

Propietats dels determinants

P.1) El determinant d'una matriu A i el determinant de la seva transposada és el mateix,

és a dir, |A|=|A.
Exemple:
3 4 2 3 2 3
4=[2 -1 0 A =4 -1 1
I 5 2 0 5

|| =-15+4+6-40 = -45 A'l=-15+4+6-40 = 45

P2) Si intercanviem dues files o dues columnes entre si, el determinant canvia de
signe.
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Exemple:
3 4 2 2 4 3
3 1 1 3
|| =-15+4+6-40 = -45 |B|=—-6+40+15-4 =45

Si fem el procés unes quantes vegades, el signe canviara tantes vegades com ho

fem.

P.3) Si una matriu té almenys una fila o columna amb tots els elements 0, llavors

el seu determinant és 0.

Exemple:

P-4) Si una matriu té almenys dues files o columnes amb els elements iguals, 1la-

vors el seu determinant és 0.

Exemple:
3 4 4
A=2 -1 -1| |4=-3-12+8+12+3-8=0
31 1

P.5) Si tenim una matriu quadrada A dordre » i un escalar k, llavors es compleix

la igualtat segiient:

kA =k"

4
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Exemple:
4 2 6 8 4
A=2 -1 0 k=2 2-4=|4 -2 0
1 5 6 2 10
|| =-15+4+6-40 = -45 |24 = -120+32 + 48 -320 = =360

Per tant: -360 = 2° - (-45)

P.6) La suma dels determinats de dues matrius iguals menys una fila o columna
és igual al determinant de la matriu resultant de sumar ambdues files o columnes dife-
rents i la resta d'elements iguals.

Exemple:

L) o) <l

|4=3+2=5 |B|=12 |C|=15+2=17 — |4]+|B|=|C|

P7) Si una fila o columna és combinacié lineal d’altres files o columnes, llavors el
determinat de la matriu és 0.

Exemple:

A= -1 0 |A|=—12+36+8—32=0

Si observem la matriu, podem comprovar que la tercera fila és fruit de multiplicar

per 2 la primera fila i restar-hi la segona fila.

P8) Si a una fila o columna d'una matriu A hi sumem una combinacié lineal
d’altres files o columnes de la matriu A, llavors el determinant dambdues matrius és el
mateix.

Exemple:

Observem que la primera columna de la matriu B resulta de sumar a la primera

columna de la matriu A les altres dues.
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3 42 9 4 2

A={2 1 0 B=3 10

4.9 4 17 9 4
|4=12+36-8-32=8 |B|=36+54-34-48 =8

P.9) El producte dels determinants de dues matrius és el determinant del produc-

Al|B|=[A-B].

te de dues matrius, és a dir,

Exemple:

|4=2-3=-1 |B=-3 |4-B|=-30+33=3 — |4|B|=|4-B

P10) Sila matriu A és una matriu triangular (superior o inferior), llavors el deter-

minat d'aquesta és el producte dels elements de la diagonal principal.

Exemple:
4 0
A=|1 3 0| |4=60
1 -2 5

1.3 Rang d'una matriu

Definicié

El rang d'una matriu A:(aij)mxn és lordre del menor no nul més gran de la matriu A. El
denotarem per rg(A).

Hi ha molts métodes per calcular el rang d'una matriu; nosaltres utilitzarem els
menors de la matriu A.
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Meétode per trobar el rang d'una matriu A per menors

Considerem la matriu A=(a.) .
lJ mxn

Utilitzarem uns quants exemples per veure com funciona:

Exemple:
1) Considerem la matriu A segiient, busquem el seu rang.
1 3 1 6
A=12 2 -1 4
-1 4 0 1

Com que la matriu és de 3x4, el menor dordre més gran possible que podem es-
collir és de 3x3. Per tant, com a maxim, aquesta matriu tindra rang 3.
Prenem un menor dordre 1 qualsevol; per exemple: (sovint aquest pas el donarem

per suposat)
11|=0

Com que existeix algun menor dordre 1 diferent de 0, assegurem que la matriu té
rang més gran o igual a 1.

Prenem un menor dordre 2 qualsevol tot afegint una fila i columna al menor an-
terior; per exemple:

El seu valor és diferent de 0; per tant, assegurem que el rang de la matriu és igual
o més gran que 2.
Finalment prenem un menor dordre 3 qualsevol tot afegint una fila i una columna

al menor dordre 2 i vegem si el determinant és diferent de O:

1 3 1
2 2 -1=3+8+2+4=17=0
-1 4 0

Per tant, com que hem trobat almenys un menor dordre 3 diferent de 0, tenim

rg(A)=3.
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2) Considerem la matriu A segiient, busquem el seu rang.

1 3 4 3
A=|2 2 4 6
-1 4 3 -3

Com que la matriu és de 3x4, el menor dordre més gran possible que podem es-
collir és de 3x3. Per tant com a maxim aquesta matriu tindra rang 3.

Prenem un menor dordre 1 qualsevol; per exemple:

=1=0

Com que existeix algun menor dordre 1 diferent de 0, assegurem que la matriu té
rang més rang o igual a 1.

Prenem un menor dordre 2 i vegem si el determinant és diferent de 0. Per exemple:

1 3
2 2

‘=2—6=—4#0

Aixi assegurem que la matriu té rang més gran o igual a 2. Prenem un menor
dordre 3 qualsevol tot afegint una fila i una columna; per exemple, el segiient menor i

vegem si el determinant és diferent de 0:

1 3 4
2 2 4=6-12+32+8-16-18=0
-1 4 3

Com que no és diferent de 0, escollim un altre menor dordre 3 i vegem si el

determinant és diferent de O:

1 3 3
2 2 6|=-6-18+24+6-24+18=0
-1 4 -3

Aixi, com que tots els determinants dordre 3 s6n 0, llavors rg(A)=2.
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3) Considerem la matriu A segiient, busquem el seu rang.

N NN
NN

Com que la matriu és de 3x3, el menor dordre més gran possible que podem es-
collir és de 3x3. Per tant com a maxim, aquesta matriu tindra rang 3.

Prenem un menor dordre 1; per exemple:

2]=2%0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.

Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

I
S

2 2
2 2

Escollim un altre menor dordre 2, i observem que tots els menors dordre 2 sén

d’aquesta forma; per tant, rg(A)=1.
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Tema 2: Sistemes d’equacions lineals

2.1 Definicié de sistemes d’equacions lineals
q

Concepte de sistema dequacions
Qué és una sistema dequacions?

Anomenem sistema de m equacions lineals amb » incognites, el conjunt dequacions de

la forma:
a,x, + apx, + .. + a,x, = ¢
a,X, + dpX, + .. + a,Xx, = c,
<
@, % + a,x, + .. o+ a,x, = c,

en queé els escalars a sanomenen coeficients, els X, son incognites i ¢, sén termes inde-

pendents del sistema. Per i=1,..m i j=1,..., n.

Exemples:
(2x+3y-2z=0 (x, +x, —x; = -1
1)<x+y—4z=6 2)<x1+2x2—5x3=2
3x-z=1 % = 3%, +x;, =0
(2x+2y=0 (x—y-z+t=1
3)jx+5y=-4 4){x+2y-4z-2t=-3
\x—y=1 ‘x+3y—z+t=2
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Tots els sistemes dequacions es poden expressar matricialment, és a dir, utilitzant

matrius.
Considerem un sistema dequacions qualsevol:

apnx + oapx, + .+ anx, = o
anx + apx, + ..+ ay,x = ¢
<
R L T e T

Aquest sistema es pot expressar amb matrius de la manera segiient:

c111 L'Zl;-_‘. . . . izln Xl ='."1
@1 G Qx| | %2 2
@py CEpa - - o By )\ X, o
. s T Y
ésadir, A- X =C
\
en que:
an % - - . Ay x o
~1
[#.28 drq &,
1 al X2 ';l
“1 = X - =
Gy Bz - - o Oy
wl @2 - o iy x, ;

En aquest cas, A=(a.) ésla matriu del coeficients, X=(x) el vector columna
ij/ mxn j/ 1xn

d'incognites i C=(c,) , el vector columna dels termes independents del sistema.

Exemple:

Considerem el sistema dequacions segiient:
2x+3y-z=0
x+y-4z=6
3x-z=1
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ressat matricialment és:
2 3 -1 X 0
1 1 -4|-|y|=|6
3 0 -1 z 1

Tipus de sistemes dequacions

Direm que un sistema d'equacions lineals és homogeni quan el vector columna C=(c.
q q gent q i

mx1

és nul, és a dir, tots els seus elements sén 0. D'altra banda, si aixd no passa, el sistema
dequacions lineal és heterogeni.
Exemples:
(2x-2z=0 0
1) {3x-y-2z=0 enque C=|0| és nul; per tant, sistema dequacions homogeni
xX+2y-z=0 0
(2x+3y-z=0 0
2) 4x+y=4z=6 ¢n que C =| 6| no és nul; per tant, sistema dequacions heterogeni
3x-z=1 1

2.2 Classificacié de sistemes: teorema de Rouché-Frobenius

Nocions previes

Anomenarem matriu ampliada d'un sistema d'equacions lineal, la matriu resultant d'ad-

juntar a la matriu del coeficients A:(aij)mxn el vector columna dels termes independents

C: (Ci)mxl‘

La denotarem per (A, C).
ay  dap a,, ¢
a, A4y ay, €
(A, C) =
aml am2 N . . amn Cm
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Anomenarem solucions del sistema dequacions lineal A-X=C, el conjunt de nom-
bres que verifiquen totes les igualtats del sistema.

Direm que dos sistemes dequacions lineals diferents sén equivalents si ambdéds
tenen les mateixes solucions.

Anomenarem grau d’indeterminacié d'un sistema dequacions lineals, el nombre

resultant de n° incognites —rg(A).

Classificacié de sistemes

Per classificar sistemes dequacions lineals, tindrem en compte dos aspectes: lexisténcia
de solucions i la seva quantitat.

Aixi, si un sistema d'equacions té solucid, 'anomenarem sistema compatible; en cas
que no hi hagi cap solucid, l'anomenarem sistema incompatible.

En cas que hi hagi solucions, pot passar que existeixi una tinica solucid; per tant,
tindrem un sisterna compatible determinat . O pot passar que nexisteixi un conjunt infi-

nit; per tant, tindrem un sisterna compatible indeterminat.

determinat (SCD)

UNA SOLUCIO
compatible
EXISTEIX SOLUCIO , _
indeterminat (SCI)
Sistema INFINITES SOLUCIONS
d'equacions
lineal

incompatible (SI)
NO EXISTEIX SOLUCIO

Cal afegir que els sistemes dequacions lineals homogenis solament poden ser
compatibles. A més a més, sempre inclouen la solucié (0,...,0). O sigui, poden ser com-
patibles determinats si tenen una tinica solucié (0,...,0), o compatibles indeterminats si

en tenen infinites. Perd mai no seran sistemes incompatibles.
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Teorema de Rouche-Frobenius

Considerem un sistema dequacions lineals:

ap X,

ar Xy

a

L ml

+  apX,

+  adpX,

xl + an12x2

+

+

+

+ a,X
+ a,,x
+ a

n

n

La matriu dels coeficients A:(aij)mm ila matriu ampliada (A, C) corresponents al

sistema dequacions:

a4y

a, dy
A=

a a

ml m?2

aln

a,

n

mn

(4.C)

ml

a, a, ¢
as, a,, G
a, . . . a, ¢,

Per classificar els sistema dequacions, tindrem en compte el rang d’aquestes dues

matrius.

1) Un sistema és incompatible si i només si rg(A)= rg(A, C)

2) Un sistema és compatible si i només si rg(A)=rg(A, C)

2.1) Sirg(A)=rg(A, C) = n° incognites, el sistema és compatible determinat.

2.2) Sirg(A)=rg(A, C) = n° incognites, el sistema és compatible indeterminat.

r9(A)=r*9(A,C)<

rg(A)£rg9(AC) o SI

rg(A)=rg(A,C)=n° incognites = SCD

rg(A)=rg(A C)#n°incognites = SCI

Exemples:

1) Considerem el sistema d'equacions lineals segiient:
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2x-y-2z=-2
-x+y+z=0
X-2y+z=38

Calculem el rang de la matriu dels coeficients i el rang de la matriu ampliada del

sistema d'equacions.

Busquem el rang de la matriu A:

| 2 -1 =2
2]=2%0 ‘1 _l‘=1;=0 -1 1 1]=2=0
B 1 -2 1
Per tant, rg(A)=3
Busquem el rang de la matriu (A, C):
2 -1 =2
2 -1
2]=2=0 ‘1 1‘=1=0 -1 1 1]=2=%0
B 1 -2 1

Observem que, en aquest cas, podem considerar els mateixos menors. Per tant,
rg(A, C)=3.
Aixi, com que tenim tres incognites, es compleix la igualtat segiient:
rg(A )= rg(A, C) = n° incognites

Per tant, tenim un sistema compatible determinat.

2) Considerem el sistema dequacions lineals segiient:

3x+2y-z=5
2x-y-3z=1

Calculem el rang de la matriu dels coeficients i el rang de la matriu ampliada del

sistema d'equacions.
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302 -1 32 -15
A= (4,C) =
55 el S5

Busquem el rang de la matriu A:

3=3=0

Per tant, rg(A)=2
Busquem el rang de la matriu (A, C):

3 2
3|=3=0 =720

2 -1

Observem que, en aquest cas, podem considerar els mateixos menors. Per tant,
rg(A, C)=2.
Aixi, com que tenim tres incognites, es compleix la igualtat segiient:
rg(A) = rg(A, C) = n® incognites

Per tant, tenim un sistema compatible indeterminat.

3) Considerem el sistema dequacions lineals segiient:

X-y+2z=3
Sx+5y-4z=1
3x+42y-z=1

Calculem el rang de la matriu dels coeficients i el rang de la matriu ampliada del

sistema d'equacions.

1 -1 2 1 -1 2 3
A=|5 5 -4 (40O)=|5 5 -4 1
32 -1 32 -1 1

Busquem el rang de la matriu A:

1 -1 2
1 -1
=1=0 L 5‘=m¢o 5 5 -4=0
32 -1
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Per tant, rg(A)=2
Busquem el rang de la matriu (A,C):

-1 2 1 -1 3
|=1=0 ‘; _51‘=1o#o 5 5 -4=0 5 5 1/=10=0
2 -1 3 2 1
Per tant, rg(A, C)=3.
Aixi, doncs:
rg(A) = rg(A, C)

Per tant, tenim un sistema incompatible.

2.3 Resolucié de sistemes

Fins ara hem aprés a solucionar sistemes dequacions lineals utilitzant els métodes
d’igualacid, de substituci6 o de reduccié. Aquest métodes sén practics quan el sistema
dequacions lineals és petit, és a dir, té poques incognites o equacions.

Que passa si el sistema dequacions lineals és gran? Llavors els métodes que conei-
xem es fan més feixucs, i ens és més pesat seguir el calcul.

Per tant, utilitzarem altres métodes, com la triangularitzacié de Gauss o el méto-

de de Cramer.

Métode de Cramer

El métode de Cramer es pot utilitzar sols si el determinant de la matriu dels coeficients

del sistema dequacions lineals A:(alj)m és diferent de 0, és a dir, quan |A|¢O.
Normalment el métode de Cramer sutilitza per resoldre sistemes compatibles

determinants, pero algun cop es pot transformar i pot solucionar sistemes compatibles

indeterminats.

Com saplica?

Considerem un sistema dequacions lineals qualsevol:
1) Prenem la matriu dels coeficients A:(“g)m i comprovem que el seu determi-

nant és diferent de 0.
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2) Les solucions del sistema seran les segiients:

en aquest cas, 4, és la matriu resultant de substituir la i-éssima columna per la columna

dels termes independents.
Exemple:

1) Considerem el segiient sistema d'equacions lineals compatible determinat:

2x-y-2z=-2
-x+y+z=0
x-2y+z=8
Per tant, tindrem:
g =1 —2 x -2
A=[-1 1 1 x=|y C=
1 -2 1 .

Per poder aplicar el métode de Cramer, necessitem que els seu determinant de A

sigui diferent de 0.

-1 1 1/=2=0

Per tant, podrem aplicar Cramer:

-2 -1 =2 2 -2 =2
) 11 -1 0 1
X:E: - : =—=1 -=b= : - : =_—4= -2
l4 |2 -1 -2 l4 |2 -1 -2 2
-1 1 1 -1 1 1
1 -2 1 1 -2 1
2 -1 -2
o
Z::—3-=."1 - ::E-:3
l4 |2 -1 -2/ 2
-1 1 1
1 -2 1
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2) Considerem el segiient sistema dequacions lineals compatible indeterminat:

2x-y-3z=1
3x+2y-z=5

Podem transformar-lo de la segiient manera, tot passant qualsevol incognita a

l'altra banda d'igualtat i fent-la formar part del vector de termes independents.

2x-y=1+43z
3x+2y=5+z

Per tant, tindrem:

A

]
VN
1 [
¢ I

-

e

Il
Ve
oM
N

2

1
VN
e

Per poder aplicar el metode de Cramer, necessitem que el determinant de A sigui

diferent de 0.

2 -1
=7=0
Per tant, podrem aplicar Cramer:
-1 . 2
A 2| 7247 A ~Tz+7 _
X=e—= = =z+ A' |2 1 ,?

|4 ‘2 - 1‘

Per tant, si anomenem z=A, llavors x=A+1 i y=—A+1.
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3.1 Operacions amb vectors. Propietats

Operacions amb vectors
Que és un vector?

Anomenarem vector (fila o columna) de n components, el conjunt ordenat de n nom-

bres reals escrits de la segiient manera, i el denotarem per V.
Vo= (X, Xy peees X))

Els nombres x. i=l,...,n sanomenen components o coordenades del vector 7.

El conjunt de vectors de n components o coordenades sanomena espai vectorial R".

Exemples:

1) ¥ = (2,-3,1)és un vector de tres components o coordenades 2, =3 i 1.

2) i = (1,4,0),V = (2,1,-1) i 7 =(9,5,-6)és un conjunt de vectors de 3 components o co-
ordenades. Aquests tres vectors formen part de lespai vectorial R>.

Representacié grafica de vectors

Normalment representarem els vectors en eixos de coordenades en R™ i des de l'origen
de coordenades, és a dit, el punt (0,0,...,0). Vegem-ho amb uns quants exemples:
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Exemples:
1) v =(25) 2) v =(,-2) 3) v =(424)
Imatge 1 Imatge 2 Imatge 3

Suma de vectors

Siguin V = (X, Xy, X,) 1 G = (Y1, Yy, ¥, ) dOs vectors de R, Definim la seva suma com

el vector:
VU= (X, X X0 )+ (Vi Yoo V) = (X0 + V10 X + Voreee, Xy + Y,)

Exemple:
1) v = (-18,2) i ii = (3,-4,0)

v+u=(-182)+(3,-4,0) =(-1+3,8+(-4),2+0) = (2,4,2)

Representacié grafica de la suma de dos vectors
Exemple:

Imatge 4
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Resta de vectors

Siguin V = (X,, X, X,) 1 U = (Y4, Yy, ¥, ) dos vectors de R™ Definim la seva resta com

el vector:

—U = (X, X500 X,) = (V15 V55000 ) = (X = V15 X5 = Vieeens X, = V,))

<

Exemple:
1) v =(-182) i ii = (3,-4.,0)

V—ii = (~1,8,2) = (3,-4,0) = (=1 - 3,8 = (=4),2 - 0) = (-4,12.2)

Representacié grafica de la resta de dos vectors

Exemple:
Vi =(24) - = (-25)

Imatge 5

Producte d'un escalar per un vector

Siguin V = (X,, X,,...,X,) un vector de R*i A un nombre real. Definim el producte d'un

escalar per un vector com el vector:

A("—; = A/'(xl,ng---gxn) = (Ml’Mz"""M”)

Exemple:

1) v=(-182) i A1=2 27 =2-(=1,8,2) = (=2,16,4)
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Representacié grafica del producte d'un escalar per un vector

Exemple:
A-v=2-(1,2)=(24) :
/‘/' A’
/‘/
«/
Imatge 6
Propietats
+ Considerem V Vi, V, i V, quatre vectors qualssevol i A, 7\.1 i 7»2 tres escalars.

+ Commutativa: V, +V, =V, +V,

+ Associativa: (V, +V,) +V, =V, + (V, +V,)

+ Element neutre: 0+V, =V, +0 =V.

+ Element oposat: ¥ -V =0

+ Propietats del producte d'un escalar per un vector:

> A +,) = AT, AT,

> (A +A) V=X T+A -V
> (A A)v=4 (4, V)
> l1v=vy

> 0-v=0

3.2 Combinacié lineal. Dependéncia i independéncia lineal

Combinacié lineal

Direm que un vector v de R"és una combinaci lineal dels vectors {V,,V,,...,V, } si exis-

teixen n escalars @;, i=l,...,, n de manera que:

oV, +a,V, + OV, =V

n-n

Els escalars «, sanomenen coeficients de la combinacié lineal.
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Exemples:
1) Vegem si v =(12,—7,9) esta en combinacié lineal amb els vectors {V, = (2,1,-1),

V, = (=L2,1),V; = (2,-1,3)} i quins sén els coeficients de la combinacié lineal.

ayv, +a,v, +av, =v = o2 L-)+a,(-1,2)+a,(2,-1,3) =(12,-7,9) —

200 —a, + 20, =12 a, =1
a +20, —a; =-7 - Ja, =-2
-a,+a, +3a; =9 o, =4

El vector V si que es pot posar amb combinacié lineal dels vectors {V,,V,,V, }, ja

que el sistema té solucié. I els coeficients sén @, =1, @, =-2 i a; =4,

2) Vegem si v =(1,0) esta en combinacié lineal amb els vectors {V, = (1,3) V, = (2,6)}
i quins son els coeficients de la combinacié lineal.

2a, =1 =1-2
ayv, +ay, =v = a,(1,3)+a,(2,6)=(1,0) —» {al +2a, . {al a,

3a, +60a, =0 3=0

El vector V no es pot posar amb combinacié lineal dels vectors {V,,V, }, ja que el

sistema no té solucid.

Dependéncia i independéncia lineal

Sigui l'espai vectorial R", donat un conjunt de vectors § = {V,,V,,....,v,} € R%es diu que:

+ Elsvectors V,,V,,...,V, sonlinealment dependents (1.d.), si almenys un d'aquests
vectors es pot posar com a combinacid lineal de la resta. Es a dir, que existei-
xen escalars a, i=1,...,n, no tots nuls de manera que:

ayv, +o,V, +...+a,v, =0
+ Els vectors V,,V,,...,V, son linealment independents (l.i.), si cap d’aquests vec-

tors es pot posar com a combinacié lineal de la resta. Es a dir, que la segiient

igualtat sols es compleix quan els escalars a, i=1,...,n sén nuls.

av, +a,V, +...+a,y, =0 1 o =0,a, =0,...,a,=0

n
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Exemples:
1) S={v, = (L,0) V, = (0,4) V, = (2,4}

i+ v, e+, =0 = o (10)+a,(04)+a;(24) = (00) <

5 0 o, =-24

a, +2a, =

{4; a0 (R
2 3 O!3=)L

Veiem que si prenem, per exemple, A.=1, obtenim a,=-2,a,=-1ia,=0. En aquest

cas no tots son nuls; per tant, el conjunt de vectors S ={V, = (1,0) V, = (0,4) V, = (2,4)}
sén vectors linealment dependents.

2) §={ =(1,-2),y, =34)}

ai +ai, =0 < a-2)+a,34)=(0,0) < {O‘l tia =0 {O“ =0
-20,+4a, =0 a, =0

Com que és compleix la igualtat i tots els o sén nuls, en concret a,=0 i o, =0,
per tant, podem afirmar que el conjunt de vectors § = {V, = (1,-2),V, =(3,4)} s6n vectors
linealment independents.

Una altra manera de provar la independéncia o dependéncia lineal d'un conjunt
de vectors és amb la utilitzacié de rangs:

1. Prenem el conjunt de vectors S ={V,,V,,...,V, }.

2.

Els situem formant una matriu de manera que cada vector ocupi una columna
(o fila) d'aquesta matriu.
3. Busquem el rang de la matriu resultant.

4. El rang indica el nombre de vectors linealment independents del conjunt.

Exemples:
1) ={7, = (L0) V, = (0.4) V; = (2.4)}

1 0 2
A =
0 4 4
Comprovem que rang(A)=2.Per tant, el nombre de vectorslinealmentindependents
en aquest conjunt és 2. Aixi, doncs, hi haurd un vector que es podra expressar com a com-

binacié lineal de la resta. Per tant, el conjunt de vectors S ={V; = (1,0) V, = (0,4) V, = (2,4)}
sén vectors linealment dependents.
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2) § = =(1,-2),%, = (34)}

A

Comprovem que rang(A)=2. Per tant, el nombre de vectors linealment indepen-
dents en aquest conjunt és 2. Per tant, el conjunt de vectors S = {V, = (1,-2),V, = (3,4)}

s6én vectors son linealment independents.

Bases

Donat un espai vectorial R", anomenarem dimensié d’aquest espai, i ho denotarem per
dim, el nombre n.

Exemples:

1)dimR*=2 2)dimR* =3 3)dimR=n

Direm que un conjunt de vectors S ={V,,V,,...,V, }és la base de R" si:

a) k = n (el nombre de vectors del conjunt és igual a la dimensié de lespai)

b) {1V, Y} s6n linealment independents.

Per tant, una base de R és un conjunt de n vectors linealment independents que
generen tots els vectors de lespai vectorial R

Es a dir, podem expressar qualsevol vector de lespai vectorial com una combinacié
lineal dnica dels vectors que formen la base.

B=1{7,,7,,.,7,) 6sbase < 3 A 4,4 tal QUE T = AT, + AT, +.t AT

Exemples:

1) B ={¥, =(1,0),%, = (0,4),¥, = (2,4)} aquest conjunt de vectors no pot formar una
base a R?, ja que el nombre de vectors és 3 ila dimensié de lespai és 2.

2) B={, =(1,-2),v, = (2,-4)}aquest conjunt de vectors no pot ser base a R? ja
que si bé compleix que el nombre de vectors del conjunt és igual a la dimensid de lespai

perd, aquests vectors no son linealment independents.

-2a, -4a, =0

. L= o, +2a, =0 o, =-21
ayv, +a,v, =0 < a/(,-2)+a,(2,-4)=(0,0) < o =i
, =
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3) B ={V, =(1,-2),v, =(3,4)} aquest conjunt de vectors compleix les dues condi-
cions per ser base de R?, ja que el nombre de vectors és dos a igual com la dimensi6
de lespai i els vectors son linealment independents (ho hem comprovat en un exemple

anterior).

Base canonica

Definim la base canonica dun espai vectorial R® com el conjunt de vectors
B={¢ =(10,..,0) § =(010,...,0),....&, = (0,0,....1} en queé els vectors que la formen te-

nen totes les seves components 0 excepte la coordenada i-éssima, que és 1.

Exemples:

1) B=1{e, =(1,0),é, =(0,1)} és la base canonica a R?

2) B ={é, =(1,0,0),¢, =(0,1,0),&, = (0,0,1)} és la base canonica a R

Existeixen infinites bases en qualsevol espai vectorial perd totes tenen el
mateix nombre de vectors. Per exemple, en els tltims exemples ens han sorgit
B, =V, =(1,-2),v, =(3,4)}i B, ={¢, =(1,0),€, = (0,])} dues bases diferents de R*pero te-

nen el mateix nombre de vectors.

Canvi de base

Sigui l'espai vectorial R" de dimensié n i B, ={v,,V,,...,V,}1 B, ={G,,,,..., i, }dues bases
d'aquest espai. Qué passa amb els vectors daquest espai quan canviem la base? Doncs
que canvien de coordenades.
Vegem com podem trobar les coordenades d'un vector qualsevol quan el canviem
d'una base a una altra.
+ Siuna de les dues bases és la base canonica, ens simplifica els calculs:
Siguin:

B, ={€,.€,,....€ }dues bases de R"i v, = (x,,x,....,x,) un vector qualsevol.

B, ={U,,u,,....0,} Ve, = (Y1, Yares Yi)

El vector V té unes coordenades o unes altres en funcié de la base on ens tro-

bem. I compleix la segiient relacié:

Vy = AB2 Vg,

en queé A, ésla matriu que té per columnes els vectors de la base B,.
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Exemples:

1) B, ={(1,0),(0,)}i B, ={(-1,2),(1,1)} dues bases de R? i Vs =(3,6) un vector ex-
pressat en la base B,. Volem trobar les coordenades del vector pero en la base B,, és a
dir, Vg, = (X,¥)+

_ _ 3 -1 1\ (x -x+y=3 x=1
Ve =A, "V, < = . = =
' 2o 6 2 1) \y 2x+y=6 y=4
Per tant, Ve, = (14)

2) B, ={(1,0),(0.}i B, = {(-1,2),(L,))}dues bases de R*i v, =(1,4) un vector ex-
pressat en la base B,. Volem trobar les coordenades del vector pero en la base B, és a
dir, v, =(x,y).

R ~ X -1 1 1 x=-1-1+1-4 x=3
Ve =AB "V, <> = . = =
! ? : y 2 1 4 y=2-1+1-4 y=6
Per tant, v, =(3,6)

+ Si tenim dues bases qualssevol:
Siguin:
B, ={V,.V,.....V, }dues bases de R"i v, = (x,,x,,...,x,) un vector qualsevol.
B, ={U1,U2,...,Un} \752 = (Y1, Y2 Vi)
Per trobar les coordenades d'un vector d'una de les dues bases a laltra, proce-
dim de la manera segiient:

Prenem el vector que ens donen v, ila base en la qual es troba expressat

B,
B, ={V,,V,,...,V. }. Prenem també la base canonica B, ={¢,,§,,...,€,}.

Aixi, tenim:
B, ={V,,V,,....V,}dues bases de R"i v, = (x,,x,....,x,) un vector qualsevol.
B, ={€,.€,.....€,} Vg, = (21,25, 2,)

Busquem les coordenades del vector Vg, en la base B,, és a dir, obtenim el

vector V. . Ara considerem:
Bs

B; ={€,.€,.....€,}dues bases de R"i v, = (z,,2,....,z,) un vector qualsevol.

B, ={u,,U,,....u,} Ve, = (Y1, Yares ¥a)
Busquem les coordenades del vector Vg, en la base B,, és a dir, obtenim el
vectorvy .
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Exemple:

1) B, ={(L-1),3.D)}i B, = {(-1,2),(1,2)} dues bases de R*i V; =(-2,2) un vector ex-
pressat en la base B,. Volem trobar les coordenades del vector pero en la base B,, és a
dir, Vg, = (X,¥)+

Considerem la base canonica a R? és a dir, B; = {(1,0),(0,1)} i busquem les coorde-

nades del vector v, =(-2,2) enlabase B, ésadir,v, =(z,1).
. R z 1 3\ /=2 z=1-(-2)+3-2 z=4
Vg =AB "V, <= = . = <
’ b t -1 1/1{2 t=(-1)-(-2)+1-2 t=4

Per tant, v, = (4,4). Arabusquem les coordenades del vector v, = (4,4) enlabase

B, ésadir, v, =(x,y).
— _ 4 -1 1 x -x+y=4 x=-1
Vg =Ay "V, < = . <= <=
3 2o 4 2 2) 1y 2x+2y =4 y=3
Per tant vy =(-13)

3.3 Producte escalar. Norma i distancia

Producte escalar

Definim el producte escalar de dos vectors V = (X, X, ., X,) 1T = (¥y, Yo ¥, ) E R* com
el nombre real resultant de loperacié segiient; el denotarem per <@, v >.

SUYV>=X "V +X, Yy +et X, 0 Y,

Exemple:
1) Sigui v = (1,2,-3) i ii = (<20~ ER?  <ii,v >=1-(=2)+2-0+(=3)-(-1) =1

Norma i distancia
Norma o modul d'un vector

Definim norma o modul d'un vector V = (X, X,,....,X,) € R" com el nombre real no nega-

tiu resultant de loperacié segiient; el denotarem per ||\7|| .

||\7|| = \/Xf + X5 4+ ..+ X2
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Exemples:

1) ¥ = (1,2,-3)€ R? [ = V12 + 2% +.(=3)> =V1+4+9 =14 ~374

2) ii = (-4,03)€R? i = (=4)> +0% +.3> =16 +9 =+/25 =5

Vector unitari

Direm que un vector V = (X;,X,,....,X,) € R™ és un vector unitari si |V =1.

Exemple:
1) v = (0,-1,0)€ R® [7] =702 +(-1)> +.0> =1 =1

Distancia entre dos vectors

Definim la distancia entre dos vectors V = (X, Xy, X,) 1 UG = (Y;, Yoo ¥, ) € R com el

nombre real resultant de loperacié segiient; el denotarem per d (i, V).

d(u,v) = v -

Exemple:
1) $=(012-3) i d=(-20-DER  ¥-ii = (1,2,-3) = (~2,0,-1) = (3,2,-2)

d(i,v) = | — il = [(3,2,-2)| = /3> + 2% +(-2)* =9+ 4+4 =17 ~ 412

Ortogonalitat de vectors

Direm que dos vectors V = (X, X, X,) 1 G = (Y1, Vg0 Vo) € R* \{0} 561 ortogonals o

perpendiculars (L) siinomés si <t,v>=0.

Exemples:
1) Sigui i = GL-1) i 7= (204 ER®  <ii,i>=3-2+1-04(-1)'4=2=0

Per tant, els vectors i i v no sén ortogonals.

2) Sigui ii = 3,1,-1) i v = (2,-2.4) ER® <ii,v >=3-2+1-(=2)+(=1):4=0

Per tant, els vectors i i V sén ortogonals.
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Donat un conjunt de vectors S = {v,,V,,...,V, }& R", direm que és una base ortogo-

nal de R" si i només si sén base i sén ortogonals dos a dos.

Exemple:
1) B =, =(LL1),7, = (2,1,-3),7, = (4-5,)} € R?
Comprovem que aquest conjunt de vectors és una base:

1 2 4 1 2 4
A=|1 1 =5 1 1 -5=-4220
1 -3 1 1 -3 1

Per tant, vectors L.i.
Com que el nombre de vectors és igual a la dimensié de lespai al qual pertanyen i
s6n també Li., podem dir que sén una base de R°.

Comprovem que sén ortogonals dos a dos:

<V,,V, >=1-2+41-1+1:(-3)=0
<¥,V; >=14+1-(=5)+1:1=0
<V,, V3 >=2-4+1-(-5)+(-3)'1=0

Per tant, B = {V, = (LL1),V, = (2,1,-3),V; = (4,-5,1)} és una base ortogonal.

Propietat: Si un conjunt de vectorsS ={V,,V,,..,V,} € R" sén ortogonals, llavors
s6n Li.

Nota: El reciproc daquesta propietat no és certa, és a dir, si tenim un conjunt de
vectors S ={V,,V,,..,V,}& R" linealment independents, no podem assegurar que siguin

ortogonals.

Exemples:
1) S = {‘71 = (151)’§2 = (130)}

1 1 Lo
A= rg(A)=2 <v,v,>=1=0
1 0

Per tant, aquests vectors son l.i.ino sén ortogonals.

2) S = (¥, = (L7, = (2.2)}

A=(1 ;) rg(A)=1 <v,v,>=4=0
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Per tant, aquests vectors no sén Li. i no sén ortogonals.

3) S = {‘71 = (151)9{)’2 = (19_1)}

A=(1 11) (GA=2 <75, >=0

Per tant, aquests vectors sén Li. i ortogonals.

Per tant, en lexemple de la pagina anterior ens hauriem pogut estalviar el fet de
comprovar si els vectors de S sén linealment independents. Aixi, doncs, tenim:

Donat un conjunt de vectorsS ={v,,V,,..,V,} € R", direm que és una base orto-
gonal de R” si i només si compleix:

+ k= n (el nombre de vectors del conjunt és igual a la dimensi6 de lespai).

+ Els vectors {V,,V,,...,V,} sén ortogonals dos a dos.

Exemple:

1) B={ =(LI).7, = (2,1,-3),7, = (4-5,)}€R?

El nombre de vectors és igual a la dimensié de lespai al qual pertanyen.
Comprovem que sén ortogonals dos a dos:

<V,V,>=1-241-141-(-3)=0 <V, ,V,>=14+1-(-5)+1-1=0
<V,,V3>=2:4+1-(-5)+(-3)'1=0

Per tant, B = {v, = (LL1),V, = (2,1,-3),V, = (4,-5,1)} és una base ortogonal.

Donat un conjunt de vectors{v,,v,,...vV,}& R", direm que és una base ortonormal

de R" si i només si és una base ortogonal i els vectors {V,,V,,...,V,}sén unitaris.
Exemples:
1) B = {7 = (LLD.V, = (21-3).%; = (4-5.)}

En lexemple anterior hem comprovat que és una base ortogonal. Vegem si aques-
ta base és ortonormal:

B =12 +12 .12 =3 =1

Com que un ja no és unitari, no és pas una base ortonormal pero si una base or-
togonal.
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2) B = {#, = (1,0,0),%, = (0,1,0),¥, = (0,0,))}

El nombre de vectors és igual a la dimensié de lespai al qual pertanyen.

Comprovem que sén ortogonals dos a dos i calculem el seu modul.
<V,v,>=0, <v,,v;,>=0, <v,,v;,>=0, ||\71|| =1, ||\72|| =1, ||173|| =1

Per tant, B = {V, = (1,0,0),, = (0,1,0),v, = (0,0,1)} és una base ortonormal.
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PART 11; ANALISI REAL

Tema 4: Funcid real de variable real

La recta real i els intervals

Els nombres reals es representen amb una recta que rep el nom de recta real.

1 |
- 101 o

Dins la recta real podem fer particions, és a dir, seleccionar-ne una part i no tenir
en compte laltra part. Per aixo, utilitzarem els intervals, que sén subconjunts de nom-

bres reals de la recta real. N'hi ha de tres tipus:

Interval tancat: [a,0]={xER |a<x=<b}

. *
o b
Interval obert: (a,b) ={xER|a<x<b}
0
g 3

Interval semiobert: (a,b6]={xER |a<x=<b} 0[a,h)={xER |a=x<b}

& O 0
E s cz. b

Nota: Quanaobsén + o —x lextrem del'interval que conté aquests elements

es considera obert, ja que sén nombres que mai no arribem a agafar.
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Exemples:

1) 2) 3)

& & 0 0 0 Q
-3 -2 FA, 4

[-3,-1] (2,7) (0,4]

4) 5) 6)

® 0 ® -- .- 0
-3 i _3 +0 - g
[-3.1) [-3,+%) (-%.4)

Molt cops també necessitarem altres notacions com:
+ Robé (—o,+%) que denoten tots els nombres reals.
+ R\{a}, que denota tots els nombres reals menys el nombre a.

+ (a,b) U (¢, d) que denota la uni6 d'intervals, siguin de quin tipus siguin.

Exemples:
1) 2)
0 e te—® 0—=8 — -
2 4 -2 { )
R\{z} (-4,-2)U[0, 1]

Concepte de funcié real de variable real

Una funcid f real de variable real x,que denotarem per f(x), és una correspondéncia que

assigna a cada elementa € A C R, un elementb € R

fACR—=R
X f(x)

Imatge 7
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Donat un valor a € A C R, el valor que sobté en fer f(a), sanomena valor de la

funcié f(x) al punt a.

Exemples:

Dix)=—" = f(@=-2-22 2) t(x)=x2+In(x) = F(1) =12 +In(1) =1
X+1 2+1 3

LCS funcions €S representen en gréﬁques en un sistema Cartesié de coordenades.

Aquestes estan formades pel conjunt de punts (x, f(x)); per tant, la grafica de qualsevol
funcié f(x) és el conjunt G, = {(x )|y =fx)}

Giod

z
48 .
0 i
" 0
-5 [ -
—28 .

Funcié de proporconalitat

Funcié polindmica de grau 3 Funcié polinomica de grau 4

4 3 2 .
3 2 = inversa y=—
y=ax® +bx? +ex+d y=ax" +bx’ +cx” +dx+e y

X
7 =5 =
4 4
2
z
o x
-z 0 z v
X
»
— ] z 4

-z

™

o

-
|
&)

-z

Funcié homogrifica Funcié valor absolut lineal Funcié valor absolut
g
=lax+b uadratica
y=b+ y=| | q )
xX-a y=‘ax +bx+c’
7 = 7

o

z
o i
L N N

0 4 L] &
0 4 4

L A

-z

., . ., . Funcié arrel
Funcié logaritmica Funci6 exponencial
y=~Xx

y=log,x ; y=Inx y=e'; y=a"
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s s
0.5m 1 1.5% "I o.s\lj/n 2 0.5m n 1.5%

Funcié sinus y = sin x Funcié cosinus y = cos x Funcié tangent y = 1gx

Domini i recorregut d’'una funcié
g

El conjunt de punts x € R pel qual existeix f(x) sanomena domini de f(x), i el denota-
rem per Domf(x).
Domf(x)={x ER[FyER, y=f(x)}

El conjunt de punts f(x) € R que tenen antiimatge x sanomenen recorregut o

imatge de f(x), i el denotarem per Imf(x).
Imf(x)={y ERAxER, y=f(x)}

Exemples:

1) f(x) =sin(x) Domf(x)=R i Imf(x)= [-1, 1]

\/\/

Imatge 8

2) 1) =+x Domf(x)=[0, +) i Imf(x)=[0, +)

S

Imatge 9
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3) f(x)=In(x) Domf(x)= (0, +%) i Imf(x)= R

Imatge 10

4) £ (x) =§ Domf(x)=R\{0} i Imf(x)= R\{0}

N
g

Imatge 11

Normalment per donar el domini d'una funci6, no tindrem la seva grafica per
veure'l i haurem de fer servir alguns calculs.

Gairebé sempre buscarem el domini i el recorregut de funcions conegudes, és a
dir: funcions polindmiques, racionals (homografiques o de proporcionalitat inversa ),

exponencials, trigonometriques, logaritmiques, radicals...

Domf(x) Imf(x)
Funcions polinomiques R R
Funcions racionals R\{els valors que anul-len el denominador} R\{(*}
Funcions exponencials R (0, +90)
_ , o R si f(x)=sin(x) o f(x)=cos(x) (-1,1]
Funcions trigonometriques -
(solament: sin(x),cos(x), tg(x)) R\{E +kr}, k€ Z si fix)=tg(x) R
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Domf(x) Imf(x)
Funcions logarfemiques R\{els valors pels quals el logaritme R
no estd definit}
Sin és parell: Sin és parell:
Funcions amb radicals R\{els valors pels quals el radical és negatiu} [0, +)
f(x) = /x Si n és senar: Si n és senar:
R R

(*)En el cas que el polinomi del numerador sigui de grau 10 0, i el polinomi del denominador sigui de
grau 1, serd R\{el valor resultant de dividir els dos coeficients del terme de grau 1}. En la resta de casos
ho haurem deestudiar mitjancant els extrems de la funcié i les asimptotes.

Exemples:

3x+1
DAOL x++2

x+2=0 < x=-2 Per tant, Domf(x)=R\{-2} i Imf(x)= R\{3}

2) f(x)=+/2x+8
2x+8<0 < x<—4 Per tant, Domf(x)=[—4, +%] i Imf(x)= [0, + =]

3) f(x)=Ax" =5
Per tant, Domf(x)=R i Imf(x)= R

4) f(x) = log(x +7)
x+7=0 < x=-7 Per tant, Domf(x)=(-7, +) i Imf(x)= R

S‘anomena funcié identitat i la denotem per f(x)=1d(x)=x, la funcié que deixa fixos
tots els punts, és a dir, f(a)=a Va ER.

Composici6 de funcions i funcié inversa
Composicié de funcions

Sigui /: = jg: —C,definim lafuncié6 composta:
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. (g f)x) =g(f(x)

gaf

Imatge 12

I li direm f composada amb g en qué a x hi apliquen la funcié f i després a f(x) hi
apliquem g. Obtenim, aixi, (g° /)(x) = g(f(x)).

Exemples:

Considerem les funcions f(x)=x-1 i g(x)=x"+3x-1

1) (goNx)=g(f(x)=gx-D=(x-1)* +3(x-1)-1=x +x-3
2) (fog)(x)=f(g(x))= f(x* +3x-1)=x* +3x-1-1=x* +3x -2
3) (fo)X¥)=r(f(x)= f(x-D=x-1-1=x-2

Funcié inversa

Donada una funcié f : AC R—R, anomenarem inversa de la funcié f, i la denotarem

per f, la funci6 definida per f': f (A)C R—R de manera que:

(FroN)x)=(fo f1)(x)=1d,(x)

f-l

Imatge 13
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Exemples:
l)f(x):X+3 i f_l(x)=x—3 (f—l of) (x):f—l (_f(X)):X+3—3:x
2 f)=ln(x) i fix)=¢ (f1ef) )= f1(f (0)=e""=x

4.1 Continuitat. Tipus de discontinuitats

Limit d'una funcié
Definicié de limit

Sigui f : AC R—R i sigui x €A. Diem que LE R és el limit de la funcié f(x), quan x

tendeix a x i el denotem per:

lim f(x)=1L

X=X,

Quan ens aproximem al valor x , llavors les seves imatges saproximen a L.

El limit d'una funcié f(x) en un punt x,E R, si existeix, és tinic.

Exemple:

Vegem el limit de la funcié f (x) = x*en el puntx, = 2:

X f(x)
19 3’61
1’99 39601
1’999 | 3996001
ol ol -
2 4
W o
2'001 | 4,004001
2’01 40401
21 441
Imatge 14

Per tant, ll'nfzz f(x)= ll'n; x> =4
X— X—
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Limits laterals

Com que dins la recta real tenim dues possibilitats d'aproximar-nos a x, per la dreta i

per lesquerra, existeixen dos limits laterals:

lim f(x) limit quan x tendeix a x, per lesquerra (limit lateral per lesquerra)

X—>Xq

lim f(x) limit quan x tendeix a x, per la dreta (limit lateral per la dreta)

x—>xg

Ellimit d'una funcié f(x), és a dir, /im f(x), existira i el seu valor serd L, si i només
X=X,
si els limits laterals existeixen i s6n iguals, és a dir, els seus valors respectivament sén L.
lim f(x)=L 1 lim f(x)=L < lim f(x)=L
X=X,

X=X X=X

Exemples:

1) f(x)=x*> quan x, =2 veiem que Domf (x) =R

v
lim x* =4 v
¥ ) = limx* =4
lim x* =4 ¥2
x—=2%
Imatge 15

2) f(x)= ﬁ quan x,= —4 veiem que Domf (x) = R\{-4}

.
, 2
lim = —00 )
=4 x4 4 = lim |
, 2 =i x4+ 4
lim = 40
=4 x +4
~
Imatge 16
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Nota: Molts cops quan els limits laterals son infinits perd no sén del mateix signe,

es denota per %(infinit sense signe).

1

3) f(x)=— quan x,=0 veiem que Domf (x) = R\{0}
X
S
1
lim — = +oo
x=0" X .1
= [im— = +©
1 =0 x?
lim — = +o
x—=0" x
Imatge 17
2x -1 si x=2
4) f(x) = quan X, =2 veiem que Domf (x) = R
4 si x=2
lim2x-1=3
x—27 — lr - 3 * Vs
lim 2x-1=3] 3 )
x—>2 '~
Imatge 18
2x -1 si x=<2
f(x) = - ' _
5) 4 PR quan X, =2 veiem que Domf (x) = R
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—
lim2x-1=3 g{ 7 1
x—2" ’
=[imf(x)=
lim 4 =4 lim /(x)
x—2*
Imatge 19
Operacions amb 0 i
Limit d'una suma:
+ p 0 + ® -
q p+q q + 00 -
0 p 0 + 00 — 0
+ 00 + 00 + 00 4 00 ind
') _ 0 — 00 ind — 0
Limit d'un producte:
p 0 + o —_ 00
q pPq 0 + OO + OO
0 0 0 ind ind
+ ®© + 0 ind + — 00
_ + 00 ind — + 00

Limit d'un quocient: (les columnes representen el numerador i les files el denominador)

+ p 0 + —®
q(9#0) p/q 0 + 00 + 00
0 limits laterals! 0 + 00 _ 0

+ 00 0 0 ind ind
- 0 0 ind ind

1 Molts cops se simbolitza amb o (infinit sense signe).

Limit d'una poténcia: (les columnes representen lexponent i les files la base)

XV p<0 0 1 p>0 + 00 — 0
0 + 00 ind 0 0 0 0
q<0 q° 1 q q° A A
0<q<1 q° 1 q q° 0 + 00
1 1 1 1 1 ind ind
q>1 q° 1 q q° + 0
+ 0 ind + 00 + 00 + 00 0
— 00 0 ind _ oo + 00 + 00 0
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Indeterminacions:

Molts cops, a I'hora doperar, ens trobem amb el que anomenem indeterminacions. En
aquest punt de calcul, observem que depén de com enfoquem loperacid, aquesta pot

tenir un resultat o un altre. En sén un exemple clar les caselles anteriors [, és a dir :
(0.0}
— , 00—, (-
(0.0}

) ) 100 ) OO ) wo

0
0
Propietats:

Siguin f(x) i g(x) dues funcions, de manera que existeix lim f(x) i lim g(x) per x,& R,
llavors: O

o Iim(f(x) = g(x))=lim f(x) = lim g(x)

© lim(f(x)- g(x))= lim f(x)- lim g(x)

lim g(x)
o« lim(F(xn))* = (ll'm f(x))"’“’
lim f(x)
* lim AN - St Iim g(x) = 0
ol g(x) ) lim g(x) x5

© limlog(f(x)= log( lim f(x))

Calcul de limits

Considerem una funcié f(x), i volem calcular el valor del limit daquesta funcié en el
punt x= X, . Per tant, avaluarem el valor de la funcié en punts propers a x,, tan propers

que considerarem quasi bé el valor x,.

Exemples:
1) ll’”éx+1=3 2) lim-2x>+x+2=-1 3) lim 2x 1=+
x— x—-1 xX—>+%©
4) lim x* +3x=+%  5) Jim 2x~1= +o 6) limcos(x) —sin(x) =1
X x>0 x—0
o x=-3 1 , o x-1 . oX
DT 8 im0 9) lim 3 = e

Hem vist que calcular limits de moltes funcions no és gaire dificil, perd, n'hi ha

algunes en queé el calcul és més laboriéds.
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Calcul de limits de funcions racionals
Considerem P(x) i Q(x) dos polinomis, i volem calcular el limit segiient:

-1

. P(x oax"+a _x" +..+ax+a
llm ()=llm n — n-1 — 1 0
=x, Q(x) = b x"+b, X" +..+bx+b,

P(x) = aﬂx" +an_1x"_l +..+ax+a, ;Q(X) = bmx'" +bm_]xm’1 +...+b]x+b0
en que a, bj €Ri=0..n j=0,..m i mn€EN.
Distingim dos casos:

+ six € R=(-, +x)

+ sl X, =%00

six, € R=(-00, +)

® P(xy) qualsevol i (x,)=0 @
zmp(x)=fz'm P(xo)z
X%, Q(x) X%, Q(xtl)

lePx)20 i O(x)=0 @B

*P(x)=0 i Q(x)=0©

@ P(x,) qualsevol i Q(x,)#0

Es calcula el limit avaluant en punts propers a x:

Exemples:
?+2x-3 -4
. 3x 6 , x=-3 0 lim X+ = _ 4
1){T§x+4=g=1 2) {f_’gxz_'_l:B:O 3) it ydx 3 41 1

P(x)=0 i O(x)=0

Si després de calcular el limit avaluant en punts propers a x,, estem en aquesta
situacid, haurem de calcular els limits laterals.
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Exemples: 5
1) lim S |
=2x-2 0

, X 1'999 1'999
=2 x=2 1999-2 -0'001

, X 2'001 2'001
lim = = =+
=2t x =2 2'001-2 0001

Els limits laterals sén diferents

-5 -5
SR
=5 -5 -5
lim 2 2 = ==
=0 x2  (=0'001)2 0000001
Els limits laterals sén iguals
-5 -5 -5
lim =2 = _ - -
0 x2  (0'001)>  0'000001
O P(x)=0 i Qlz)=0 (ind%)

Si després de calcular el limit avaluant en punts propers a x,, estem en aquesta

situacid, haurem de factoritzar els dos polinomis P(x) i Q(x).

Exemples:
1)zz'm—2"‘2 USSR € 1) R P S
=2 x"—x=2 0 ~=2(x=-2)(x+1) ~~=2x+1 3

2
x*+x 0 l,mx(x+l)

2) lim
ol x4l 0 =l (x4l) -

2 r
3) fim =253 L0 gy 32D x=3_ o4 4
=l x? —x =2 0 = 1(x=2)(x+1) —-1x-2 - 3

1 — =400
S1X, =%
+ 00 si n>m (*)
-1
. P(x o oax"+a x" +..+ax+a .
Ilm ()= nm n-1 — 1 0=<0 Si n<m
x=zo Q(x)  x=eh x" +b X" +...+bx+b,
a
“ Si n=m
bm

(*) El signe o depén de la paritat de n i m i dels signes dels coeficients a, i b,.

Exemples:
2 3 5
1) lim = "X *2 2x+3=+00 2) lim ~ o 3) lim—zx 3 __
e x4 e x? 4 e x—4
X +1 1 x’ +3x-1
4) lim =0 5) lim—=0 6) lim ——— =1
) s x4 D ) s ) =m0 X + 4
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Calcul de limits amb algunes indeterminacions

Sovint, en intentar calcular limits d’algunes funcions, ens trobem amb el que hem ano-

menat indeterminacions. Tot seguit, explicarem com resoldren algunes:

o0 — 00

Vegem-ho en un exemple:

Exemples:

1)
2 2 2 2 2
lz'm(x +1 X )=m_oo=h,m((x +D(x=3) x*(x+2) )=Iz’m(_x +x—3)__1

X—>+00

x=iol x 42 x-3 (x+2)(x-3) (x+2)(x-3) X’ -x-6 ]

0-0

Vegem-ho en un exemple:

Exemple:
1) lz'm((x—l)- 2 )=o-oo=1im

260=D _0 202Dy 2
x>l x® - = x> -1 0 x=1(x=1)(x+1) *=1(x+1)

0°0 oo

En aquest cas utilitzem la propietat : /im log(f(x))= log( lim f (x))

oo
O
8|8

En el cas de quocient de polinomis ja hem vist un métode per resoldre-ho. En
cas de tenir quocient de qualsevol tipus de funcié, utilitzarem la regla de 'Hopital (ho
veurem en lapartat 4.2.).

1-

=)

En aquest cas tenim: /im (f(X) )g(x) =1
X=X,
Ho resoldrem utilitzant lexponencial, ja que aquest limit es pot transformar mit-
jancant operacions elementals a un limit que ens defineix el nombre e, Per tant:

lim (f(x)—l )g(x)
exﬂxg

lim (f(x) ) =17 =

Exemples:
x+1 x-1 2
C/x-1 B ,’i’:’w(*‘l)'(““ X’i’i’w(*)'(“” im -2, 1
1) llm o =1+ = x+1 =e x+1 =g =g 2 ==
x| x4+ 1 e
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x-1 x-2 llm(;(;l—l)(%) 1im(23x_4)-(%) ll’—-”;((3%(';(_2—)2)) Il'm(%) 5
2) Ilrm( ) =1° e»ez —-x x- _exez -x J\x-2) _ o x)(x =exe2 ) —e

Continuitat
Definicié

Direm que una funcié f(x): AC R — R és continua en un punt x EA, si els limits late-

rals quan x tendeix a x, i el valor de la funcid en el punt x, coincideixen, és a dir:
q 0 P 0

lim f(x) = lim f(x) = f(x,)

X=X

Per tant, una funcié f(x) sera continua si ho és en tots els punts x € R.

Propietats:

1) (¢ f(x)=g(x) éscontinuaen x,.
* f(x)-g(x) éscontinuaen x,.

Sif(x) i g(x) s6n dues funcions continues enx,=> < f£(x)
g(x)
«(f(x)F é&scontinua en x,.

¢és continua en x,, si g(x,) = 0.

2) Sigui f(x) i g(x) dues funcions, de manera que:

A—L— f(4)C B——>C

X, = flxg) = gfx)=(g = f) (%))

Sif(x) és continua en x._. i
f( ) , 0" U= (go f)(x) és continua en X,
g (x) és continua en f (x,)

3) f (x)=sin(x) i g(x)=cos(x) sén funcions continues en Vx € R.
4) f (x)=tg (x) és continua en Vx € R\{% +kr}, kRELZ.

5) Si f(x) és una funcié racional, és continua en Vx € R\{els valors de x que anul-

len el denominador}.
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6) Si f(x) és una funcié polindmica, és continua Vx € R.
7) Si f(x)és una funcié exponencial, és continua Vx € R.

8) Si f(x) és una funcié logaritmica, és continua Vx € (0, +%) .

Tipus de discontinuitats
Definicié
Sigui f(x) : A C R — R una funcié, i x €A. Direm que la funcié6 f(x) és discontinua en

el punt x=x, si la funci6 f(x) no és continua en el punt x=x

Tipus de discontinuitat

Hi ha molts tipus de discontinuitat. En destacarem tres:

DISCONTINUITAT EVITABLE: existeixen els limits laterals /im f(x) i lim f(x), sén
xX— )\0 x—>x0

nombres reals, pero el valor no és igual al de f (x,).

lim f(x)=lim f(x)= f(x,)

x—>x, x—>xg

Di1SCONTINUITAT DE SALT: existeixen els limits laterals lzm f(X)1 lim f(x), sén nom-
—Xy x—xg

bres reals, pero aquests no sén 1guals.

lim f(x)= lim f(x)

XX XX

DISCONTINUITAT ASIMPTOTICA: existeixen els limits laterals /im f(x) i lim f(x), el
x—>xg x—>xg

seu valor pot ser +% 0 — i no existeix el valor de f (x)

lim f(x) == lim f(x) == f (x,) no existeix (estaria a I'infinit)

X—>Xxq
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Exemples:

2x—1 six<?2 -

1) f(x)= py
4 six>2

Imatge 20

La funcié f(x) esta definida a trossos. Si x < 2 tenim que f(x)=2x—1, que és conti-
nua per tots els valors x < 2, ja que és una funcié polinomica. Si x>2 tenim que f(x)=4,
que és continua per tots els valors x > 2, ja que és una funcid constant. Vegem qué passa

al punt de salt:

lim2x-1=3
X2 = lim f(x)= lim f(x) (3 * 4)
lim4 =4 e .

x—2*

Aixi, tenim que f(x) és continua en Vx € R\{2}, on presenta una discontinuitat
de salten x=2.

2x—1 six#2

2)f(x)= s
4 six =2

Imatge 21

La funcié f(x) esta definida a trossos. Si x#2, tenim que f(x)=2x—1, que és conti-
nua per tots els valors x=2, ja que és una funcié polinomica. Si x=2, tenim que f(x)=4,
que és continua en aquest punt, ja que és una funcié constant. Vegem que passa al punt
de salt:

lim2x-1=3

x—2"

lim2x=1=3 = lim f(x) = lim f(x) = f(2) (3=3=4),

x—2%

f2)=4

Aixi, tenim que f(x) és continua en Vx € R\{2}, on presenta una discontinuitat

evitable en x=2.
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2 N
X+4 \

3) f(x) =

Imatge 22

La funcié f(x) és una funcié racional i és continua en tots els punts menys en els
que anul:len el denominador. Per tant:

x+4=0 < x=—4 Quan x=—4 el denominador sanul-la

f(-4) no existeix

Aixi, f(x) és continua en Vx € R\{—4}, on presenta una discontinuitat asimpto-
tica en x=—4.

Continuitat de funcions respecte parametres

En aquest apartat, lobjectiu és esbrinar el valor que han de tenir els parimetres perqué

la funcié donada sigui continua, és a dir, hem d'imposar que es compleixi la igualtat
segiient per a tots els punts.

lim f(x)= lz;m+ f(x) = f(x,) (definicié de continuitat d'una funcié en un punt)
Exemples:

2x+ a six<?2
1) f(x)= quea €ER

x>+ 2x—-1  six=2
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La funci6 f(x) esta definida a trossos. Si x < 2 tenim que és continua, ja que és
una funcié polindmica. Si x = 2, també tenim que és continua perqué és una funcid
polindmica. Busquem els valors del parimetre a perqueé la funcié sigui continua al punt
de salt.

[im2x+a=4+a

x—2"

limx* +2x-1=7 = lim f(x)=lim f(x)=f2) = 4+a=7 = a=3
x—>2" x—2%

x—2"

f@2)=7

Aixi, tenim que f(x) és continua en Vx E Rsia=3.

2x+a six< -1
2) Jax+b si—l=x<0 enquéa, bER
3x*+ 2 six=0

La funcié f(x) esta definida a trossos. En els tres intervals de definicié de la funcié
tenim funcions polindmiques que sé6n funcions continues. Busquem, llavors, els valors

dels parametres a i b, perqueé la funcié sigui continua als punts de salt.

lim 2x+a=-2+a

x—=>-1"
ilim ax+b=-a+b = Ilim f(x)=lim f(x)=f(-1) = -2+a=-a+b
x—>-1" x—-1*

x—-1*

f(-D=-a+b

(limax+b=>b

x—=>0"

Jlim3x*+2=2 = lim f(x)=lim f(x)= f(0) = b=2
x—0" x—0%

x—0*

£(0)=2

Llavors, si substituim el valor de b en la primera equacié obtenim:
—2+a=-a +2 —> a=21i per tant, la funci6 és continua Vx E Rsi a=21b=2.
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Teorema de Bolzano

Sigui f : ACR—R, continua en [a, b]JEA i f(a) - f(b)<0 llavors JaE (a4, b) de manera
que f (o)=0.

fia) --3-;--\\
: \ /
\ 4
T t—1 >
(| AN ] A
J{(EU ........................... \_’ /'I
Imatge 23

Teorema del valor intermedi

Sigui f : ACR—R, continua en [a, b]JEA i f(a) = f(b) llavors VPE [f(a), f(b)],
JdoE (a, b) pertanyent a R de manera que f (o)=.

v

™~
P\
\ r
flee) = 8 : /':
\ e
\
P2 ) P ——— \ J_/
7 @ b A
Imatge 24

Teorema de Weierstrass

Sigui f: ACR—R, continua en [4, b]EA, llavors f(x) té un maxim i un minim absolut en

I'interval [a, b], o sigui, o, &, E[a, b] de manera que f(x)< fla ) i f(x)= f(a)) VxE[a, b].

AT (@)

4 \

Imatge 25

Nota: En el proper apartat veurem qué és un maxim i un minim absolut.
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4,2 Derivada i elasticitat d’'una funcié

Derivada
Definicié

Sigui f : ACR—R una funcis, i x,EA. Direm que f és derivable en Xy i ho denotarem

per f '(xo), si existeix el limit segiient:

f|(x0) = lim f(x)_f(xo)

=X X — X,

Per tant, una funcid f(x) sera derivable si ho és en tots els punts x ER.

Notacié

Normalment ,donada una funcié f(x), utilitzarem la notacié anterior per indicar la seva

erivada pero n'hi ha d’altres com:
derivada p

df(x) ) ay

., .. dx dx
Interpretacié geométrica

La derivada és un increment la magnitud del qual ens déna una idea de la rapidesa amb
qué creix (o decreix) la funcié. Es a dir, el valor de la derivada en un punt (x,, f (x,)) és

el valor de la pendent m de la recta tangent en aquest punt.

ftx)

7

Imatge 26
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Les funcions que hem estudiat (polinomis, racionals, trigonométriques, exponen-

cials i logaritmiques) son funcions derivables en els seus corresponents dominis.

Taula de derivades

Funcié Derivada Exemple

Funcié constant

flx)=a f(x)=0 flx)=8 f(x)=0

Funcions lineals

f(x)=ax f(x)=a flx)=2x fi(x)=2
fx)=ax+b f'(x)=a f(x) =4x+3 f'(x)=4
Funcions potencials
fx)=x" f(x)=n.x"" flx)=x* f(x)=3x
flx)=ax" f(x)=n-a.x! f(x)=5x% f(x)=15x
f(x) = ¥x 1 f(x)=%x 1
) e 0= r

Funcions exponencials

f(x)=¢e" f'(x) =e" f(x)=¢e" f'(x) =e”
f(x)=a-e f'(x)=a-e f(x) = 3e* f'(x) = 3e*
f(x)=a" f'(x)=a"Ina f(X) = 2" f'(x)=2"1n2

Funcions logaritmiques

1

f(x)=Inx = f(x)=Inx £(%) =%
frx) = 3 f@) =@ +3x=1) | oy 2x+3
f(x) = In(g(x) 9(x) ' x? +3x-1
1 1
S =— £(x) =
f (x) = log, x roina f(x) = log, x x-In2
Funcions trigonomeétriques
f (X) =sin x f'(x) = cos x f (x) =sinx f'(X) = cos x
f (x) = cosx S'(x) = —sinx f (X) = cos x f'(x) = —sinx
f(x) = tgx f(x) =sec’ x =1+1g°x f(x)=tgx | f'(x)=sec’x=1+1g’x
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Propietats

Siguin f(x) i g(x) dues funcions derivables, llavors es compleixen les igualtats segtients.

1) (F)=g(x0) = £/(0)=g ()

2) (k-f(x)) =k £(x) en qué kE R
3) (F(x)g() = £'(x) g(x)+ £(3) €'(%)
@(fuj!ff@Yﬂﬂ—fQYEU)

g(x) (g0))

5) Regla de la cadena: serveix per derivar funcions composades.
(re@) = (e@) ')
6) Si una funcié f(x) és derivable en un punt x,, llavors és continua en aquest

punt.

DERIVABLE wmmp CONTINUA

El reciproc d'aquesta propietat no és certa: exemple f(x)=|

X si x=0

£ =] =

Imatge 27

Aquesta funcid és continua, ja que estd definida per funcions polindmiques, i en

el punt de salt x=0 es compleixen les condicions de continuitat:

limx=0

x—0"

lim-x=0 — lim f(x)=lim f(x)= f(0) = 0=0=0
x—0" x—=0" x—0"

f(0)=0

Perd observem en derivar f(x), que la funci6 és derivable en tots els punts menys

en x=0, ja que les derivades laterals no coincideixen:
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1 si x=0 f(0) = lim f'(x) =1
FO= 0 F(0) = lim f'(x) = -1

DERIVABLE 4,6 CONTINUA

Les funcions amb punts angulosos o pics no sén derivables en tot el seu domini.

7) Si una funcié no és continua en un punt X, llavors no és derivable en aquest
punt.

|N0 CONTINUA =y  NO DERIVABLE |

Derivades successives

Sigui f : ACR—R una funcié derivable. Definim la segona derivada com la derivada de
la funcié derivada, que també és una funcié real de variable real i pot ser derivable.
Aixi podriem repetir el procés n vegades i definir la n-éssima derivada de la funcié
f(x) com:
7@ =10 0)

Exemple:

1) f(x)=3x" =2x+1 = f'(x)=9x*-2 = f'(x)=18x = ..
2 =x2+1 — ' =w — " = 10

) f(x) > S'(x) o2y S (x) x-2)

3) f(x)=2x+3e" — fl(x)=2+6xe" — f(x)=e" (6+12x7) — ...

Recta tangent a una funcié en un punt

Recta tangent al punt (g ,f(Xo))

fiXg) |====—=ffmm e m e

Imatge 28
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Definim la recta tangent en un punt x & Domf(x) de la funcié6 f(x) com a:
Y= F(x)+ f(x)(x = x))

Observem que el seu pendent és m=f(x)) i que aquesta passa pel punt

P=(x, f{x,))

Exemple:
1)Volem trobar la recta tangent a la funcié f(x)=x*-3x+1 en el punt x=2.

y=r2)+ f'(2)x-2)
f(x)=x"-3x+1 — f'(x)=2x-3 pertant, F2)=-1 1 f'(x)=1

y=-1+1-(x-2) - y=-1+x-2 —= y=x-3

Regla de 'Hépital
Siguin f(x) i g(x) dues funcions derivables, en qué lim f(x)= 1 lim g(x)=c, 0 bé,

lim f(x)=01 Jim g(x)=0(indeterminacions del tipus: % obé f). Llavors:
X=X, o]

X=X,

(Nota: Aquesta regla es pot aplicar diverses vegades en un mateix limit.)

Exemples:
2 X X
1) limw=9= imzx 2_-4_ 4 2) lim € =L o im & =T e
U x0T 0 ol 303 TR T e T 2

Elasticitat d'una funcié

Lelasticitat d'una funcié mesura la relacié existent entre dos variables sense tenir en
compte la unitat de mesura, és a dit, és un indicador adimensional. La derivada mesura

variacions absolutes i, en canvi, lelasticitat mesura variacions relatives.
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Definicié
Es defineix lelasticitat d'una funcié f(x) en un punt x,, i ho denotarem per E, f(x,), el
fimit: F() - f(x)
L S&o) g (S-S X _ X
B ) = i T Ty re L S 0
Xo
Per tant: E, f(x,) = /'(x,)" f?;())

Tipus delasticitats

E f(x,) =1
E f(x,) <1
E f(x,)>1

« f(x) té elasticitat unitaria en x, <

< f(x) té elasticitat rigida o inelastica en x, <

< f(x) té elasticitat elastica en x, =

Exemples:
1) f(x) = -x* + 4x Volem calcular E_f (1)

() = — - -y oa L
f'(x)=-2x+4 ESO=10—5=23

_2_ 06
3

Per tant, en el punt x=1 la funcié té elasticitat rigida o inelastica.

2) f(x)=x*+2x+1 Volem calcular E_f(-2)

! = — N = f"(- -—_2 =-D.__ =
f'(x)=2x+2 E f(-2)=f'(-2) 2 2 " 4

Per tant, en el punt x=-2 la funcié té elasticitat elastica.

3) f(x) =2x Volem calcular E_f(2)

2 2
'(x)=2 - E fQ)=f'2)——=2-—=1

Per tant, en el punt x=2 la funcié té elasticitat unitaria.
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4.3 Extrems absoluts i relatius. Creixement i decreixement

Direm que una funcié f(x) és creixent si on, x,E R, de manera quex, <x,, llavors

fx) = f(x),

Direm que una funcié f(x) és decreixent si on, x € R, de manera quex, < x,, lla-

vors f(x,) = f(x)),

Exemple:

1) Considerem una funcié amb la grafica segiient:

Imatge 29

Observem que:

Si xE€ (-0, +1), la funcié és decreixent.
Si x€ (-1, 1), la funcid és creixent.

Si x€ (1, 2), la funcié és decreixent.

Si xE (2, +), la funcié és creixent.

Ens fixem que hi ha una série de punts en qué la funcié passa de créixer a de-
créixer o viceversa. Per tant, sera important determinar els intervals de creixement i
decreixement i aquests punts de canvi. Aquest procés sanomena estudi de la monotonia
d’'una funcié.

Aixi, doncs, fent Us de les eines apreses fins ara, podem concloure:

+ SixERi f'(x,)>0,llavors direm que la funcié és creixent en x,.

+ SixE€Ri f'(x)) <0, llavors direm que la funcié és decreixent en x,.

+ SixERi f'(x)) =0, llavors direm que x,és un punt singular o estacionari.
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Exemple:

1) f(x)=x*-4x — f'(x)=2x-4

f'(-1) = -6 < 0 la funcid és decreixent en aquest punt.
f'(3) =2 >0 la funcié és creixent en aquest punt.

f'(2) = 0 en aquest punt és un punt singular.

Imatge 30

En un punt singular la funcié pot presentar un extrem relatiu o un punt d'inflexié.

Un extrem relatiu pot ser un maxim relatiu o un minim relatiu. També existeixen
el que anomenem extrems absoluts.
Extrems absoluts
Direm que una funcié f(x) té un maxim absolut en x, si f(x)= f(x,) per tots els

X, € Domf (x).

Direm que una funcid f(x) té un minim absolut en x, si f(x) = f(x,) per tots els
x, € Domf (x).

Extrems relatius o locals

Direm que una funcié f(x) té un maxim relatiu en x,, si i només si f(x)= f(x,)
VxE(x, - €,x, + &) C Domf(x),en que €>0.
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Direm que una funcié f(x) té un minim relatiu en x,, si i només si f(x) = f(x,)
VxE(x, - €,x, + &) C Domf(x), en que £>0.
Un punt d'inflexié és un punt en queé la derivada sanulla perd la funcié creix (o

decreix) a ambdds costats d'aquest punt.

Punts critics

Els punts critics d'una funcié f(x) sén els possibles candidats a ser maxim, minim o
punt d'inflexid. Aquests es troben:
+ En els punts en qué la derivada sanulla (punts singulars).

+ En els extrems dels intervals en qué estudiem la funcié (en el cas que no sigui

VxER)

+ Els punts en qué no existeix la derivada (exemple: f(x) =

X

Estudi de la monotonia

Per estudiar la monotonia d'una funcié f(x), necessitem trobar els punts critics d'aques-
ta funcié.

Com hem vist abans, n'hi ha de tres tipus. Els punts en qué no existeix la derivada
i els extrems dels intervals en queé estudiem la funcié sén facils de trobar; perd, com

podem trobar els punts singulars?

+ Donada una funcié f(x), buscarem la seva derivada, tot seguit la igualarem a 0

per trobar els punts singulars.
+ Per determinar el tipus de punt singular:

Metode A: (sila funcid no és gaire dificil de derivar) calcularem la segona derivada

f''(x)ilavaluarem als punts singulars:
Si f"(x,) <0, llavors f(x) presenta un maxim relatiu en x,.
Si f"(x,) >0, llavors f(x) presenta un minim relatiu en x,.
Si £"(x,) =01 f"(x,)=0,llavors f(x) presenta un punt d'inflexi6 en x,.
Nota: Aquest concepte sestén per ordre parell i senar de derivacié.
Meétode B: (sila funci6 és complicada de derivar) avaluarem la derivada prenent un

punt en cada interval, definits a partir dels punts singulars obtinguts. I depenent de sila

funcié creix o decreix, conclourem si sén maxims minims o punts d'inflexié.
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Exemples:
1) f(x) =3x" - 8x’ —6x” +24x (Vegeu grifica 1)

Aquesta funcié és derivable VxER. I com que considerem tota la recta real, no

tenim extrems d'intervals en qué podem estudiar la funcié. Aixi, doncs, la recerca dels
punts critics es redueix a buscar els punts singulars.

F1(x) = 12x° = 24x? —12x + 24

12x° =24x* —12x+24=0 — 12(x’ -2x> —-x+2)=0 = x’ =2x> —x+2=0

Per tant, solucions: x, =1, x, =-1, x, =2.(Punts singulars)

F£1(x) = 36x7 —48x —12
/"'(1) = =24 < 0 Per tant, la funcid presenta un maxim relatiu en x=1.

/"(=1)=72>0 Per tant, la funcié presenta un minim relatiu en x=-1.
7""(2) = 36 > 0 Per tant, la funci6 presenta un minim relatiu en x=2.

(—OO, —1) -1 (—1, 1) 1 (1, 2) 2 (2, +0°)
~a minim ¥ maxim ~a minim P 4
decreixent creixent decreixent creixent

x* -4 .
2) f(x) = 7.9 (Vegeu grafica 2)

Aquesta funcié és derivable VXER\{-3,3}, ja que no és continua en aquests punts.
Per tant, hem de tenir en compte que aquests punts no pertanyen al domini. Aixi,

doncs, la recerca dels punts critics es redueix a buscar els punts singulars.

1= g

-10x

— -10x=0
(%" -9)?

=()—>

Per tant, solucié: x = 0 (Punt singular)

(=%, =3) (=3,0) 0 (0,3) (3, +0)
. 4 . 4 maxim ~A ~aA
creixent creixent decreixent decreixent
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Com que el calcul d'una derivada d’'una funcié racional és més complexa, utilitza-
rem laltre métode.

f'(-4) = % >0 Per tant, la funcié és creixent en el interval (-, -3).
(-1 = % > 0 Per tant, la funcié és creixent en el interval (-3, 0).
() = —% < 0 Per tant, la funcié és decreixent en el interval (0, 3).
f'(4) = —% >0 Per tant, la funcié és decreixent en el interval (3, +).
Per tant, en el punt x=0 hi ha un maxim relatiu.

Grafica 1: Grafica 2:

Imatge 31 Imatge 32
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4.4 Curvatura: concavitat i convexitat

En l'apartat anterior hem definit el concepte de monotonia: creixement i decreixement
de funcions. En aquest apartat ens centrarem en la curvatura de les funcions, és a dir, si
presenten concavitat o convexitat i en quins intervals.

Graficament la concavitat i la convexitat es visualitzen de la manera segiient:

Cﬁncava Convexa

Imatge 33

Nota: En algunes obres existeixen divergencies sobre la concavitat i convexitat.
Aixi, doncs, per evitar confusions, podem patlar de curvatura positiva o curvatura nega-
tiva.

Aixi, doncs, en una grafica d'una funcid, tindrem diferents intervals en els quals

aquesta és concava o convexa:

CONCAVA CONVEXA CONCAVA

Imatge 34
Anteriorment hem definit els punts d’inflexié amb relacié a la monotonia d'una

funcié.

Vegem quin paper tenen amb la curvatura:
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Donada una funcié f(x) qualsevol, per determinar si aquesta presenta concavitat
o convexitat en un cert interval, necessitem, a banda de les eines que ens determinen si
és una o laltra, els extrems dels intervals. Quins sén aquest extrems?

Definim, llavors, els punts d'inflexié com els punts de la funcié en els quals es
produeix un canvi de curvatura, és a dir, passem de concava a convexa o de convexa a
concava.

Observem al dibuix que si agrupem els coneixements de monotonia i curvatura
coneguts fins ara, veiem que hi ha una certa relacid.

CREIXENT DECREIXENT CREIXENT

Punt d'inflexié *
1
[InY

q Punt d'inflexié
| .

Minim, |

=
=2
/B

/' Minim

CONCAVA CONVEXA CONCAVA

Imatge 35

Llavors:

+ Sihiha un maxim relatiu en x, (f"(x,) <0) — f(x) és concava enx,.
+ Si hi ha un minim relatiu en x, (f"'(x,) >0) — f(X) és convexa en x,.

Com podem trobar els punts d'inflexié? I com podem saber quin tipus de curva-
tura tenim?

Aixi, els extrems dels intervals en qué sens presenten els diferents tipus de curva-
tura estan delimitats pels extrems de definicié de la funcié propiament dit i pels punts
d’inflexid.

Per estudiar la curvatura, procedirem de la manera segiient:

+ Donada una funcié f(x), calcularem la segona derivada, és a dir, f'(x). Poste-

riorment la igualarem a 0, les solucions de la qual seran els punts d'inflexié.

+ Seguidament, definits ja els diferents intervals, avaluarem la segona derivada

en qualsevol punt inclos dins d'aquests intervals i conclourem:
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— Si f"(x,) <0 per a qualsevol x, pertanyent a un interval I— f(x) és con-
cava en I (curvatura negativa)
— Si f"(x,) >0 per a qualsevol x, pertanyent a un interval I— f(x) és con-

vexa en I (curvatura positiva)
Nota: Aquest concepte sestén per ordre parell i senar de derivacid.

Exemples:
Prenem els exemples anteriors i estudiem la curvatura:

1) f(x)=x"-2x
fv(x)=3x2 -2 - f"(x)=6x — fvn(x)=6

6x=0 Per tant, solucié: x=0.1 f""'(0) = 6 = 0 (Punt d'inflexid)

/(=1 =-6<0_Llavors la funcié f(x) és concava en (-, 0) (curvatura negativa)

f"'(1) =6 >0 Llavors la funcid f(x) és convexa en (0, +%) (curvatura positiva)

N Punt U
cOncava d'inflexi6 convexa
Imatge 36
2
—4
2) f(x)= ; 5 (Vegeu grafica 2)
, —10x L 30x2+90

S'(%) _W S"(x) = (x2 9y
30x° +90
(x);f;f =0 — 30x” +90 =0 No hi ha solucié; per tant, no hi ha punts d'inflexié.
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Pero, cal anar en compte amb el domini de la funcié! Observem que tenim dife-

rents intervals:

7£"(-4) > 0. Llavors la funcié f(x) és convexa en (-9, 3) (curvatura positiva)
£"(0) < 0. Llavors la funcié f(x) és concava en (-3, 3) (curvatura negativa)

/"'(4) >0, Llavors la funcié f(x) és convexa en (3, +®) (curvatura positiva)

(=2,3) | (=3,3) | (3 +x)
U N U

convexa concava convexa

4.5 Representacio gréﬁca de funcions

Per representar graficament una funcié f(x), necessitem algun tipus d’informaci6 sobre
aquesta funcié. Aixi, préviament, haurem d'especificar una série de caracteristiques que
ens permetin posteriorment ‘dibuixar—ne” la grafica sense donar aleatoriament valors a
la variable x.

Haurem de donar:

+ Domini de la funcié (vist préviament).

+ Punts de tall amb els eixos.

+ Simetries.

+ Asimptotes.

+ Monotonia: Creixement i decreixement (vist préviament).

+ Curvatura: Concavitat i convexitat (vist préviament).

Punts de tall amb els eixos

Vegem-ho amb un exemple:
Considerem la funcié: f(x) = ﬁ i busquem els punts de tall amb els dos
X +

eixos.
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S

Imatge 37

Amb leix OX (o eix d'abscisses): — f(x)=0 (y=0)
Seran els punts de tall de la forma (x,, 0) en que x € R.
ﬁ=0 - x-1=0 — x=1 Per tant, punt (1, 0)
Amb leix OY(o eix de coordenades): = x=0

Seran els punts de tall de la forma (0, f(x,)) en queé f(x )€ R.

f(x) = o-1 f(x)=-1 Per tant, punt (0, —1)

Simetries

Vegem-ho amb uns quants exemples:

Considerem la funcié: f(x)=x*+11 g(x) = %; busquem possibles simetries.
X

Imatge 38 Imatge 39
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Simetria axial (respecte leix 0Y):  Si f(—x)= f(x)

S0 =7(x) = {

g(=x)=g(x) —

(=2 = (-x)* =
()=

2
g(_'x)_ (_x)3 -
2

g(x)=—3
X

2
X

3
- X

- Hi ha simetria axial.

— No hi ha simetria axial.

Simetria central (respecte lorigen): Si f(—x)= —f(x)
{f(—x) =(-x)* =x’

f(=x)=-f(x) =

g(-x)=-g(x) —

()=
2

g(-x) = oy

g =
X

— No hi ha simetria axial.

— Hi ha simetria axial.

Pot ser que una funcid no tingui ni simetria axial ni simetria central.

Asimptotes

Asimptotes verticals:

Il

Imatge 40

Imatge 41

98

Imatge 42

Imatge 43




MaATEMATIQUES |

Normalment es donen en punts que no pertanyen al domini i en els quals tenim
discontinuitat asimptotica. En el cas de les funcions racionals és déna normalment en

els punts en qué sanulla el denominador. En aquest punts x, observem que:
Is punts en q llaeld dor. En aquest punts x, ob q

lim f(x) = — Hi ha asimptotes verticals en x = X,
X

0

Nota: Recordeu que /im f(x) = denota que els limits laterals tendeixen a l'infi-
X—>X,
nit perd pot ser que aquests siguin de diferent signe.

Asimptotes horitzontals:

Imatge 44 Imatge 45

Si en calcular el limit segiient, el resultat és un nombre finit. Aleshores hi ha una
asimptota horitzontal en aquest puntx, .

lim f(x) =x, —> Hi ha asimptotes horitzontals en x = x,
X—>0

Asimptotes obligiies:

Si hi ha asimptotes horitzontals, llavors no hi haurd asimptotes obliqiies, perd en cas
que no n’hi hagi, pot ser que tinguem asimptotes obligiies, ja que:

lim f(x) = % — Hi ha asimptotes obliqiies delimitades per la recta y = mx +n

en que: m= lim J(x)

1 n=Ilim f(x)-mx
X—>x00 x

X—>+00
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Exemples:

2x

x-1

1) f@) =

Asimptotes verticals:

T 5 x-1=0 e x=1
-1 x-l= X = Domf(x)= R—{1}
) lim = 400
lim f(x) = lim X _pra-l Hi ha una asimptota vertical en x=1.
vl —ix—1 |, 2x
lim = —00
x—=1" x —

Asimptotes horitzontals:

lim le =2 Hi ha una asimptota horitzontal en f(x) =2 (0 en y=2).
X—>x0 x —

Asimptotes obligiies:

Com que hi ha asimptotes horitzontals, llavors no hi haurd asimptotes obliqiies

2x% +3

2) f(x)=

Asimptotes verticals:

2x x+ 3 - x=0 Domf(x): R_{O}

2 2x* +3
im =
, , 2x2 +3 x—=0" X . , .
lim f(x) = lim = Hi ha una asimptota vertical en x=0.
=0 =0 x  2x? 43
lim = -
x—0" X
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Asimptotes horitzontals:

o 2x7 +3
lim ——

Jim ———==% No hi ha cap asimptota horitzontal.
Asimptotes obligiies:

Vegem si hi ha asimptotes obliqgiles delimitades per la recta y=mx+n. Busquem els

parametres min:

2x* +3
2x* 43
m = limM= lim —*— = ll'mx—2=2 - m=2
X—>*0 X X—>+0 X X—>+00 x
2x +3 2x +3-2x" 3
n=lim f(x)-mx= lim X FT o lim T w220 - n=0
X—>+00 X—>x0 x X—>x0 x X—>£00 x

Hi ha asimptotes obligiies delimitades per la recta y = 2x.
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Tema 5: Integracio

Que és integrar?

Integrar una funcié és el procés invers de derivar. Per tant, cal conéixer molt bé les dife-

rents derivades de cadascuna de les funcions basiques que utilitzem.

Notacié

Denotarem com la integral d'una funcié f(x) respecte d'una variable x de la manera

seglient:

ff(x) dx

Primitiva d’'una funcié

Direm que la funcié F(x) és la primitiva de la funcié f(x) si f(x) és la derivada de F(x),
és a dir, F'(x)=f(x).

Exemple:
1) F(x)=2x* -5x+4 f(x)=6x>=5

Observem que F’'(x)=f(x), llavors F(x) és la primitiva de f(x).

Ara bé, observem laspecte segiient:
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derivar
_ 3_
Flxy=2x"=-5x+4 Ex% —5
G(x) = 2x° —5x
integrar???

Tenim F(x) i G(x), dues funcions diferents, i calcularem la seva derivada. Fixem-
nos que ambdues funcions F(x) i G(x) s6n primitives de la funcié f(x) = 6x> -5.

Com que hem definit el procés d'integracié com l'invers de la derivacié, en inte-
grar la funcié f(x) = 6x* -5, quina funcid en resultara?

Fixem-nos que ambdues funcions F(x) i G(x) sén primitives de la funci6
f(x) =6x* =5, 1 que aquestes difereixen d'una constant que posteriorment anomena-
rem kER com a constant d'integracié.

El fet d'incloure aquesta constant d'integraci6 es deu que, en realitzar el procés de
derivacid, “perdem” un tipus d'informacié i ho hem d'indicar. Per tant, la integral de la

funcié f(x)=6x> -5 és:

ff(x) dx=f6x2—5 dx=2x" -5x+k

Teorema fonamental del calcul integral

Dues primitives d'una mateixa funcié es diferencien en una constant, és a dir, la primi-

tiva d'una funcid no és tinica, és més, existeixen infinites primitives d'una funcié.

5.1 Calcul de primitives
Anomenarem integral indefinida d'una funcié f(x), i la representarem per f f(x) dx,el
conjunt de totes les primitives de la funcié f(x).

Segons el teorema anterior, si F(x) és una primitiva.

J/(x) dx=F(x)+k enquekER
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fa dx ax +k

fxn dx (n=-1) K iy
n+l

l ln|x|+k

fx dx

fex dx ok

[£G 1) dx (= -1) ACI K
n+1

& 1n|f(x)|+k

J(x)

Nota: Aqui només hi sén les més importants.

Propietats

Siguin f(x) i g(x) dues funcions i a€R. Llavors:

1)ff(X)ig(X) dx=[f(x) dxx[g(x) dx

2) fa-f(x) dx=a-ff(x) dx

Tot seguit veurem alguns métodes d'integracid.

Integracié immediata

S‘anomena integracié immediata la integracié en qué sols fem s de la taula d'integrals

i de les propietats anteriors.

Exemples:

l)fx2+3x—4 dx=fx2 a’x+f3x dx—f4 dx=x?+3x7—4x+k

5 1
Z)f; dx=5f; dx=51n|x|+k

2x +1

3)[ =

+X
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Integracié utilitzant el canvi de variable

Aquest métode d'integracié de funcions té com a objectiu principal “simplificar” inte-
grals de funcions que a priori ens semblen complexes.

Per poder dur a terme aquesta “simplificacid’, se segueix el procés segiient:

+ Visualitzem la funcié que volem integrar i localitzem lelement que conside-
rem complex o que, des del punt de vista de la taula d’integrals immediates,

) ] .
sassembla a alguna d'aquestes integrals.

+ Anomenem a aquest element ‘complex” com una nova variable (generalment
sutilitza la variable t). També calculem la derivada d’aquest element “complex”

(generalment sutilitza la variable dt).

+ Procedim a la substitucié dins la nostra integral. I posteriorment la solucio-

nem com una integral immediata.

+ Un cop solucionada, desfem el canvi de variable tot substituint la nova variable

per lexpressi6 original.

Exemples:

2 2 . 2
1) [ (3x*+6x-4)(6x+6) dx=[1 di = £ Bxibxdp
(M) 2

(1) Apliquem el canvi de variable:

t=3x>+6x-4
dt=6x+6 dx

(2) Desfem el canvi de variable

2x +1 1
2) fx2+x dx(l=) ; dt=1n|t|+k;1n‘x2+x‘+k

(1) Apliquem el canvi de variable:
t=x"+x

dt=2x+1 dx

(2) Desfem el canvi de variable
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Integracio per parts

Aquest métode d'integracié sutilitza quan tenim la integral d'un producte de funcions
i on el canvi de variable no ens déna una via de solucié directa.

Es a dit, ens trobem en la situacié segiient:

[/ g dr= f(X)g(x) - [2(x)f'(x) dx

Com podem recordar-ho i veure-ho de manera més senzilla?

[r)-g'@) dx=f@e@-[e@s @) dx

7, Fn ©ov v du

Per tant:

fu-dv=uv—fvdu

Truc: Un Dia Vi Una Vaca Solitiria Vestida De Uniforme.

Evidentment, la tria de quina funcié fa el paper de la u i quina la de dv sera conve-
nientment la opcié més simple per a calculs posteriors.

Truc: Existeixen diverses dites mnemotécniques, com ara ALPES: on la funcié u
serd d'ambdues la que s'enumera primer seguint el segiient ordre:

Arcosinus, arcoosinus..., Logaritmes, Polinomis, Exponencials, Sinus, cosinus,

tangent...

Exemples: i ) ) )
1) fx-ln(x) dx:)ln(x)-%—f%-%dx=ln(x)-%—f%dx=ln(x)-%—%fx dx =

2 2 2

=%ln(x)—x7+k =%(ln(x)—%) +k

(1) Prenem:

u = In(x) du = 1 dx
X
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fx dx x —f e*2x dx=x’ "—2fexx dx(?)xz-ex—ZQc-ex —fexdx)=

2-e"—2(x-ex—ex)+k=x2-ex—2x-e"+2e"+k=e"(x2—2x+2)+k

(1) Prenem:

u=x> du=2x dx

dv=e* dx y=e

(2) Prenem: (Quan fem un altre canvi de variable intentem que sigui semblant a
l'anterior)

U=x du = dx

5.2 Integral definida

Al tema anterior hem vist que la derivada d'una funcié té una interpretacié geomeétrica
en concret. Encara que la integral és el procés invers a la derivada, aquesta parteix d'una
interpretacid geométrica molt diferent.

Mentre que la derivada ens indica el creixement o decreixement d'una funcid, la
integral definida ens mesura l'area d'una regié delimitada per aquesta funcié.

Aixi, definim la integral definida d'una funcié f(x), entre x=a (punt inicial) i x=b
(punt final), com l'area compresa entre la funcié i leix d'abscisses, i la denotarem i la

calcularem de la manera segiient:

J/(x) dx=F(b)-F(a)

en qué F(a) i F(b) sén els valors de la primitiva de f(x) en els punts x=a i x=b respec-

tivament.
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Vegem-ho amb un exemple:

Exemple:

Sigui f(x) = %x la funci6 representada segiient:

Imatge 46 Imatge 47

Observem que tenim un triangle i l'area daquest segons férmules geomeétriques

és la segiient:

B base - altura B 3-4
2

A = 6 unitats

Observem quan ens déna si fem la integral de la funcié entre els punts x=0 i

x=3:

36

4 4 49 .
a =—|—-—|=—-=="==6 unitats
3 3[ l 32 6

ix dx =
3

3 3 2
f : fx a2 [x_l
0 ) 312
Calcul de l'area d’un recinte

Observem lexemple segiient:

Exemple:

4
—X

Sigui f(x) = 3
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4 5 4 3 -z -l 1z 3 4

Imatge 48 Imatge 49 Imatge 50

Volem calcular l'area entre x=—3 i x=3:

4 4 3 21 43t (=3)?] 4
—x dx=—:[x dx=—|—| =—|—- =—-0=0 yni
I3 3 j; [2 L 3[2 5 ] 3 unitats

Observem que aixd no pot ser. A més, veiem que:

0 0 2 2 2

fﬂx dx=i-fx e X A0 (| _4.-9_ =36

J.3 3 Y 312 312 2 3 2 6 .
unitats

3 3 273 2 2

i)c a’x=i fx a’)c=i * =i .0 =£'2=ﬁ=6 unitats

)3 3 302,732 2| 32 6

Larea d’'un regié mai no pot ser negativa! D'aqui observem que el signe negatiu
no ens indica una area negativa, siné que ens diu que ens trobem per sota de leix
d’abscisses.

Aixi, per determinar larea del conjunt dels dos triangles, haurem de prendre el

. ] ’ . \ . .
valor absolut del valor de les integrals. D'aqui ve la importancia de determinar on ens
talla la nostra funcié leix d'abscisses. Per poder calcular correctament larea:

Per tant:

Area: }%x

dx =

0 3
fﬂx dx{ﬁfix dx{=|—6|+|6|=12 unitats
_33 03

Calcul de l'area entre dues corbes

Suposem ara que tenim dues funcions diferents f(x)i g(x). I volem calcular l'area que hi

ha entre aquestes dues.
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Vegem-ho amb un exemple:

Exemple:
Sigui f(x)=-4x>+6 i g(x) = x* —=5x+6. Volem calcular I'area compresa entre les

dues funcions:

Imatge 51
f(x) la linia blava

g(x) lalinia verda

Com ho hem de fer?
Calculem f(x)—g(x).

f(x)—g(x)=—4x> +6-x" +5x -6 = -5x" +5x

Busquem els punts on es tallen aquestes funcions, és a dir, onf(x)—g(x)=0.

-5x"+5x=0 — x,=01i x,=1

Calculem l'area d'aquesta funcié amb extrems els punts de tall.

1 3 21! 3 2 3 2
S5x S5x 5-1 5-1 5-0 5-0 5 ~
—5x2 +5x dx=|- + =| - + —| - + =2=083 .
J(: [ 3 9 L ( 3 5 ) ( 3 > ) 5 unitats
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Exercicis del Tema 1:

Matrius i determinants

1. Al zoologic hi ha dos tipus dentrades: d'adults i infantils. El dissabte sen venen
1.200 d’adults i 1.650 d'infantils. El diumenge 1.640 d’adults i 2.300 d'infantils. Doneu

la matriu dentrades del cap de setmana.

adult  infantil
dissabte (1200 1650)

diumenge (1640 2300

2. La matriu A expressa els preus de les tarifes aéries entre tres ciutats. Per cap dany
els preus augmenten un 8%, per6 lany segiient fan una disminucié del 3%. Expresseu

matricialment la matriu de tarifes de cada any.

0 525 125
A=|52'5 0 855
125 855 0
Cap dany:
0 52'5 125 0 42 10 0 567 135

A=[525 0 855|+[(42 0 684|=|567 0 9234
125 855 O 10 684 0 135 9234 0
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Lany segiient:
0 56'7 135 0 17 405 0 55 13095
A=|56"7 0 9234 (- 17 0 277|=| 55 0 89'57
135 9234 0 405 277 0 13095 89'57 0

3. Escriu les matrius segiients:

a)A = (% lﬁ enquea=1,i=1,2,31i aij:O, i#],

1 0 0
A=10 1 0
0 0 1
b) B = @U )M en qué bij:i+j
2 3 4
B =
I
9], a1
1 -1
C=|-1 1
1 -1

4. Considereu les matrius segiients:
A=(l 0 —1) B=(_1 1 l) c-l_-11 » D=(_2 1)
2 3 0 o 2 2 | 0 1
1. (A+B)C=AC+BC

1

1 0 -1 -1 1 1
(A+B)C = + -1
((2 3 o) (o 2 2)) 1

11 2
-1 5 10
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1 0 -1 1 0 -1
1 0 -1 -1 1 1 0O 0 =2 -1 1 4
conc-| )[ ]( )[ ]( (0 Y-
2 3 0 0o 2 2 -1 3 4 0 2 6
1 0 1 1 0 1
~ -1 1 2
_(-1 5 10)
2. DA+DB=D(A+B)
-2 1\V/1 0 -1 -2 1\v/-1 1 1 0 3 2 2 0 0 2
DA+ DB = + = + =
(0 1)(2 3 O) (O 1)(0 2 2) (2 3 0) (0 2 2) (2

S O (R K ER | P I By

hn W
NN
~

3. (AC)=C A’
1 0 -1\ (0 -1
1 0 -1 0 0 -2
e | )[ ]( )[ }
23 0 -1 3 4
1 0 -2 4
-1 1y 1 2 0 -1
c'A'=l0 1 oflo 3|={0 3
-1 2 1l-1 o) |-2 4
4. (DB)'=BD"
t t20
, —2 1y/-11 1 20 0
(DB)' = - =10 2
o 1lo 2 2 0 2 2
0 2
) . (-1 0 2 0
(-1 1 1y (-2 1 -2 0
B'D' = =11 2 =10 2
0 2 2Jlo 1 1 1
1 2 0 2
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5.C"(A+B)' =((A+B)C)

I -1 1
. . 1 0 -1 -1 1
C'(4+B) =| 0 0 +
] 2 3 0 0 2

-1 -1
=1 5

1
2
2
5
2 2 10

Utilitzant els resultats anteriors, calculeu:

6. D'BC'+A
1 - 1
-2 0\/-1 1 1 1
D'BC' + A= 0 0+
o
1 -1 1
2 =2 =2 1 0 -1 4
= 0 1 Of+ =
(—1 3 3) ] (2 3 0) (—4
-1 2 1
7. C(A+B)D
Utilitzem els calculs de l'apartat 5.
-1 -1 2 =2
-2 1
C(A+ByD=|1 5 (0 1)= -2 6
2 10 -4 12
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0 -1
3 0

-8 0
10 2

010
0
2 5 2
-1 2 1
1 -1
0 0
= -1 2
2 5 2
1
I 0 -1 5 -8
+ =
2 3 0 -2 13

-1
2
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5. Sigui 4 = ( xz 3) . Trobeu els valors de les incognites x i y perqué es compleixi que
- y

A? = A,
Busquem A*:

3 3 2 _
A2=A'A= X . X _ X 6 3x+3_);
-2 y)\=-2 y -2x-2y —-6+y
xP-6=x
g o x*-6  3x+3y (X 3 - 3x+3y=3
—2x-2y -6+’ -2y -2x-2y=-2
—6+y' =y
xP-x-6=0
3x+3y =3 . . .
Prenem la primera equacié i la quarta i busquem aquests x iy
-2x-2y=-2
¥y -y-6=0

+ xX'=x-6=0 —- x,=-210 x,=3 = y=31i y,=-2
Les y sobtenen a partir de la segona o tercera equacio.

+ Yy -y-6=0—> y =210 y,=3 - x, =310 x,=-2
Les x sobtenen a partir de la segona o tercera equacid.

Per tant, tenim dues possibles solucions: (-2, 3) i (3, —2). Si substituim aquests

valors a les quatre equacions inicials o a les matrius A i A? veiem que es compleix el que

cerquem.

6. Digueu per quins valors de a la matriu segiient és simétrica.

a a’ -1 -3
a+1 2 a’*+4
-3 4q -1

Una matriu és simétrica si b =b, per i=1,.., nij=1,..., n. En aquest cas n=3.
Nota: Utilitzem la bij per indicar cada element de la matriu per no confondre amb

la incognita a.
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Per tant, necessitem que:

b, =b a’-l1=a+1
2 ! a*-l=a+1 a’*-a-2=0
b13=b31 — -3=-3 — , — s

) a +4=4a a —-4a+4=0
b23=b32 a +4=4a

Busquem les solucions d'ambdues equacions de segon grau, i obtenim:
a-a-2=0 — a=-1 1 a,=2
a-4a+4=0 — a,=2

Per tant, el valor que compleix les dues equacions alhora és a=2. Aixi, la matriu
sera simetrica sols si a=2.

7. Calculeu els determinants de les matrius segiients:

1 0 -3 -1 1 1 13?'31
A=(;(l))B=—l67 c=l1 -1 1 D=0302
0 1 1 1 1 -1
01 2

Calculeu les inverses d’aquestes matrius, recordant que “A té inversa si i només si
det(A)=0"

Calculem primer el determinant de les matrius i després, un cop haguem compro-
vat que és diferent de 0, calcularem les matrius inverses corresponents:

1 0 -3 -1 1 1
1
|A|=E O‘=—2¢0,|B|=—1 6 7|=2#0,[Cl]=|1 -1 1|=4%0
0 1 1 11 -1
1 2 6 -1
01 3 2 6 -1
|D|1013(1)21302(1)3130220(2)220
= = (- o | . + (— O Y = —_(=/) = F
030 2
1 20 1 2 0
012 0

Com que els quatre determinats son diferents de 0, existeixen les matrius inverses
corresponents, Busquem-les:
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4 -2 -2 21 3)  —2l-2 3)7|, _3
2
6 7 -1 7 -1 6|\
+ - +
11 0 1 0 1 1 iy
¢ BC  (adi B) 0 -3 1 3 1 0
B—l_B__B__(‘”) _L_ + _ L B
Bl 2 2 2 o 0 1 0 1 2118 _4 6
0 -3 1 -3 1 0 h
+ —_—
6 7 -1 7 -1 6
13
1—1—318 12 12
=1 1 -4|=|=- = -2
20, . 2 2
LI S
2 2
-1 1 11 1 -1y
Ty Thoo thoa
cc c° diQ) 1 1 1 1 1 11 1022t
cr. ¢ ¢ (g 1) _ + _ ——2 0 2| =
c] 4 4 4 1 -1 1 -1 11 L PR
11 -1 1 -1 1
+ - +
-1 1 11 1 -1
o L 1
0 2 2 2 2
o0 2|2t 0 L
45 5 ol 12 2
1,
2 2
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01 3 11 3 0 1 01
+3 02 -0 0 2 +/0 3 -0 3 0
1 20 02 0 1 0 01 2
26 -1 [t 6 =1l 1 2 -1 1 26
-3 0 2| +/0 0 2| =0 3 2| +/0 3 0
L, _D° D (adjD) 1 1 2 0 02 0 01 0 01 2| _
ID| 22 2 2| 6 -1 16 -1 [1 2 -1 I 26
+0 1 3| =1 1 3| +[1 0 3| =1 0 1
1 2 02 0 0 1 01 2
26 -1 16 =1 |t 2 -1 1 2 6
-0 1 3] 41 1 3| =1 0 3| +|1 0 1
30 2 00 2 03 2 0 3 0
o 1 7 _6
20 4 -2 -6\ 20 2 7 -6l 121 121 242 252
1|2 -4 2 6| 1|4 -4 8 -0/ |7 07U 1
2|7 8 -4 -1 22/-2 2 -4 16 11 2 8
-61 -10 16 15 -6 6 -1 15 131 131 111 g
o1 22 2

8. Calculeu el rang de les matrius segiients. En els casos en qué aparegui el parametre

a€R, discutiu el rang segons els valors del parametre.

2 -3 1 -2
A=[3 0 5 1
-1 6 5

Com que la matriu és de 3x4, el menor dordre més gran possible que podem es-
collir és de 3x3. Per tant, com a maxim, aquesta matriu tindra rang 3.
Prenem un menor dordre 1 qualsevol, per exemple: (sovint aquest pas el donarem

per suposat)
12|=0

Com que existeix algun menor dordre 1 diferent de 0, assegurem que la matriu té
rang més gran o igual al.

Prenem un menor dordre 2 qualsevol, tot afegint una fila i una columna al menor
anterior, per exemple:

=9=0

2 -3
3
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El seu valor és diferent de O; per tant, assegurem que el rang de la matriu és igual
o més gran que 2.
Finalment prenem un menor dordre 3 qualsevol, tot afegint una fila i una colum-

na al menor dordre 2 i vegem si el determinant és diferent de 0:

2 -3 1
3 0 5=15+18-60+27=0
-1 6 3

Intentem buscar si hi ha algun altre menor dordre 3, amb determinant diferent

de O:

2 -3 -2
3 0 1|=3-36-12+45=0
-1 6 5

Per tant, com que el menor dordre més gran diferent de 0 és dordre 2, la matriu

tindra rg(A)=2.

a 1 1
A=|1 a 1
1 1 a

Com que la matriu és de 3x3, el menor dordre més gran possible que podem es-
collir és de 3x3. Per tant, com a maxim, aquesta matriu tindra rang 3.

Prenem 'inic menor dordre 3:

a 1 1
1 a ll=d*-3a+2
1 1 a

Busquem en quins casos el determinant és 0:

a@-3a+2=0 o a=1 a,=-2

+ Sia=l o a=-2llavors rg(A)=3, ja que existeix un menor dordre 3 diferent de 0.

+ Sia=1, obtenim:

S Ty
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Prenem un menor dordre 1, per exemple:
11|=0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.
Prenem un menor dordre 2, tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

Escollim un altre menor dordre 2, i observem que tots els menors dordre 2 sén
daquesta forma; per tant, rg(A)=1
+ Sia=-2, obtenim:

Prenem un menor dordre 1, per exemple:
|—2|;é0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.
Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

-2 1
I -2

‘=4—1=3#0

El seu valor és diferent de 0; per tant, rg(A)=2

0
0
1

a

— Q O O

Com que la matriu és de 4x4, el menor dordre més gran possible que podem es-

collir és de 4x4. Per tant, com a maxim, aquesta matriu tindra rang 4.
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Prenem 'inic menor dordre 4:

=a -1

S O = Q
S Q
— Q O O

a

Busquem en quins casos el determinant és 0:

at-1=0 < a=1 a,=-1
+ Sia=l o a=—1llavors rg(A)=4, ja que existeix un menor dordre 4 diferent de 0.

+ Sia=1, obtenim:

I -1 0 0

I 1T 00
A=

0 0 1 1

0 0 1 1

Prenem un menor dordre 1, per exemple:
|1]=0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.
Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.
1 -1
=2=0
1

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 2.

Prenem un menor dordre 3 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

El determinant és diferent de O; per tant, rg(A)=3.

+ Sia=-1, obtenim:

-1 -1 0 O

1 -1 0 O
A=

0 0 -1 1

0o 0 1 -1
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Prenem un menor dordre 1, per exemple:
|—1|¢0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.

Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

‘-1 -1

=2=0
1 -1

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 2.

Prenem un menor dordre 3 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

-1 -1 0
1 -1 0(=-2=0
0 0 -1

El determinant és diferent de O; per tant, rg(A)=3.

9. Discutiu el rang de les matrius segiients segons els valors dels parametres 4, bER.

l+4a 1+a 1 2
A=| 1 l+a 1 3
2 -1 1 1+a

Com que la matriu és de 3x4, el menor dordre més gran possible que podem es-
collir és de 3x3. Per tant, com a maxim, aquesta matriu tindra rang 3.

Prenem un menor dordre 3:

l+a 1l+a 1
1 l+a l=da*+2a
2 -1 1

Busquem en quins casos el determinant és 0:

a+2a=0 — a(a+2)=0«< aq=0 a,=-2

+  Sia=0 o a=-2 llavors rg(A)=3, ja que existeix un menor dordre 3 diferent de 0.
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+ Sia=0, obtenim:

Prenem un menor dordre 1, per exemple:
11|=0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.
Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.
1 2

=1=0
1 3

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 2.

Prenem un menor dordre 3 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

1 1 2
1 1 3=3=0
2 -1 1
El determinant és diferent de O; per tant, rg(A)=3.

+ Sia=-2, obtenim:

-1 -1 1 2
A=|1 -1 1 3
2 -11 -1

Prenem un menor dordre 1, per exemple:
|—1|¢O

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.

Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

-1 -1
I -1

‘=2¢0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 2.
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Prenem un menor dordre 3 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

-1 -1 2
1 -1 3|=-9=0
2 -1 -1

El determinant és diferent de O; per tant, rg(A)=3.
Per tant, per a qualsevol valor de aER rg(A)=3.

1 1 a 5
A=|1-2 1 a -1
1 -1 a b

Com que la matriu és de 3x4, el menor dordre més gran possible que podem es-
collir és de 3x3. Per tant, com a maxim, aquesta matriu tindra rang 3.

Prenem un menor dordre 3:

1 1 a
-2 1 al=6a
1 -1 a

Busquem en quins casos el determinant és 0:
6a=0 < 4=0
+ Sia=01VbER rg(A)=3, ja que existeix un menor dordre 3 diferent de 0.

+ Sia=0, obtenim:

1 1 0 5
A=|-2 1 0 -1
I -1 0 b

Prenem un menor dordre 1, per exemple:
11|=0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.
Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

1
=3=0
-2 1

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 2.
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Prenem un menor dordre 3 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

1 I 5
-2 1 -1=3h+3
I -1 b

+ Llavors si a=01b=-1 rg(A)=3.

+ Llavorssia=0ib=—1rg(A)=2.

a 3 -10
A=|-1 1 2 1
4 11 1 b

Com que la matriu és de 3x4, el menor dordre més gran possible que podem es-
collir és de 3x3. Per tant, com a maxim, aquesta matriu tindra rang 3.
Prenem un menor dordre 3:

a 3 -1
-1 1 2[=-2la+42
4 11 1

Busquem en quins casos el determinant és 0:

-21a+42=0 <> g=2

+ Sia=2 i VbER rg(A)=3, ja que existeix un menor dordre 3 diferent de 0.

+ Sia=2, obtenim:

2 3 -10
A=|-1 1 2 1
4 11 1 b

Prenem un menor dordre 1, per exemple:
2|=0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual al.
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Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

=5=0
1

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 2.

Prenem un menor dordre 3 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

2 3 0
-1 1 1|=56-10
4 11 b

+ Llavors si a=21b=2 rg(A)=3.
+ Llavors sia=21b=2 rg(A)=2.

a 1 1 1 1
1 a1 1 b
A= 2
1 1 al b
1 1 11 b

Com que la matriu és de 4x5, el menor dordre més gran possible que podem es-
collir és de 4x4. Per tant, com a maxim, aquesta matriu tindra rang 4.
Prenem un menor d'ordre 4:

I 1
1

a
1

a
1
{ =a’-3a*+3a-1
1

—_ = Q
e S e S oy

Busquem en quins casos el determinant és 0:

a -3a>+3a-1=0 — (a-1Y=0 < a=1

+ Sia=11iVbER rg(A)=4,ja que existeix un menor dordre 4 diferent de 0.

+ Sia=1, obtenim:

—_—
— e
—_— e e
— e
S~
()

Prenem un menor dordre 1, per exemple:

11|=0

130



MaATEMATIQUES |

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.

Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

11
1 b

‘=b—1

+ Sia=11ib=1, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 2.

Prenem un menor dordre 3 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

1 1 1 1 1 1

1 1 b|=0 1 1 bH=0
11 b 11 »

Com que tots els menors dordre 3 sén nuls, obtenim que per a=11b=1,
El rg(A)=2.

+ Sia=11ib=1 obtenim:

—_— e
e e
—_— = e
—_— e
—_— e e

Prenem un menor dordre 1, per exemple:
11|=0

Per tant, podem assegurar que el rang de la matriu és més gran o igual a 1.

Prenem un menor dordre 2 tot afegint una fila i una columna a l'anterior.

11
11

Escollim un altre menor dordre 2, i observem que tots els menors dordre 2 sén

daquesta forma. Per tant, rg(A)=1.

a 0 a

10. Comproveu que la matriu 4=|a 0 -a| ésortogonal per a = 1.

2
01 0 V2

Podem comprovar-ho imposant que compleixi la condicié A~'=A".
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+ A_let
1 1
0 — — 0
A=]0 0 1 S 11 ‘ V2 N2
osiguisi a =—— llavors, 4" =| 0 0 1
a -a 0 V2 NS B
NCIENG)
Busquem A"
0 —-a a -—-a a 0’
+ - +
1 0 0 O a 1
4 A° A° (adjA) 1 0 a a a a 0 1
— _ _ _ _ + _ _
4 22 22 22| 1 0O 00 |0 1| 2d°
0 a a a a 0
+ - +
0 —-a a —-a a 0
1 1
— — 0
1 a a 0 2a 261
=—|0 0 24° =] 0 0 1
2a 1 1
a —-a 0 _ -
2a 2a
11,
T V2. 2
o sigui si a =—— llavors, 47" =| 0 0 1
V2 1 Lo,
V2o W2

Comprovem que compleix també que |A| ==+1:
a 0 a

|A|=a 0 -al=2a’, 0 siguiamb a=i|A|=1.
01 0 V2
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Exercicis del Tema 2:

Sistemes d’equacions lineals

. Solucioneu els sistemes dequacions lineals segiients.
11. Sol Is sist deq g

x=-3y+2z=6
a)i2x+y-5z=-4
2x-13y+13z =28
x-3y+2z=6

x=6+3y-2z x=6+3y-2z

2x+y-5z=-4 - 2x+y-5z=-4
2x-13y+13z =128

2x-13y +13z =28

x=6+3y-2z
_=16+9z
4 7

x=6+3y-2z
7y-9z=-16 -
-7y+9z=16

N
[
~

~6+134 1649z

7

Solucié: x =

X+y-2z+1t4+3u=1
bD)I2x -y +2z+2t+6u=2
3x+2y-4z-3t-%u =3

X+y-2z+1t4+3u=1
2x-y+2z+2t+6u=2 —
3x+2y-4z-3t-%u =3

133

= 12(6+3y-22)+y-5z=-4
26+3y-22)-13y +13z =28

x=6+3(@)-2/1

_ -16+9A
7
z=A

z=A

x=1-y+2z-1t-3u
2x-y+2z+2t+6u=2
3x+2y-4z-3t-%u =3
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(x=1-y+2z—-t-3u
120-y+2z-t-3u)-y+2z+2t+6u=2 —
3d-y+2z-t-3u)+2y-4z-3t-9u =3

Solucié: x=1 y=24 z=A t=-3u u=u

X+2y-z+t=0
C)Ix+2y-z-1t=0
xX+2y-z+3t=0
(x+2y-z+1t=0 xX==-2y+z-t
Ix+2y-z-t=0 — lx+2y-z-t=0 -

xX+2y-z+3t=0 xX+2y-z+3t=0

(x==-2y+z—t
x==2A+u
y=u
=1
<Z=ﬁ i y
~2=0 coH
t=0

Soluciéd: x==2A+u y=A z=u t=0

d) x+y+z=1
2x+y+z=2

x=1-y+2z-1t-3u
-3y+6z=0
—y+2z-6t-18u=0

x=1-y+2z-t-3u (x=1-2A+2A+3u-3u
y=2z y=2A

lz=A - Jlz=A

t=-3u t=-3u

U=H “=H

X==-2y+z-t
(-2y+z-t)+2y-z-t=0
(-2y+z-)+2y-z+3t=0

20-y-2)+y+z=2

{x+y+z=1 N {x=1—y—z N {x=1—y—z

2x+y+z=2 2x+y+z=2
x=1l-y-z x=1

{x=1—y—z R [V N __J

~y-z=0 z=A z=A

Solucié: x=1 y=-1 z=4
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12. Sigui A - x=b un sistema dequacions lineals. Justifiqueu que:

1. Si A . x=bténincognites i n+1 equacions, i el determinant de la matriu am-

pliada és diferent de 0, aleshores el sistema és incompatible.

Com que el sistema té n incognites i n+1 equacions, tindrem que la matriu dels co-
eficients serd una matriu de n+1 files i n columnes; per tant, una matriu (n+1)xn.
Llavors, com a maxim, el seu rang serd n. A més, la matriu ampliada sera una
matriy (n+1)x(n+1) i, com que el seu determinant és diferent de 0, tenim que és
de rang n+1. Aixi, quan el rang de la matriu de coeficients no és igual al rang de

la matriu ampliada tenim un sistema incompatible.

2. Si A . x=b té més incognites que equacions, aleshores no pot ser compatible
determinat.

Si té més incognites que equacions, la matriu de coeficients sera del tipus nxm, en
qué n<m. 1, per tant, la matriv ampliada sera de la forma nx(m+1). En el cas que
ambdues tinguessin el mateix rang, com a maxim seria n. Pero n=m, ja que m és
més gran; llavors, no pot ser un sistema compatible determinat.

3. Si A - x=b té tantes equacions com incognites i és compatible determinat,
aleshores, canviant-li els termes independents arbitrariament sobtenen altres

sistemes també compatibles determinats.

Si tenim n incognites i n equacions, la matriu dels coeficients és del tipus nxn i
la matriu ampliada de nx(n+1), com que és un sistema compatible determinat,
tenim que el rang dambdues matrius és el mateix, és a dir, com a maxim n. Si can-
viem la columna n+1 de la matriu ampliada, no ens afecta el rang i tampoc ens
altera el nombre d'incognites.

13. Discutiu el sistema segons els valors del parametre meER.

(I-mx+Cm+D)y+(2m+2)z=m
mx+my =2m+ 2

2x+(m+D)y+(m-Dz=m>-2m+9

Busquem el rang de la matriu de coeficients i el de la matriu ampliada:
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l-m 2m+1 2m+2 1-m 2m+1 2m+2 m
A=| m m 0 (4,C)=| m m 0 2m+2
2 m+l m-1 2 m+l m-1 m’-2m+9
Busquem el rg(A):

1-m 2m+1 2m+2
m m 0 |=-m’+3m*-2m

2 m+1 m-—1

-m’ +3m*> -2m=0 < m(-m’ +3m-2)=0 < m=0 0 —m*> +3m-2=0

== m=00m=10m=2

Si m=0 o m=1 o m=2 rg(A)=3 i rg(A,C)=3 i n° incognites=3 per tant, SCD.

Vegem si m=0:

1 1 2 1 1 2
A=10 0 O (4,C)=10 0 0
2 1 -1 21 -19
rg(A)=21rg(A,C)=3; per tant, SL
Vegem si m =1:
0 3 4 0 3 4 1
A=[1 1 0| (4C0)=|1 1 0 4
2 20 2 2 0 8

rg(A)=21rg(A, C)=2in°incodgnites=3 per tant, SCIL.

Vegem si m=2:

5 6

2 0| (4.0)-=
31
rg(A)=21rg(A, C)=3; per tant, SL.
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14. Considereu el sistema lineal
lI+a)x+(d+a)y+z=2
x+(l+a)y+z=3

2x-y+z=1+a

Estudieu com seran les solucions del sistema segons els valors del parametre a.

Resoleu el sistema quan sigui possible.

14a 1+a 1 14a 1+a 1 2
A=| 1 Il+a 1| (4,C)=| 1 l+a 1 3
2 -1 1 2 -1 1 1+a

l+a 1+a 1
1 l+a l=a"+2a aixi a>+2a=0 < a(a+2)=0 < a=00a=-2
2 -1 1

Si a=0 o a=-2 rg(A)=3, rg(A, C)=3 in° incognites=3; per tant, SCD.
Vegem queé passa per a = 0. Obtenim:

11 1 1 1 12
A=[1 1 1| 4C)=|1 1 1 3
2 -1 1 2 -1 1 1
11 2
1 1 3[=3=0
2 -1 1

Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=3.1, per tant, SI.
Vegem queé passa per a=—2. Obtenim:

-1 -1 1 -1 -11 2
A=[1 -1 1] 40)=|1 -11 3
2 -1 1 2 -1 1 1
-1 -1 2
1 -1 3==3=0
2 -1 1

Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=3.1, per tant, SI.

Resolem el sistema per Cramer per les a pel qual el sistema és compatible:
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2 1+a 1 l+a 2 1
3 1+a 1 1 31
1 -1 1 a-2 2 1 1 2a-1
“Nl+a l+a 1| a*+2 Y N+a 1+a 1| a2 +2
1 l+a 1 1 l+a 1
2 -1 1 2 -1 1
l+a l+a 2
l+a 3
. 2 -1 1=a2+6a+3
l+a l+a 1 a’ +2
1 I+a 1
2 -1 1

15. Discutiu els sistemes dequacions segiients en funcié dels parametres que hi apa-

reixen.
ax+y+z=1 a 1 1 a 1 1 1
a)lx+ay+z=1 A=|1 a 1| (4,C)=|1 a 1 1
x+y+az=1 1 1 a I 1 a1

a 1 1
1 a 1l=a’-3a+2 aixi ¢°-3ad+2=0 = a=10ag=-2
1 1

a

Sia=1 o a=2 rg(A)=3, rg(A, C)=3 i n° incognites=3; per tant, SCD.
Vegem queé passa per a=1. Obtenim:

(4,C) =

—_— =
—_— = =
—_—
—_— =
—_— = =
—

Comprovem que rg(A)=11irg(A, C)=11n° incognites=3; per tant, SCIL.
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Vegem queé passa per a=—2. Obtenim:

2 1 1 2 1 1 1
A= 1 -2 1 (40)=|1 -2 1 1
11 -2 11 -2 1

Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=3; per tant, SL

b){ax+y=2 A=(a 1) (A,C)=(a 1 2)
2x+y=>b 2 1 21 b

a 1 .,
‘=a—2 aixXxi a-2=0 = a=2

Si a=2 i b qualsevol rg(A)=2 rg(A, C)=2 i n® incognites=2; per tant, SCD.

Vegem si a=2:
2 1 2 1 2
A= (4,C) =
. 5ol

Comprovem que rg(A)=1.1 per a la matriu ampliada, tenim que:
‘2 2

b‘=2b—4 aixi 2b-4=0 < b=2

Per tant: si a=21ib=2rg(A)=1rg(A,C)=11n° incognites=2 per tant, SCI.
sia=21b=2 rg(A)=1rg(A,C)=2 per tant, SI.

2x+y=0 2 1 2 10
C)ix+2y=1 A=|1 2 4,0)=1 2 1
-x+2y=0 -1 2 -1 2 0
Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=3; per tant, SL
2 10
2[=2=0 ‘2 1‘=3¢o 12 1|=-5=0
b2 120
ax-y+z=1 a -1 1 a -1 1 1
d)l6x+ay+2z=8 A=|6 a 2| (4,C)=|6 a 2 8
3x+y+z=a+2 3 1 1 31 1 a+2
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a -1 1
6 a 2/=a*-5a+6 aixi a*-5a+6=0 < ag=30a=2
301 1

Si a=3 o a=2 rg(A)=3, rg(A,C)=3 in° incognites=3; per tant, SCD.
Vegem queé passa per a=3. Obtenim:

-1
3
1

1 3 -1 1
2 (4,C)=|6 3 2 8
1 31 15

—_—

3
A=|6
3

Comprovem que rg(A)=21rg(A, C)=3; per tant, SL.
Vegem queé passa per a=2. Obtenim:

2 -1 1 2 -1 1 1
A=l6 2 2 (4,C)=|6 2 2 8
301 1 31 1 4

Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=21n° incognites=3; per tant, SCIL.

my—-1l+x=-z x+my+z=1
e){(m-Dz+y-m=-mx — Jmx+y+(m-1)z=m (reordenant el sistema)
m+l=x+y+z X+y+z=m+l
I m 1 I m 1 1
A=lm 1 m-1| (4,C)=lm 1 m-1 m
11 1 1 1 1 m+l

1 m 1
m 1 m-l=-m+1 aixi —m+1=0 = m=1
1 1 1

Si m=1 rg(A)=3, rg(A, C)=3 i n® incognites=3; per tant, SCD.

Vegem que passa pera m=1. Obtenim:
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111 1 111
A=[1 1 0| @o)=l1 10 1
111 111 2
Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=3; per tant, SL.
2x-5y+z=b 2 =51 2 -5 1 b
Ni3x-y+2z=1 A=|3 -1 2| 4,C)=(3 -1 2 1
x+4y+az=3 1 4 a 1 4 a 3
2 =51
3 -1 2[=13a-13 aixi 13¢-13=0 <= a=1
1 4 a

Si a=1ib qualsevol rg(A)=3, rg(A, C)=3 i n° incognites=3; per tant, SCD.
Vegem queé passa per a=1. Obtenim:

2 -5 1 2 -5 1 b
A=]3 -1 2| (4C)=|3 -1 2 1
1 4 1 1 4 13

Comprovem que rg(A)=2.1 per a la matriu ampliada, tenim que:

2 -5 b
3 -1 1|=13h+26 aixi 13b+26=0 <= b=-2
1 4 3

Per tant: sia=11b=-2 rg(A)=2 rg(A, C)=2 i n® incognites=3; per tant, SCI.
sia=11b=-2rg(A)=2rg(A, C)=3; per tant, SL

16. Estudieu, segons els valors de a i b, el sistema segient:

X+y+az=95
-2x+y+az=-1

X-y+az=>b

Comproveu que per a=11b=1,lasolucié tinicaés x=2, y=2, z=1.
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1 1 a 1 1 a 5
A=|-2 1 a| (40)=|-2 1 a -1
1 -1 a 1 -1 a b

1 1 a
-2 1 al=6a aixi 6a=0 = a=0
1 -1 a

Si a=0 rg(A)=3, rg(A,C)=3 i n° incdgnites=3; per tant, SCD.
Vegem queé passa per a=0.Obtenim:

1 1 0 1 1 0 5
A=-2 1 0| (4,0)=|-2 1 0 -1
I -1 0 1 -1 0 b

Comprovem que rg(A)=2.1 per a la matriu ampliada tenim que:

1 1 5
-2 1 -=1=3h+3 aixi 35+3=0 <= b=-1
1 -1 b

Per tant: si a=01i b=-1 rg(A)=2 rg(A, C)=2 i n® incognites=3; per tant, SCI.
sia=01ib=—1rg(A)=2 rg(A, C)=3; per tant, SL.

Resolem el sistema per Cramer i comproveu que per a=1 i b =1, la solucié tinica

és x=2,y=2,z=1.

5 1 1 1 5 1 1 I 5
-1 1 1 -2 -11 -2 1 -1
I -1 1 12 1 1 1 12 1 -1 1 6
X=r7———=—=2 y=——"—=—= z=rm———=—=1
1 1 1 6 1 1 1 6 1 1 1 6
-2 1 1 -2 1 1 -2 1 1
I -11 I -11 1 -11
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17. Al sistema lineal
ax-2y+z=1

X+ay+2z=a

x+z=1

Determina per quins valors del parametre a, el sistema és incompatible, compati-

ble determinat i compatible indeterminat. Resoleu-lo en el cas a = 3.

a -2 1 a -2 1 1
A=|1 a 2| ULO=|1 a 2 a
1 0 1 0 1 1
a -2 1
1 a 2=a*>-a-2 aixi a®-a-2=0 <« a=-10 a=2
1 0 1

Sia=—1 0 a=2 rg(A)=3, rg(A, C)=3 i n® incognites=3; per tant, SCD.
Vegem queé passa per a=—1. Obtenim:

-1 -2 1 -1 -2 1 1
A=|1 -1 2| 40)=|1 -1 2 -1
1 0 1 1 0 1 1

Comprovem que rg(A)=21rg(A, C)=3 per tant, SI.
Vegem queé passa per a=2. Obtenim:

2 -2 1 2 -2 1 1
A=|1 2 2| 4O)=[1 2 2 2
1 0 1 1 0o 11

Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=21n° incdgnites=3; per tant, SCL.

Resolem el sistema per Cramer per a=3:

1 -2 1 31 1 3 -2 1

3 2 1 3 2 1 3 3

1 0 11 2 1 1 1 1 2 1 1 0 1 2 1
X = =—=— y=————=—=— Z= =—=—

3 -2 1 4 2 3 -2 1 4 2 3 -2 1 4 2

1 3 2 1 2 1 3 2

1 0 1 1 1 0 1
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18. Classifiqueu el sistema segiient segons el valor del parametre a.

X+ay+3z=2

x+y-z=1
2x+3y+az=3
Resoleu-lo quan es pugui .
1 a 3 1 a 3 2
A=[1 1 -1| @o=|1 1 -1 1
2 3 a 2 3 a 3

3

a
1 -l=-a’>-a+6 aixi —a>-a+6=0 <= a=-30 ag=2
3

N = =

a

Si a=-3 0 a=2 rg(A)=3, rg(A, C)=3 i n® incognites=3; per tant, SCD.
Vegem queé passa per a=—3. Obtenim:

1 -3 3 1 -3 3 2
A=|1 1 -1| 4O)=[1 1 -1 1
2 3 -3 2 3 -3 3

Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=3; per tant, SL
Vegem queé passa per a =2, Obtenim:

1 2 3 1 2 2
A=|1 1 -1| 40 =1 1 -1 1
23 2 2 3 3

Comprovem que rg(A)=21rg(A,C)=2 i n® incognites=3; per tant, SCI.
Resolem-lo pel cas SCD:

2 a 3 1 2 3

1 1 -1 1 1 -1

3 3 —a’-a+6 2 3 -a+2
X= =— =1 y= =—

1 a 3 -a" —-a+6 1 a 3 -a"- —-a+6

1 1 -1 1 1 -1

2 3 a 2 3 a
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I a 2

1 11

233 —a+?2

zZ = =

1 a 3| -a’-a+6
1 1 -1

2 3 a

Resolem-lo pel cas SCI quan a=2:
(x+2y+3z=2 x=2-2y-3z x=2-2y-3z

Ix+y-z=1 - Ix+y-z=1 - J2-2y-3z+y-z=1
2x+3y+2z=3 2x+3y+2z=3 2(2-2y-3z)+3y+az=3

(x=2-2y-3z x=2-2y-3z x=5A
J-y-d4z=-1 — J-y-dz=-1 — Jy=-4A+1
-y-4z=-1 z=A z=A

19. Estudieu com seran les solucions del sistema segiient segons els valors dels parime-

tres ai b.

ax+3y-z=0

-x+y+2z=1

dx+11ly+z=>b

Resoleu-loenel cas a=b = 2.

a 3 -1 a 3 -10
A=l-1 1 2| (4o)=|-1 1 2 1
4 11 1 4 11 1 b

a 3 -1
-1 1 2|=-21a+42 aixi -21a+42=0 <= a=2
4 11 1

Si a=2 i b qualsevol rg(A)=3, rg(A, C)=3 in° incognites=3 ; per tant, SCD.

145



Lltcia Mauri Masdeu

Vegem que passa per a=2, Obtenim:

2 3 -1 2 3 -1 0
A=[-1 1 2| 40O)=|-1 1 2 1
4 11 1 4 11 1 b

Comprovem que rg(A)=2.1 per a la matriu ampliada, tenim que:

2 30
-1 1 1=5h-10 aixi 56-10=0 < bH=2
4 11 b

Per tant: si a=2i b=2 rg(A)=2 rg(A, C)=2 i n® incognites=3; per tant, SCI.
sia=21ib=-2rg(A)=2rg(A, C)=3; per tant, SL.

Resolem-loenel cas a=b=2:

2x+3y-z=0 2x+3y-z=0 2(-1+y+2z)+3y-z=0
-x+y+2z=1 - Jx=-l4+y+2z - Jx=-1+y+2z
4x+1ly+z=2 4x+1ly+z=2 4(-1+y+22)+1ly+z=2
[ =3+7A
=-1+y+2z = 5
5y+3z=2 X Y
2-3z 2-34
15y +9z=6 s A s

20. Discutiu les solucions del sistema d'equacions, segons els valors de m.
q g

Cm+2)x+my+2z=2m-2
2x+(2-m)y =0
(m+Dx+(m+1)z=m-1

Resoleu, si és possible, per m=1.
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2m+2 m 2 2m+2 m 2 2m-=2
A= 2 2-m 0 (4,C) = 2 2-m 0 0
m+1 0 m+1 m+1 0 m+1 m-1

2 2-m 0 |==2m’+2m aixi -2m> +2m=0 < -2m(m*-1)=0
m=00 m=10 m=-1

Si m=0 0 m=1 o m=—1 rg(A)=3, rg(A, C)=3 in° incognites=3; per tant, SCD.
Vegem que passa per m = 0., Obtenim:

2 0 2 2 0 2 -2

A=[2 2 ol 40)=|2 2 0 0

1 0 1 1 0 1 -1

Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=21n° incogniques=3; per tant, SCL.
Vegem que passa per m =1, Obtenim:

41 2 4
A=[2 1 0| (40)=|2
2 0 2 2

O = =
o O N
o o O

Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=21n° incogniques=3; per tant, SCL
Vegem queé passa per m=—1. Obtenim:

0 -1 2 0 -1 2 -4
A={2 3 0| (4C)=|2 3 0 0
0 0 0 0 0 0 -2

Comprovem que rg(A)=21irg(A, C)=3; per tant, SL

Resoleu, si és possible, per m =1,

4x+y+2z=0 4x+y+2z=0 -4z+y+2z=0
2x+y=0 - J12x+y=0 - J-2z+y=0

2x+2z=0 X=-z X=—z
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y=-2z=0 x=-A
y=-2z=0 = Jy=2A
X=-z z=A

21. Discutiu segons els valors de A, el caracter del sistema segiient. Resoleu per A=2.

B-A)x-y=0
-x+(3-A)y=0
(2-A)z=0
3-4 -1 0 3-4 -1 0 0
A=| -1 3-4 0 (4,0)=| -1 3-2 0 0
0 0 2-A 0 0 2-1 0
3-4 -1 0
-1 3-4 0 |=-A +8F -20A+16 aixi -1’ +84> -201+16=0 <

0 0 2-4
L=20 A=4

SiA=2 o0 A=4 rg(A)=3, rg(A, C)=3 i n® incognites=3; per tant, SCD.
Vegem queé passa per A=2. Obtenim:

1 -1

A=|-1 1

0 O

0 1 -1 0 0

ol c)=|-1 1 0 0

0 0O 0 0 O
Comprovem que rg(A)=21irg(A,C)=21in° incognites=3; per tant, SCL
Vegem queé passa per A=4. Obtenim:

1 -1 0 -1 -1 0 0
A=|-1 -1 0| (4C)=|-1 -1 0 0
0 0 -2 0 0 -2 0

Comprovem que rg(A)=11rg(A,C)=11n° incognites=3; per tant, SCL
Resoleu per A=2.

x-y=0
—x+y=0 - {x=y — {x=‘u
0=0 y=u y=u
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22. Considereu el sistema lineal.

ax+y+z=1
xX+ay+z=>b

xX+y+az=1

Determineu per a quins valors dels parimetres ai b, el sistema és compatible de-

terminat, compatible indeterminat i incompatible. Resoleu pera: a=3,b=2.

a 1 1 a 1 1 1
A=|1 a 1 (4,C)=|1 a 1 b
1 1 a 1 1 a 1

a 1 1
1 a 1=a’-3a+2 aixi a°-3a+2=0 = a=10a=-2
1 1

a

Si a=1 o0 a=-2 i b qualsevol rg(A)=3, rg(A, C)=3 i n° incognites=3; per tant,
SCD.

Vegem queé passa per a=1. Obtenim:
1 11 1 1 1 1
A=1 11| @o=[111 b
1 11 1 1 1 1

Comprovem que rg(A)=1.1 per a la matriu ampliada, tenim que:
111
1 1 b| pero 1
1 11

1
b‘=b—1 aixi b-1=0 < b=1

Per tant: si a =11 b =1 rg(A)=1 rg(A, C)=11in° incognites=3; per tant, SCIL.
si a=1ib=1rg(A)=1rg(A, C)=2 per tant, SL
Vegem queé passa per a=—2. Obtenim:

-2 1 1 I
A=]1 -2 1| 4O)=|1 -2 1 b
11 -2 11 -2 1

Comprovem que rg(A)=2.1 per a la matriu ampliada, tenim que:
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-2 1 1
1 =2 b=3b+6 aixi 3b+6=0 < b=-2
1 1 1

Per tant: si a=-2 i b=-2 rg(A)=2 rg(A, C)=2 i n° incognites=3; per tant, SCI.
sia=—-21b=-2rg(A)=2rg(A, C)=3 per tant, SL
Resolem-lo per a=3, b=2.

1 11 31 1 311
2 31 1 2 1 1 3 2
I 1 3 2 1 I 1 3 12 3 11 1 2 1
TR 20 YTh 112075 TR 2 10
1 31 1 31 1 31
1 1 3 1 1 3 1 1 3
23. Considereu el sistema segtient
X+y+z=3
xX-y+z=1
2x+az=>b

1. Discutiu el caracter del sistema segons els valors de a i b.

I 1 1 I 1 13
A=1 -1 1| 4,C)=(1 -1 1 1
2 0 a 2 0 a b
I 1 1
I -1 1|=-2a+4 aixi -20+4=0 = a=2
2 0 a

Si a=2 i b qualsevol rg(A)=3, rg(A, C)=3 i n° incognites=3; per tant, SCD.
Vegem que passa per a=2. Obtenim:
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Comprovem que rg(A)=2.1 per la matriu ampliada, tenim que:

1 1 3
1 -1 1|=-2b+8 aixi -2b+8=0 < b=4
2 0 b

Per tant: si a=2 i b=4 rg(A)=2 rg(A, C)=21n° incdgnites=3; per tant, SCIL.
sia=21b=4 rg(A)=2 rg(A, C)=3 per tant, SL.

2. Resoleu-lo per al cas que sigui compatible determinat.

Utilitzarem el métode de Cramer:

31 1 1 3 1
I -1 1 1 1
x=b 0 a=—2a+2b=—a+b _ 2 b a =—2a+b+3
I 1 1} -2a+4 -a+2 I 1 1 -2a+4
I -1 1 I -1 1
2 0 a 2 0 a
1 1 3
1 -1 1
z=2 0 b=—2b+8=—b+4
I 1 1 -2a+4 -a+2
I -1 1
2 0 a

3. En el cas que sigui compatible indeterminat, doneu una solucié particular de
manera que X=y=z.

Ltunic cas en qué el sistema era compatible indeterminat era per a=2 i b=4.
(x+y+z=3 x=3-y-z x=3-y-z
xX-y+z=1 — 3-y-z-y+z=1 —» 1-2y=-2

2x+2z=4 23-y-2)+2z=4 -2y=-2
(x=3-y-z

x=2
1-2y=-2 - Jy=1
z=A z=A

Busquem la solucié particular de manera que x=y=z:
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X=y=z <= 2—A=1=A, <= )L=1

Per tant, la solucié particular és x =1 y=1 z =1

24. Un botiguer compra deu televisors i sis equips de musica. Dacord amb el preu
marcat, hauria de pagar 10.480 euros. Com que paga al comptat, li fan un descompte
del 5% en cada televisor i del 10% en cada equip de musica, i només ha de pagar 9.842
euros.

Plantegeu un sistema dequacions lineals que permet determinar el preu marcat
de cada televisor i de cada equip de muisica. Comproveu que aquests preus sén de 820

1 380 euros, respectivament.

10480 -6y
10x + 6y = 10480 _ [tox+ey=10480 _ |*T 7 g
10-0'95x +6-09y = 9842 9'5x +5'4y = 9842 L _9842-54y
9'5

10480 -6y _ 9842 —5'4y
10 9'5
. 104801—06-380 _ 220

— 99560 - 57y = 98420 - 54y — 3y =1140 = y =380

25.Una persona rep una heréncia dels seus pares de 90.000 euros. Decideix fer-ne dues
parts. Amb la primera adquireix un cotxe, i la segona la posa a termini fix del 5% anual.
Al cap d'un any ven el cotxe per un import del 25% menys del que va pagar, recupera els
diners disposats al banc, i en cobra els interessos, i en total disposa de 85.500 euros.

1. Fes el plantejament del sistema associat.

x+y =90000
0'"75x +1'05y = 85500

2. Tenim prou dades per trobar una soluci6 tnica? Raona la resposta.
Si, ja que rg(A)=rg(A, C)=n° incognites=2

3. Prova que les parts fetes sén 30.000 euros i 60.000 euros.

{x + 3 = 90000 . {x = 90000 — y . {x = 90000 - y
0'75x +1'05y = 85500 0'75(90000 — y) + 1'05y = 85500 03y = 18000
x =90000-60000 _ [x =30000
{ y = 60000 { y = 60000
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26. Una botiga ha venut 225 llapis de memoria de tres models diferents, que anomena-
rem A,B i C,1ha ingressat un total de 10.500 euros. El llapis A costa 50 euros, i els mo-
dels B i C sdn, respectivament, un 10% i un 40% més barats que el model A. La suma
total de llapis venuts dels models B i C és la meitat que la de llapis venuts del model A.
Calculeu quants exemplars s’han venut de cada model.
Considerem:
x="ntm. de llapis del model A”
y="ntim. de llapis del model B”
z="num. de llapis del model C”
+ Una botiga ha venut 225 llapis de memoria de tres models diferents —
x+y+z=225
+ Haingressat un total de 10.500 euros. El llapis A costa 50 euros, i els models
B i C sén. Respectivament, un 10% i un 40% més barats que el model A —
50x+50 - 0'9y+50 - 0'62=10.500
+ La suma total de llapis venuts dels models B i C és la meitat que la de llapis
venuts del model A — y+z =§ - 2y+2z=x

Aixi ens queda el sistema d'equacions segiient:
q q g

X+y+z=225
50x +45y +30z =10500
-x+2y+2z=0
I 1 1
Com que [50 45 30| =45 =0, podrem aplicar el métode de Cramer:
12 2
225 1 1 1 225 1
10500 45 30 50 10500 30
e 0 2 2 _6750 .4, y=_1 0o 2 _2250 _
I 1 1 45 I 1 1 45
50 45 30 50 45 30
-1 2 2 -1 2 2
I 1 225
50 45 10500
-1 2 0 1125
ST a7
50 45 30
-1 2 2

S’han venut 150 exemplars del model A, 50 del model B i 25 del model C.
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Exercicis del Tema 3:

Lespai R"

27. Estudieu si els vectors segiients sén combinacié lineal dels sistemes de vectors cor-

responents.
1.v, = (1,2,3) iel sistema {(1,0, 3), (1, -1, 1), (0, -1, =2)}.

a +a, =1 a =1-a,

o,(1,03)+ o, (L,-LD) + 05 (0,-1,-2) = (1,2,3) = J-a, —oy =2 - la,=-2-a,
3o, +a, -2a, =3 T#3

El vector V,no es pot posar amb combinacié lineal del sistema de vectors corres-

ponent'

2.v, =(7,9) iel sistema {(1,0), (1, -1), (0, -1)}.

o, =7-4
1.0 _ O(1+O£2=7 _2
al(’ )+C¥2(1,—1)+O{3(O,—1)_(7’9) e o —a _9% a, =
? ’ a3=_9_A«

El vector V,si que es pot posar amb combinacié lineal del sistema de vectors cor-

responent.
3.v, =(a,b,b), a, b ER i el sistema {(-1,0,2),(0,2,1),(1,1,3)}
( b-5a
) =—
-a,+a,=a
4b - 2a
o, (=1,0.2) + a,(0.2,]) + o, (1L13) = (a,b,b) — 120, +a; = b - ey =
20, +a, +30, =b b+4a
a5 =—
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El vector V;si que es pot posar amb combinacié lineal del sistema de vectors cor-
responent.

28. Considereu els sistemes de vectors de lexercici anterior i estudieu quins s6n base
dels espais corresponents.

1.{(1,0,3),(1,-1,1), (0, -1, -2)}

+ El nombre de vectors del sistema és igual a la dimensi6 de lespai al qual per-
tanyen.

+ Vegem si s6n Li.: (utilitzem el rang de la matriu)

11 0 11 0
A={0 -1 -1 = |0 -1 -1/=0
301 -2 301 -2

No s6n Li.; per tant, no sén base de R°.

2.{(1,0),(1,-1),(0,-1)}
+ El nombre de vectors del sistema no és igual a la dimensié de lespai al qual
pertanyen. Per tant, no sén base de R*

3.{(-1,0,2),(0,2,1),(1, 1, 3)}
+ El nombre de vectors del sistema és igual a la dimensi6 de lespai al qual per-

tanyen.

+ Vegem si s6n Li.: (utilitzem el rang de la matriu)

-1 -1

0 1 0 1
A=10 2 1| = |0 2 1|=-9=0
2 13 2 1 3

Sén Li.; per tant, si que son base de R°.

29.Donats v, =(2,0,0),v, = (1,0, 3),v, =(1, -1, —1), proveu si:
1. v;,V,,v, formen base de R®.

+ El nombre de vectors del sistema és igual a la dimensi6 de lespai al qual per-
tanyen.

+ Vegem si s6n Li.: (utilitzem el rang de la matriu)
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2 1 1 2 1 1
A=]10 0 -1 = |0 0 -1=6=0
0 3 -1 0 3 -1

Sén Li; per tant, si que son base de R°.

2. En cas afirmatiu, calculeu en aquesta base les coordenades de v = (7,7,7).

20+, +oy =77 o =7
,(2,0,0) + a,(1,0,3) + a;(1,-1,-1) = (7,7,7) = -a; =7 - la, =0
3a, —ay =7 a; =-7

30. Donat l'espai vectorial R*i B={(2,0,1) (0,1,0) (1,1,0)}:
1. Proveu que B és base de R>.

+ El nombre de vectors del sistema és igual a la dimensi6 de lespai al qual per-
tanyen.

+ Vegem si s6n Li.: (utilitzem el rang de la matriu)

2 01 2 01
A=|0 1 1| - |0 I 1j=-1=0
1 00 1 00

Sén Li; per tant, B si que és una base de R’.

2. Calculeu les coordenades del vector (1, 0, 1) en la base B.

20, + oy =1 o, =1
a,(2,0,1) + &, (0,1,0) + @;(1,,0) = (1,0,1) = Ja, +a; =0 = la, =1
a =1 o, =-1

31. Trobeu les coordenades dels vectors v, respecte de les bases corresponents.

1.y, = (1,-4, 1)ila base B,={(1,0,0), (1,1,0), (1,1, 1)}.

o, +o, +a, =1 a, =5
a,(1,0,0) + a, (1,1,0) + o5 (LLD) = (1,-4,1) = Ja, +a;=-4 — la, =-5
o, =1 a; =1
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2.v, = (0,0,0) ila base B,={(1, -2, -1),(0,1,5), (0, -1, 1)}.

a, =0 a =0
o,(1,-2,-1) + a,(0,1,5) + a;(0,-1,1) = (0,0,0) = -2, +a, —a; =0—> Ja, =0
o, +50, +oy =0 a,; =0

3.v, = (1,-4,1)ilabase B,
a, =1 o, =1
o, (L,-2,-1)+a,(0,,5) + a;(0,-L1) =(1,-41) = {-2a,+a,-a;=-4— la, =0
-o, +50, +a; =1 o, =2

4. Les coordenades en la base B, del vector v, de coordenades (5,—5,1) en la base

B..

Considerem la base canonica a R?, és a dir, B3:{(1, 0,0),(0,1,0),(0,0,1)}ibus-
quem les coordenades del vector v, =(5, -5, 1) en la base B.ésa dir, Vg, = (a,b,C).

a I 11 5 a=1
‘7333 =ABI ;= b|=|10 1 1|'|-5| < lb=-4

Per tant, Vag, =(1, -4, 1). Ara busquem les coordenades del vector Vag, = (1,-4,1)
enlabase B, ésadirv,, =(xy,2).

1 I 0 0 X x=1 x=1
Vip = Ay, Vi = -4(=(-2 1 -1||y|l = 1-2x+y-z=-4 <= ly=0
1 -1 5 1 z -x+5y+z=1 z=2

Per tant, Vg, = 1,0,2).

32. Suposem que un vector vV de R’ té coordenades (1,2,3) respecte de la base canonica.
Quines seran les coordenades respecte de la nova base {¢, = (1,0,0),¢, = (11,0),&; = (LLD)}?

Si(—1,-1,3) fossin les coordenades de W respecte daquesta base nova {§;}, quines serien
les coordenades respecte de la canonica?
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+  Quines seran les coordenades respecte de la nova base

BI = {El = (]9090)552 = (13150)353 = (15151)}?

Considerem la base canonica a R?, és a dir, B, ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}i busquem
les coordenades del vector v = (1,2,3) en la base B, és a dir, Ve = (X,Y,2).

X X+y+z=1 x=-1

S o =

1 1 1
Vg = Ag Vy = 2| = I 1||y| = ly+z=2 = Jly=-1
3 0 1

z z=3 z=73

Per tant, v, =(-1,-13)

+

Si (-1, -1, 3) fossin les coordenades de W respecte d'aquesta base nova {§},
quines serien les coordenades respecte de la canodnica?

Evidentment serien (1, 2, 3), ja que seria el procés invers a l'apartat anterior; tot i
aixi, comprovem-ho:

X 1 1 1)\ /-1 x=1
Vg = Ay Vy = y=|10 1 1| |-1| = 1ly=2
z 0 01 3 z=3

Per tant, Ve, = (1,2,3)

33, Es considera una base B, ={u,,u,,u;}de R>,

1. Demostreu que el conjunt B, ={v,,v,,v,} donat per v, =u, —u,; v, =u, +uy;
v, =u, —u; ésuna altra base.

Considerem B, = {u, = (1,0,0),u, = (0,1,0),u, = (0,0,1)} la base canonica de R3.
Per tant, B, ={v,,v,,V,}:

vl = ul - U2 = (19070) - (09150) = (19_170)

V2 = u2 + u3 = (07170) + (090:1) = (0)171)

V3 = ul - u3 = (15070) - (09071) = (1907_1)

+ El nombre de vectors del conjunt B, ={v,,v,,v,}és igual a la dimensi6 de les-
pai al qual pertanyen.

+ Vegem si s6n Li.: (utilitzem el rang de la matriu)

1 0 1 I 0 1
A=|-11 0| - -1 1 0|=-2=0
0 1 -1 0 1 -1

Sén Li.; per tant, si que sén una base de R®.

2. Si el vector w, té coordenades (2, 1, 1) en la base B,, calculeu les coordenades
de w, en la base B,.
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Considerem W,, = (x,Y,2).

2 1 0 1 X X+z=2 x=1
w=d4, w, < |li=|-11 0]yl e -x+y=le 1y=2
1 0 1 -1/1{z y-z= z=

Per tant, Wy = @22

3. Si el vector w, té coordenades (1,2,1) en la base B,, calculeu les coordenades de
w, en la base B,.

ConsideremW,, = (x,Y,z) les coordenades de w, en la base B,.

X 1 0 1 1 x=2
szBl =ABZ-vT/2 = yi=[-1 1 0 [|2| = ly=1
z 0 1 -1 1 z=1

Per tant, Wy = (2,11

34. Considerem B, ={u,,u,,u,}una base de R’ definim els vectors v, =u, +U,;
V, =U, +Uy; V; = U, +U,. Proveu que B, ={v,,v,,v,}també és una base de R’. Si el vector
u té coordenades (4,3,5) en la base B, trobeu les seves coordenades en la base B,.

Considerem B, ={u, = (1L,0,0) u, = (0,1,0) u, = (0,01} la base canonica de R>.

Per tant, B, ={v,,V,,V,}:

v, =Uu, +U, =(10,0) + (0,1,0) = (1,1,0)

vV, =u, +U, =(0,1,0)+(0,01) = (0,1,1)

v, =u, +Uu; =(10,0)+(0,01) = (1,0,1)

+ El nombre de vectors del conjunt B, ={v,,v,,v,}és igual a la dimensi6 de les-
pai al qual pertanyen.

+ Vegem si s6n Li.: (utilitzem el rang de la matriu)
1 0 1 I 01
A=|1 1 0] = |1 1 0=2=0
0 1 1 0 1 1

Sén Li.; per tant, si que sén una base de R®.

Si u té coordenades (4,3,5) en la base B, busquem les seves coordenades en la
base B,, és a dir, el vector u, =(x,y,2):
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4 I 0 1Y\ (x xX+z=4 X=
‘u, = |3={1 1 0f-|y] & {x+y=3< {y=2
5 01 1)1z y+z=5 =3

Per tant,u, =(1,2,3)

35. Indiqueu I'tnica opcid correcta de les quatre que us proposem.
1. Si {u,v} és una base de l'espai R, llavors
a){u,v,u + v} son linealment independents.
b) u i v sén ortogonals.
¢) {u,v,w} sén linealment dependents per a qualsevol w.
d) dim R*=3
a) No, perqué si anomenem w=u+v, veiem que és combinacié lineal de u i v; per
tant, tots tres son linealment dependents.
b) No, perqué no hi ha cap tipus d'informacié sobre que el producte escalar
daquests dos vectors sigui 0.
¢) Si ja que si els dos vectors formen base, llavors una condici6 és que aquest dos
son linealment independents; a més, com que tenim dos vectors, sabem que la dimensid
de lespai ha de ser també 2, és a dir, estem a R? llavors qualsevol altre vector es forma
a partir d'una combinacié lineal d'aquest.
d) No, perque¢, per ser base, una condici6 era que el nombre de vectors havia de ser

igual a la dimensié de lespai i dim R*- 2.

2. En R
a) és possible trobar una base amb 3 vectors.
b) podem escollir 2.005 vectors linealment independents.
¢) si tenim 2003 vectors linealment independents, podem escollir un altre
vector qualsevol i formar una base.
d) qualsevol base té un nombre parell de vectors.
a) No, perqueé necessitem que el nombre de vectors de la base sigui 2.004.
b) No, perqué, com a maxim, podem escollir 2.004 vectors linealment indepen-
dents.
¢) No, perque el vector que escollim necessiriament ha de ser independent dels
2.003 restant no pot ser qualsevol.
d) Si, perqué qualsevol base ha de tenir 2.004 vectors i és un nombre parell.
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3. Siguin u, v, w tres vectors, de manera que y+2v—w=2u—v+w. Llavors,
a) u, v, w sén linealment dependents.
b) No tenim dades suficients per a dir si u,v,w sén linealment independents
o no.
¢) No existeixen vectors que compleixin les condicions de lenunciat.
d) 4, v, w sén linealment independents.
a) Si, perqug, si reescrivim la igualtat de lenunciat, obtenim —u+3v—-2w=0, és a
dir, es compleix la condicié de vectors linealment dependents.
b) No, perque si que tenim dades amb la igualtat de lenunciat obtenim —u+3v—
2w=0 que ens és suficient.
¢) No, perqué si que existeixen vectors com a tals.
d) No, perqué podem expressar w com a combinacid lineal de u i v, ja que tots tres

s6n vectors linealment dependents.

36. Indiqueu lopcid correcta de les tres que us proposem (només una és certa).
1. Siguin u,v dos vectors de manera que au + v = 0, per qualsevol o, 3 nombres
reals; aleshores
a) u, v s6n linealment independents.
b)u=v=0.
¢) no existeixen vectors en aquestes condicions.
a) No, perqueé necessariament o0 = § =0 i no pas qualsevol.
b) Si, perqu, si els vectors sén nuls, es compleix la igualtat sigui quin sigui el valor
deaif.

¢) No, perqué si existeixen vectors amb aquestes condicions.

2. Siguin u, v, w tres vectors, de manera que W=U+V,
a) Si w=0, aleshores{u,v} sén linealment dependents.
b) Si w=0, aleshores {u,v} son linealment independents.
¢) {u,v}sén linealment dependents.
a) Si, perqué si substituim w=0 a la igualtat, obtenim 0=u + v, per tant, sén vec-
tors linealment dependents.
b) No, perqué que w=0 no ens indica res sobre {u,v}.
¢) No, perqué sols ens diu que w és combinacié lineal d'ambdds perd no ens diu

res sobre u i v.
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3. Siguin u, v, w tres vectors.
a) Si u, v sén linealment independents, aleshores w és combinacié lineal de u
1v.
b) Si u, v, w sén linealment independents, aleshores u,v sén linealment inde-
pendents.
¢) Si Ou +0v + 0w = 0, aleshores u,v,w s6n independents.
a) No, perque pot ser que w amb u i v siguin linealment independents, llavors no
podria expressar-se coma combinacié lineal de u i v.
b) Si, perqueé si tenim tres vectors que entre si sén linealment independents, dos
qualsevol d’aquests també sén linealment independents.

¢) No, perqueé tots els vectors compleixen aquesta propietat siguin linealment in-
dependents o linealment dependents.

4. Siguin u, v, w tres vectors ,de manera que u+v+w=0.
a){u,v,w}es pot completar fins una base de lespai.
b) ou+ Bv+yw=0 per qualsevol o, B, y reals.
¢) w és combinacié lineal de u i v.
a) No, perqué, quan ens referim a espai, diem que és a R* i no podem ampliar-ho
per formar una base, ja que sols pot tenir tres vectors.
b) No, perque es contradiu en lenunciat.
¢) Si, perqué u+v+w=0 ens indica que son vectors linealment dependents; per
tant, podem expressar el vector w com a combinacié lineal de u i v.

37. Considereu els vectors v, = (2,0,-1,-1) i i v, =(2,2,2,2)de R*.
1. Proveu que v, és ortogonal a v,.
<TP, 5222402+ (<) 2+(<1)-2=0

Per tant, els vectors V, i V, sén ortogonals.

2. Doneu un vector v, = (1,a,0,b) ortogonala v, iv,.
Perqué v, = (1,a,0,b) sigui ortogonal a la vegada amb v, i v,, sha de complir:

es a

. 1,a,0,b),(2,0,-1,-1) >=0
dir, {<( ,0,6),( )> vegem-ho:

<(1,a,0,b),(2,2,2,2) >= 0

<V;,v, >=0

{< ‘_/;3,\_;1 >=0 7

2-b=0 R b=2
242a+2b=0 a=-3

Per tant, v, = (1,-3,0,2)
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3. Doneu un vector v, =(X,y,2,0) de norma 3 i ortogonal a v, i v,.

Imposem que v, = (X,Y,2,0) sigui de norma 3:

[vi[ =3 és a dir X2 +y?+2240% =3 = x> +y? +22 =9
Imposem que v, = (X,Y,2,0) sigui ortogonal av,iv,:

<v,,v,>=0 , . (< (%,2,2,0),(2,0,-1,-1) >=0
és a dir, vegem-ho:

<(x,9,2,0),(2,2,2,2) >=0

<Vv,,v, >=0
2x-z=0
2x+2y+2z=0

Ajuntem les tres equacions que hem obtingut:

x> +y*+2z2=9 x> +y*+2z2=9 xP+y?+z°=9
2x-z=0 — Jz=2x — Jz=2x
2x+2y+2z=0 2x+2y+4x=0 y=-3x
¥ +(=3x)" +(2x)* =9 X +9x* +4x* =9 X +9x* +4x* =9
z=2x — Jz=2x — Jlz=2x
y=-3x y=-3x y=-3x
Py
=t V4
4 9 9 9 9
lz=2x — lz=22|— Pertant, v, = | = ,|—,F3,/—,2,[—,0
14 14 14 14
y=-3x
3|2
=+ —_—
T4

4, Justifiqueu que {v,,v,,v,,v,}és una base de R*.
+ El nombre de vectors del conjunt {v,,v,,v;,v,}és igual a la dimensi6 de lespai
al qual pertanyen.

+ Vegem si s6n Li.: (utilitzem el rang de la matriu)

2 2 1/9 2 2 1 1/2
14

0 2 -3 3‘/ 0 2 -3 -3‘/i
A= 14| 14|20
9 12 o0 2/2
4 14

1
-1 2 2 0 -1 2 2 0

Sén Li.; per tant, si que son una base de R*.
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38. Un inversor ha descollir com distribueix 'import de la seva inversid. En el mercat

pot triar entre 3 tipus diferents de fons d'inversid. La composicié de cadascun es detalla

en la taula segiient:

Renda fixa ¢/t Renda fixa ll/t Renda variable
Fons A 20% 20% 60%
Fons B 40% 40% 20%
Fons C 60% 40% 0%

La preferéncia de l'inversor seria invertir de manera que la proporcié fos un 40%

en renda fixa a curt termini, un 30% en renda fixa a llarg termini i un 30% en renda

variable. Hi ha alguna possibilitat de repartir el pressupost de 'inversor entre els 3 fons

de manera que obtingui les proporcions desitjades?

Les nostres incognites son els diferents fons, i volem invertir els diners amb una

proporcié determinada, aixi invertim la taula per visualitzar-ho millor i introduim les

dades del problema:
X y z
Fons A Fons B Fons C
Renda fixa ¢/t 20% 40% 60% 40%
Renda fixall/t 20% 40% 40% 30%
Renda variable 60% 20% 0% 30%

02x + 04y + 06z = 0'4

Per tant, queda un sistema dequacions lineal: J02x+0'4y +0'4z =03 —
0'6x+072y =03

02 04 06 02 04 0%
A=102 04 04—
06 02 0 06 02 0

02 04 04 =-004=0

Per tant, podem aplicar el métode de Cramer:

0'4
03
03
02
02
0'6

0'4
0'4
02
0'4
0'4
02

0'6
0'4
0
0'6
0'4
0

02
02
0'6
02
02
0'6

0'4
03
03
0'4
0'4
02

=05 y=

0'6 02 04 04
0'4 02 04 03
0 06 02 03
=0 z=
0'6 02 04 06
0'4 02 04 04
0 06 02 O

Per tant, invertira el 50% dels diners en el Fons A i el 50% en el Fons C.
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Exercicis del Tema 4:

Funcid real de variable real

39. Calculeu els limits laterals segtients:

, 1 1
a) lim = = =+
1" x-=1 10001-1 00001
-2 1'999 — 2 '
) i 522 | _ 0001 _
x—=2" X 1'999 1'999
1 1 1 1
Q) lim —— = ——— ===
x—0 1+e; 1+e—0'001 1+€ 1+0
1 1 1 1 1
d) lim - = —= —= = =0
x—0* - 1+e* 40 4o

l+e* 14001

40, Calculeu els limits segiients:

. x=5x+1 . X
a) lim ———— = lim — =+
e 3x 47 vy
2 3 _2 2 3, 2 2 5
b) lim & “3)5 Bx=2)" _ iy 8% 59" = lim . > -7
X—>+00 X +5 X—>+® X X—>+40  y

2
Xl 0, (=D o (x=D) -2

=l x”4+3x+2 0 =1 (x+2)(x+1) —-1(x+2) 1

3 2
d)lz'mx4 3x+2=h,m (le)z(x+2) =lz'm2(x;2)=§=l
=l x" —4x+3 =l (x=-1)"(x"+2x43) =1 (x"+2x+3) 6 2
2
&) lim{ ——— > New—watim X 20y, o D+2)
=l\l-x 1-x =l J—-x 0 ~=1(x=-D(-x"=-x-1)
xX+2 3

=lim——————=—=-1
=l—x"—x-1 =3
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X +
x+2\2 (1\”
li L
0 in(375) ()
2
_2
h) lz'mfx—

x>+ x° =3y + 4

41. Estudieu la continuitat de les funcions segiients i, en cas de ser discontinues, digueu

de quin tipus de discontinuitat es tracta:

2
X

a) f(x)=

x-2

Aquesta funcié és una funcié racional que és continua en tots els punts menys els

valors de x que anul-len el denominador.
x=-2=0 — x=2

Llavors f(x) és continua VxER\{2}. Vegem quin tipus de discontinuitat:

s X _ (1999 _ 3996001 _
—2 x=2 1999-2  -0001

, x> (2'001)>  4'004001
1 lim = = = 400
=2 x =2 2'001-2 0001
f(2) no existeix

— Discontinuitat asimptotica en x=2

b) (x) =

X
X

Aquesta funcié és una funcié racional que és continua en tots els punts menys els
valors de x que anul-len el denominador.

|x|=0 - x=0

Llavors f(x) és continua VXER\{0}. Vegem quin tipus de discontinuitat:

g £ 2001
=0 [x] |- 0001 _ o ~
— Discontinuitat de salt en x=0
x _ooot
0" [x| [0'001]
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1+ %3
1+X

¢) f(x) =

Aquesta funcié és una funci6 racional que és continua en tots els punts menys els

valors de x que anul-len el denominador.
I+x=0 — x=-1

Llavors f(x) és continua VXER\{=-1}. Vegem quin tipus de discontinuitat:

1+ x° 1+ (-1'001)° _ —0'003003001 3

lim
=17 14 x 1-1'001 -0'001
3 [ 3 (
1 Iim Lo _ Ty (=0999) _ 0002997001 3  — Discontinuitat evitable en x=—1
x—=-1" 14+ x 1-0'999 0'001

f(=1) no esta definit

NT+x -3
d) f(x) =
x° -4
Aquesta funcié és una funci6 racional que és continua en tots els punts menys els
valors de x que anul-len el denominador. A més, en el numerador tenim una arrel qua-

drada que no esta definida per valors negatius del radicand.

T+x<0 x< -7
x’-4=0 {x=12

Llavors f(x) és continua Vx€[-7,-2) U (-2,2) U (2,+),
Vegem quin tipus de discontinuitat:

Per x<—7 tenim que no pertanyen al domini de la funcié
Per x= -2

( tim V7+x -3 47-2001-3 -076415564
=2 x* -4 (-2'001)* - 4 0'004001

oy NT+x =3 _7-1999-3 -0763708426 _
lim2 x> =4 (=1999 -4 0003999

f(=2) no existeix

Discontinuitat asimptotica en x= —2
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Per x= 2:
fh,m N7+x =3 A7+1999 -3  -0000166671 0048
=2 x? -4 (1'999)* — 4 —0'003999

o oAT+x -3 47+2'001-3 0000166662 -
lim = = =0'046

©(2001)> -4 0004001

=2 x?—4

£(2) no esta definit

Discontinuitat evitable en x=2

x? -1

ex

e) f(x)=

Aquesta funcié és una funcié racional que és continua en tots els punts menys els
valors de x que anul-len el denominador. Pero el denominador no sanul:la per cap valor

de xER, ja que la funcié exponencial sempre és positiva.
Per tant, la funcié és continua VxER.

) f(x)=e

Aquesta funcid és exponencial que és continua en tota la recta real. Lexponent o

index de l'exponencial és una funcié racional, la qual presentara problemes en els valors

que anul:len el denominador.

x+1=0 — x=-1
R o b
ll’m ex+1 = e—1'001+1 = e—'OOl = e_°° = 0
i — Discontinuitat de salt infinit en x=—1

x—-1
1 1 1
_0' ' +
0'999+1 _ eOOOl =e

[

lim et =e = 400

x—-1*

Per tant, la funcié és continua VxER\{-1}.

g f=e”

Aquesta funcié és exponencial i és continua en tota la recta real. Lexponent o in-

dex de lexponencial és una funcié racional, la qual presentara problemes en els valors

que anul:len el denominador.
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1 1 1

, - T2 —_ .
lime * =¢e 00D _ 5 0000001 _ »,=* _ ()
x—0"
LR 1
1 2 _ , (000D T0'000001 _ ,=* _ . S .
(lime ™ =e =¢ =e " =0 = Discontinuitat evitable en x=0
r

f(0) no existeix

Per tant, la funcié és continua VxER\{0}.

1
h) f(x)=—
1+el>
Aquesta funcié és una funci6 racional que és continua en tots els punts menys els

valors de x que anul-len el denominador.

1 1
l+e™ =0 — e'" =-1 Pero la funcié exponencial és una funcid positiva,és a

dir, no hi ha cap valor de x que faci que en avaluar la funcié resulti un nombre negatiu.
Per tant, amb el denominador de la funcié racional no tenim problemes de con-
tinuitat.
Observem, pero, que lexponencial que es troba dins la funcié racional té un expo-
nent que és una altra funcid racional. Aquesta sera continua en tots els punts menys els

valors de x que anul-len el denominador.
l-x=0 —= x=1
Vegem que passa en aquest punt:

( 1 1 1 1 1 1

lim — = — = 1

1 1-0'999 0'001 1+€+°° 1+OO + %
l+e'™ 1+e'- l+e

i 1 1 1 1 1
lim = = — = — = -
l+e 1+0

1 1
1+el—x 1+el—l'001 1+e—0'001

Discontinuitat de salt a x=1
Per tant, la funcié és continua VxER\{1}.
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1 _ 2
42, Trobeu la recta tangent a la funcié f(¥) = 111( o

N AT
Hem de trobar la recta: y—f(2)+f(2)(x 2)

Aixi, haurem de buscar f(%) i f'(%)

(L

fl =In 2 > =1n§ ~—0'5108
2 1 5
I+|—

2

—2x(1+x%) = (1-x*)2x

en el punt x _1
+x° P 075"

—2x-2x° = 2x+2x° —4x
, 3 (1+x2)2 3 (1+xz)2 _(1+x2)2 _ —4x(1+x2)
f(x)_ 2 - 2 - 2 22 2N
1-x 1-x 1-x T+x7) (1-x7)
1+ x? 1+ x? 1+x?
—4x —4x

T A+x)(1-x7) 1-x°

Llavors:

1 1 1 32/ 1 3216
==+ f[=|[x-=]=-05108-22[x-=| = 0’5108 - 2= x + — = -
4 f(z) f(z)(x 2) 15(x 2) 15715

y =-2"13x+0'5558

43, Sigui f(x) = e*+/2x . Calculeu lelasticitat E, f (x) en el punt x, = 1

A

f'(x)=e4"-4-\/§+e4x-2\/2§ =e4"(4\/§+ \/;_x)
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1
f'l=e4242l+ L |ose
2 2 1
2
2
1 1
Llavors: £ #(L)o p(1). 2 _s.22 _3
xfz v 5 TS

44,
a) Donades les funcions f(x) =%, g(x) =x2 i h(x) = f(x)xg(x), calculeu E_f(x,),
E. 9(Xp), Exh(X,) -

1 xo__ﬁ=_
o E f(x))=71"(x0)" fix 0)‘—2 I— xé 1
X9

f@ = = S =
X X,

0

3 X, 3 242 3 3
E _g(x =X, = Tx2 t=x) ==
+ g( 0) g'(x o) 0) > 0 x; ) 0 B 0 B

0

31 3 , 3
g'(x) = 5 2=§\/; - g(x0)=5\/g

+  E.h(xy) =h'(x) = ’ =
X

1 3 -1+

N | W

)= f() g =—x? =x 2 =x? =dx = h(x) =y
1 1

B (x) = = W(x,) = ——

RN C0) 2%,

b) Feu el mateix amb les funcions f(x) = x?i g(x) = e*.
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v E f(x) = (%) =2xy— =2

f(x)=2x = f'(x)=2x,

Xo X
v Eg(x)=g'(xy)" =e )2] =X
( 0) e
g'x)y=e" = g'(x)=e"
22 2
+ Exh(x0)=h'(x0)-x—°=ex°(2x0+x02)- fo =e™ -x(’(2+x°)=exﬂ . +x°)=2+x0
h(x,) x,e” x,e" e’

h(x)= f(x)-g(x)=x’e" = h(x,)=xe"

h(x)=2x-e" +x>-e" =e"2x+x>) = h(x,)=e"(2x, +x2)

¢) Estan relacionades E, f(x,), E,g(X,), E,h(x,) ? En cas afirmatiu, podrieu demostrar
aquesta relacié?

Si, estan relacionats E h(x,) = E, f(X,)+E,g(X,)
Demostracié:

E h(x,) =h'(xy)-

= (' (xy) - g0xy) + f(x0)- &' (xp) )

h(xo S(x )g(xo)
_ S (x0) 8(x0) xo + f(x,) 8" (%) X, _ S'(x0) g(x) " x, +f(x0)-g'(x0)'x0 _
S(xy)-g(x,) S(x)-g(x,) J(x)-g(x,)
f(xo) Xy g(xo) Xo ' Xo
= X9 0]’ =E, )+ E, 0
oot gty Ty T8 iy = B0 + B )

d) Atesos els resultats anteriors, quant val lelasticitat de f(x) = x? I lelasticitat de
f(x)=x"
Calculem lelasticitat de la funcié f(x): E_f(x,) = f"(x,) —2>—=1-"2=1

S'=1 = filx)=1

Utilitzem la relacié que hem trobat a lexercici anterior, canvio el nom de la funcié
per evitar confusions amb la notacié. Aixi, doncs, tenim:

a vegades a vegades

gx)=x“=x- ... ‘x=f(x) ... f(x)

174



MATEMATIQUES |

a vegades a vegades

Per tant: £ g(x,)=E_ f(x))+. ... +E_f(x,)=1+ ... +l=«a

45,
a) Donades les funcions f(x) =e?*, g(x) = x* i h(x) = %, calculeu E,_f(x,), E,g(X,),

E h(x,) .
' ( 0) . Xo _262)% .x_0_2x
= =<4

+ F = f
)= )

fl(x)=2e" = f'(x,)=2e"

T 0y, 20 =2
g(x,) Xg

g'x)=2x —= g'(x)=2x,

v E g(x)=g"(xy)"

207 (x, =) x, _ 2e™(x, = Dx,

*Eh(xy) = (xy) —2 - = 2(x, —1) = 2x, -2

h(x,) B x; e e x,
X,
x) e 2x0
ey =L L=
g(x) «x X,

. 2e*x% —e™2x  2e7(x-1 2™ (x, -1
h(x)= 4 — (3 ) — h'(x0)= (30 )
x x X,

b) Demostreu que, per a dues funcions derivables f(x)i g(x), es compleix la igualtat

seglient:
£ LY g p)-Egxy)
g(xy)
Definim: h(x) = 100
Demostracié: 9(x)
A X .%o =f'(xo)'g(xo)_f(xo)'g'(xo). Yo _
Ea) =050y (o)) 7

g(xy)

_ (f"'(x9) - g(xy) = f(xy) " g'(x,)) . 8(x0)x, _ (f'(x9) - g(xy) = f(xy) " g'(x,)) %o

(2(x0)) (%) 2(x,) fxg)
_ S (xg)g(xg) xy = f(x0)8'(xy)" X, _ J'(x0)-g(x) " x, _f(xo)'g'(xo)'xo _
g(xy)- f(x,) g(xg)- f(x,) g(xy) - f(x,)
S (x0) xy  g'(xp) %, Xo ' Xy
= - = f'(xy)" - o)’ =k, 0)—E, 0
Foo gl T TGy T gy T B ) Bsln)
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46.
a) Considereu les funcions f(x)=e* i g(x)=In(x). Calculeu l'elasticitat de f al punt x, = %

i lelasticitat de gal punt , _ 2.

1 1
N LA TR A N I T
) B) i
S
reme = p(5)ee
Xo

b) Considereu les funcions f(x) = x i g(x) = x *. Calculeu les elasticitats de figen x, .

*ES(x) = S(xp) f&) - ;_ =35, =3
() ==-3x" = f'(x,))=-3x,"
X0
e E g(x)=g"(xy) Yo _ _lx(;g x_ol - _lx(ﬁ“% __ 1
g(x,) 3 %7 3 3
: 4

g=-3x7 = gl)=-ox%’

¢) Tenint en compte que en els apartats anteriors g es la funci inversa de f. Trobeu

alguna relaci6 entre les seves elasticitats?

1
Si, estan relacionats: E f(x,)=—F+——
" Ee(f(x)

Demostracié: Considerem /' (x) = g(x) i demostrarem que E f(x,) E.g(f(x,)) =1

E.f(x,) E D) = £1(x)- o o ) VACTY N ) X (1) ) S)
) B0 = f ) g () L= (e ()@ Hoos
7 () ey HE = ) ) = 6o e = (71 e) -

=(xo)/ =1
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Nota: Aqui x, representa qualsevol punt, és a dir, és una variable.

47. Resoleu els limits segiients:

, e'(l1-¢e") 0o et —e™ , e’ —2e™ -1

a)lim————— = — =lim = lim
=0(1+x)Inl-x) 0 *=0ln(l-x)+xIn(l-x) x=0 1—1 +1n(1—x)—1x -1
-X -X

b) Iim x* In(x) = (0'001) - In(0'001) = 0
x—=0"

1 1 e =-1-x 0 e’ -1 0o e’ 1
c) lim— - — =0-®=/lin———=—=lin————=—=lim———=—
=0x ' -1 =0 x(e"=1) 0 x20e"+xe" =1 0 x>0¢" +e" +xe 2
T L (Can) S R
d) limx*" limx* =17 = =g =¢' =¢
x—1 x—1
1-e*~1)e lim —e~*-¢* lim - 1
, x\e* llm( im —e e im —e _
e) lim(1-€7)" 21" = e ce T L L e
X—>+0 e
x 2 x
, e—-e 0
f) lim =—=[im— = ¢’
=2 x =2 0 21

48. Representeu gréﬁcament les funcions seglients:

3

X
a) f(x)= 1
Domini: Simetries:
Domf (x) = R\{1,-1} Hi ha simetria central
Punts de tall: Asimptotes:
eix x (0,0) eix y (0,0) Vertical: a x=—11ix=1

Horitzontal: No n'hi ha
Obliqua: delimitada per la recta y=x
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Monotonia:
(-2—V3) | =3 | (=V3.-1» | (10) 0 (O.1) (1V3) V3| (J3.400)
v maxim ~a ~a P~y ~a minim ¥
Creixent Decreixent | Decreixent Decreixent | Decreixent Creixent
Curvatura:
(=%,-1) (-1,0) 0 (0,1) (1,400)
N U Punt N U
Concava Convexa | d’inflexi6 Concava Convexa

Representacié grafica:

2
X

b) f(x)=

Domini:

x-1

4

Domf (x) = R\{1}

Imatge 52

Punts de tall:
eixx (-2,0)i(2,0) eixy(0,4)
Monotonia:
(—00’1) (1,+OO)
Pl P
Creixent Creixent

Simetries:

No hi ha simetries

Asimptotes:

Vertical: a x=1

Horitzontal: No n’hi ha

Obliqua: delimitada per la recta y=x +1

Curvatura:
(_0051) (1,+OO)
U N
Convexa Concava
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Representacié grafica:

) fx)=(x-1)e™

Domini:
Domf (x) =R

Imatge 53

Simetries:

No hi ha simetries

Punts de tall: Asimptotes:

eixx (1,0)  eixy(0,-1) Vertical: No n'hi ha.
Horitzontal: No n'hi ha.
Obliqua: No n'hi ha.

Monotonia: Curvatura:

(_0052) 2 (2,+OO)
maxim
v ~a (—=,3) 3 (3,+%)
N Punt Y]
Creixent Decreixent Concava d’inflexi6 | Convexa
Representacié grafica:
Imatge 54
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2
-1
d) fx)=-"2"—
) f(x) (e 2)2
Domini: Simetries:
Domf (x) = R\{2} No hi ha simetries.
Punts de tall: Asimptotes:
eixx (—1,0)i(1,0) eixy (05_%) Vertical: a x=2
Horitzontal: a f(x)=1
Obliqua: No n'hi ha
Monotonia:
— oo’l l 1’2 (2,+O°)
2 2 2
s minim P 4 ~

Decreixent Creixent Decreixent

Curvatura:
1 1 1 (2,+%)
- ®0,—— - - _72
S AT
N Punt U U
Concava d’inflexid Convexa Convexa

Representacié grafica:

B
Imatge 55
L
¢) fx)=e "
Domini: Simetries:
Domf (x) = R\{0} Hi ha simetria axial.
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Punts de tall:
No hi ha talls amb els eixos

Asimptotes:
Vertical: No n'hi ha

Horitzontal: a f(x)=0

Obliqua: No n'hi ha
Monotonia:
(— 00,0) (O,+OO)
A /V
Decreixent Creixent
Curvatura:
2
oo \E _ F NENEN e 2 \ﬁ,m
3 3 3 3 3 3
N Punt U U Punt N
Concava d’inflexi6 Convexa Convexa d’inflexi6 Concava

Representacié grafica:

e A
Imatge 56
f) f(x)=x%e
Domini: Simetries:
Domf (x) =R No hi ha simetries.
Punts de tall: Asimptotes:
eix x (0,0) eix y (0,0) Vertical: No n'hi ha
Horitzontal: No n’hi ha.
Obliqua: No n'hi ha.
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Monotonia:
(— 00,—2) -2 (_290) O (O,+OO)
Maxim minim
/V A /V
Creixent Decreixent Creixent
Curvatura:
S
(_oo,—2—\/§J —2-2 (—2—\/5,—2+\/§J —2+42 (—2+\/5,+°°;
U Punt N Punt U
Convexa d’inflexi6 Concava d’inflexi6 Convexa
Representacié grafica:

Imatge 57
x3
g) f(x)= m
Domini: Simetries:
Domf (x) = R\{-1} No hi ha simetries.
Punts de tall: Asimptotes:
eix x (0,0) eix y (0,0) Vertical: a x=-1

Horitzontal: No n'hi ha
Obliqua: Delimitada per la recta y=x-2

Monotonia:
(- ,-3) -3 (-3,-1) (-1,0) 0 (0,+)
v maxim ~aA v p.i v
Creixent Decreixent Creixent Creixent
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(— OO,—I) (_150) 0 (0’+OO)
a a Punt U
Concava Concava d’inflexio Convexa

Representacié grafica:

x-1

h) f(x)=er

Domini:

Domf (x) = R\{-1}

Punts de tall:
eixx Nonhihaeixy (

Monotonia:

Imatge 58

ljo)
e

(— OO’—l) (—1’+OO)
/v /v
Creixent Creixent

Simetries:

No hi ha simetries.

Asimptotes:
Vertical: No n’hi ha
Horitzontal: en f(x)=e
Obliqua: No n'hi ha.

Curvatura:

Cocl) [ CLO [0 T (04
U U Punt N
Convexa | Convexa | d’inflexid | Concava
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Representacié grafica:

x*+1

x? -1

i) f(x)=

Domini:
Domf (x) = R\{-1,1}

Punts de tall:

Imatge 59

Simetries:
Hi ha simetria axial.

Asimptotes:

eixx (-1,0)i(1,0) eixy(0,-1) Vertical: ax=-11ix=1
Horitzontal: a f(x)=1
Obliqua: No n'hi ha.
Monotonia:
(coe-1) | (<10) | O 0.1) (L+e2)
v v maxim s ~
Creixent | Creixent Decreixent Decreixent
Curvatura:
(- 0,-1) (-11) (1,+0)
U N U
Convexa Concava Convexa
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Representacié grafica:

Imatge 60

. 2(1 - x? )

J) f(x) - (1+x2)2

Domini: Simetries:

Domf (x) =R Hi ha simetria axial.

Punts de tall: Asimptotes:

eixx (—1,0)1(1,0) eixy(0,2) Vertical: No n'hi ha.
Horitzontal: a f(x)=0.
Obliqua: No n'hi ha.

Monotonia:

(-2,=V3) | =43 | (3.0 0 (0,43) -3 (V3,400
~ minim P 4 maxim ~a minim B 4
Decreixent Creixent Decreixent Creixent

Curvatura:
(-0,a)| a (a,b) b (b,c) c (c,d) d (d,+)
N p.i U p.i N p.i U p.i N
Concava Convexa Concava Convexa Concava

On: a=-+2-1, b==+2+1 ,c=42-1 i d=/2+1
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Representacié grafica:

Imatge 61

49, La relaci6 que existeix entre el benefici obtingut (b) per la venda de cert article i el
nivell de producci6 (q) daquest article és la segiient:

3
b=31+24q—5'5q2+%

En aquest cas, b estd expressat en unitats monetaries i g en unitats produides.
Sabent que el nivell de produccié ha de ser una quantitat positiva i no més gran que
10, trobeu el nivell de produccié que fa que hi hagi un benefici maxim i quin és aquest
benefici maxim. Gracies a una millora técnica, el nivell de produccié q augmenta fins a
11 unitats; quin és el nivell de producci6 optim i el benefici en aquest cas?

Observem les grafiques segiients:

Grafica 1 Grafica 2 Grafica 3

\/

Imatge 62 Imatge 63 Imatge 64
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Grafica 1: Representa la funcié b(q)
Grafica 2: Representa la funcié b(g) al interval [0,10]
Grafica 3: Representa la funci6 b(g) al interval [0,11]

Sabem que (Grafica 2):

0<g<I10
3

b(q) =31+ 24q - 5'5¢° +%

Volem trobar q de manera que b sigui el més gran possible, és a dir, busquem el
maxim absolut de la funcié b(q).

Aquest, segons el teorema de Weierstrass, sabrem que es troba a l'interval [0,10].

Busquem els punts critics de la funcié: sabem que es troben en els punts on la
funcid no és derivable (no és el cas), en els extrems de 'interval (és a dir, en x=01x=10)

i en els punts on sanul-la la derivada, busquem-los:
b'(q)=24-11g+q> — ¢’ -11g+24=0 < x,=8 ix,=3
Per tant, tenim quatre candidats a maxim absolut:
b(0)=31 , b(B)=62'5 , bE®) =416 , b(10)=>543

Per tant, el nivell de produccié que maximitza el benefici és g=3 i el benefici és
62’5 unitats monetaries.

Qué passa si 0<q<11 (grafica 3)?

El procés de cerca del maxim absolut és analeg a lanterior pero ara lextrem q=10
és g=11.

Per tant, tenim quatre candidats a maxim absolut:
h(0)=31 , b(3)=62'S , b®) =416 , b(1)=736
Per tant, el nivell de produccié que maximitza el benefici és g=11i el benefici és

73'6 .

50. A Tempresa COSTOSA, la produccié i la venda de x articles tenen associades la
funci6 de costos C(x) = 200 + 5x + 0'1x* i la funcié d'ingressos R(x) = 8x.
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a) Trobeu el valor de x que minimitza el cost unitari C,(x) = € .
X

[ 2
_C0) _200+5x+01¢ 200 o o o 200 o o0,
X X X

Cu(x)

=

Imatge 65

Si observem la funcid, veurem que x no pot ser negativa; llavors sols considerem la
branca de la dreta i veiem que x=0 no pertany al domini de la funcié. A més, la funcid
és derivable en tots els punts del seu domini. Per tant, la recerca dels punts critics es
redueix a buscar els punts on sanul-la la derivada.

Busquem el minim d’aquesta funcié:

200 oy o, 200
X X

C. (x)=- +01=0 — x==+2000

Vegem si és un maxim, un minim o un punt d'inflexié:
g

" 400
C, (W2000) = ———==>0 — minim
" 400 (v/2000)°

Co0="5 v 400
C, (—+/2000) = 2— <0 — maxim

(—+/2000)°

Per tant, x =+/2000 = 44'72 = 45

b) Comproveu que el cost unitari minim es troba quan el cost unitari és igual al
cost marginal.
Hem de comprovar que imposant la segiient igualtat, llavors obtenim la x de
l'apartat anterior:
200 , . 200 .
C,(x)=CMg(x) — —+5+01x=54+02x > —+01x=02X —
X X
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— 200 =01x — 200 = 01x* — X = +4/2000

\ X . . . .
Pero, com que una quantitat d’articles mai no pot ser negativa, llavors,

x =+2000 = 44'72 = 45

¢) Calculeu el valor de x que maximitza la utilitat P(x) = R(x) - C(x).

P(x) = R(x) - C(x) = 8x — 200 — 5x — 0'lx*> = =0'Ix’ + 3x — 200

[\

Imatge 66

Aquesta funcié és derivable en tot el seu domini, i considerem la grafica a partir
de x=0.

En que P(0)=-200.

Busquem la x que maximitza P(x):

P'(x)=-02x+3 — -02x+3=0 — -02x+3=0 — x=15
P'(x)=-02 — P"(15)=-02<0 maxim

d) Comproveu que la utilitat maxima es troba quan el cost marginal és igual a
l'ingrés marginal.

Hem de comprovar que imposant la segiient igualtat, llavors obtenim la x de
l'apartat anterior:

CMg(x)=IMgx) — 5+02x=8 = x=15
51.Un ramader compra una partida de bous per engreixar. Cada bou pesa 24 kg i costa

8,16 euros. Engreixar un bou li costa 0,24 euros al dia i engreixa 3 kg al dia. El preu del

bou al mercat esta disminuint de manera que al cap de t dies de la compra, aquest preu
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ésde 2- ﬁ euros per kg. Quin és el guany si ven els bous al cap de 10 dies? I al cap

de 15 dies? Quants dies li convé engreixar els bous abans de vendres si vol obtenir el

maxim guany per bou?

Dades:

+ pes del bou abans dengreixar=24 kg

+ pes del bou després dengreixar-lo t dies=24+3t kg

+ cost del bou abans dengreixar= 8,16 euros

+ cost del bou després dengreixar-lo t dies=8,16+0,24t euros

1t
+ preu del bou al mercat: 2 - 500 euros per kg.

Nota: t representa el nombre de dies.

+ Guany en la venta per cada bou al cap de 10 dies:

B(10) = I(10) — C(10) = 105'3 - 10'56 = 94'74 euros

t 10
It)=pqg=|2-——|(24+3t 110)={2-——1]24+3-10)=105'3
()= pq ( 200)( )y o) ( 200)( )
C(t) =816 + 0'24¢ C(10) =816 +02410 =10'56

+ Guany en la venta per cada bou al cap de 15 dies:
B(15) = I(15) = C(15) = 132'825 —11'76 = 121065 ~ 12107 €uros

4 15
1(t)=pq=(2—2—00) (24 + 3¢) R 1(15)=(2_2_00

C(t) = 816 + 024 C(15) =816 + 02415 =11'76

)-(24+3-15)=132‘825

Hem de buscar el maxim de B(t):

B() = 1(t) = C(1) = ———1* + 27 4 L 48 _ 816 — 01241 = ~0'0157* + 5641 + 3984
200 25
[(t)=pq=]2-—— -(24+3t)=48+6t-iz—it2 IRV PR
200 25 200 200 25

C(t) = 8'16 + 0'24¢
B'(f) =003t + 564 — —003+564=0 — =188

B(188) = —0'015¢* + 5'64¢ + 39'84 = 570 €Ur0S
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Si el ramader vol obtenir el maxim guany, haura dengreixar els bous durant 188

Nota: Per trobar la t que maximitza el benefici, podem imposar que els ingressos

marginals siguin igual als costos marginals:

IMg (t) = CMg(t)

I sobté el mateix resultat.

52. Un centre cultural realitza un concert al mes. Actualment, la mitjana d’assisténcia
és de 3.000 aficionats, i el preu de venda és de 20 euros per entrada. Si els preus aug-

mentessin o es rebaixessin en 1 euro, lassisténcia mitjana es reduiria o augmentaria,

respectivament, en 100 aficionats. Quins s6n els ingressos si el preu de venda és de 17

euros? | si fos de 22 euros?

Dades:

+ Nombre d’aficionats actualment: 3000

+ Nombre daficionats en variar el preu: 3000—100¢

+ Preu de venda per entrada actualment sense variar: 20

+ Preu de venda al variar-ho: 20+t
Nota: La t representa una variacid positiva o negativa.

+ Ingressos si el preu de venda és de 17 euros:

p=2041 = 17=2041 — 1=-3
1(=3) = p:q = 17-(3000 — 100-(=3)) = 56100 EUrOS
+ Ingressos si el preu de venda és de 22 euros:

p=20+¢t — 22=20+¢t — t=2

1(2) = p-q = 22-(3000 — 100-(2)) = 61600 €Ur0S

a) Trobeu el preu de lentrada que maximitzara l'ingrés.

Hem de buscar el maxim de I(t):

I(f) = p-q = (20 + £)(3000 — 100¢) = 60000 — 20007 + 30007 — 100> = —~100¢> + 1000 + 60000
I'(f) = =200 +1000 = — 2007 +1000=0 — =5
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Per tant, maximitzara I'ingrés un augment de 5 euros, aixi el preu sera de 25 euros.

b) Cada espectador fa una despesa mitjana de 4 euros en productes que es venen
durant el concert. Determineu el preu optim de lentrada amb aquesta informacié.

Hem de buscar el maxim de I(t):

1(t) = pq = (20 + 1 + 4)(3000 — 100¢) = (24 + £)-(3000 — 1007) =
= 72000 — 24007 + 30007 — 100¢> = =100¢> + 600¢ + 72000

I'(t) = =200 + 600 - -200¢+600=0 — ¢=3

Per tant, maximitzara I'ingrés un augment de 3euros, aixi el preu sera de 23 euros.

53. La gerent d'un restaurant ha observat que quan les amanides tenen un preu de 2,5
euros, se serveixen 200 amanides als clients. No obstant aixo, per cada euro d'augment
al preu, es perden 100 clients. Analogament, per cada euro rebaixat al preu es guanyen
100 clients. Es suposa que qualsevol fraccié deuro daugment (o de disminucid) al preu
provoca una pérdua (guany) proporcional corresponent en el nombre de clients. D'altra
banda, el servei damanides te uns costos fixos de 100 euros diaris més 0,30 euros per

client. Determineu el preu de 'amanida que maximitza el guany diari.

Dades:

+ Preu d'una amanida abans: 2,5 euros

+ Preu d'una amanida al variar-ho: 2,5+t euros
+ Amanides servides abans: 200

+ Amanides servides al variar el preu: 200—100¢

Nota: La t representa una variacid positiva o negativa.
Hem de buscar el maxim de B(t):
B(t) = I(t) = C(t) = =100¢> = 50¢ + 500 + 30¢ — 160 = —100¢2 — 207 + 340

I(t) = pq = (2'5 + 1 }(200 = 100t) = 500 — 250t + 200t - 100t> = -100t> — 50 + 500
C(t) = 100 + 0'3:(200 — 100¢) = 100 + 60 — 30¢ = =307 + 160

B'(t) =-200t-20 — -200r-20=0 — ¢=-0'1

El preu que maximitzara el benefici sera: 2,5-0,1=2,4 euros.

192



MaATEMATIQUES |

Nota: Per trobar la t que maximitza el benefici, podem imposar que els ingressos
marginals siguin igual als costos marginals:
IMg (t) = CMg(t)
I sobté el mateix resultat.

54. Un pages vol tancar 60.000 metres quadrats de terreny rectangulars. Un dels cos-
tats daquest rectangle és a la vora d'un cami, la qual cosa fa que el cost del metre de
tanca sigui d'1 euro per metre en aquest costat. Per a la resta de costats, el cost és de 0,5
euros per metre. Quants metres de cada tipus de tanca ha de comprar el pagés per fer

minimes les seves despeses?

Perimetre=2a+2b

Cami

Area= base - altura

b

Imatge 67

Sabem que l'area és 60.000 m?. Per tant: 60000= b - a
Volem minimitzar la funcié de costos, és a dir, el nombre de metres de tanca (el
perimetre) pel preu respectiu: C=1-a+05b+05a+05b

Aquesta funcié depén de dues variables que estan relacionades, llavors:

60000 o = 50000
{60000=b-a e 5
C=15a+b o tsoeh o _ps.60000 90000
b b
Minimitzem C(b):
C'(b) = - 901)0200 tl—> - 9(20200 +1=0—- —90000+5b% =0 — b = £+/90000 = =300

Com que els metres d'una tanca sempre és una magnitud positiva, prenem
b=300.

Comprovem que és un minim de la funcié C(b):

193



Llticia Mauri Masdeu

vy = B0 - cn300) = 2090 _ 6 5 0
b 300
Per tant, és un minim de C(b). [ amés a = @ =200

Aixi, doncs, el pagés haurd de comprar 300+200+300=800 metres de tanca de

0,5 euros per metre i 200 metres de tanca d'1 euro per metre.

55. El campament dels germans Dalton es troba a dos quilometres del marge d'un
riu recte. Lucky Luke es troba al mateix costat del riu, perod a 10 quilometres riu avall
d’aquest campament, i a 4 quilometres del marge. Si Lucky Luke vol abeurar el seu ca-
vall, Jolly Jumper, abans d’anar al campament a detenir els Dalton, quin cami o camins

haura de seguir per recérrer una distincia minima?

Imatge 68

El cami més curt és lassenyalat amb roig (o vermell).
Per tant, la distancia minima serd: D=y +z

Vegem que sén yiz:

y =44 +(10-x)* =/x* =20x+116
=22 +x7 =4+ x°

_’D(x)=J/+Z=\/x2—20x+ll6 +\/4+x2

Busquem el minim d’aquesta funcié:

D'(x) = x-10 L X N x-10 X 0
Vx? =20x+116 4+ x> Vx? =20x+116 /4 + x>
x-10 _ X . x-10 ’ B X ’
Vx?=20x+116 4+ x> Jx? =20x +116 V4 + 12
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(x -10)? B x? N x2—20x+100_ x?
x2=20x+116 4+x? x2=20x+116 4+x?

(x> =20x +100)(4 + x*) = (x> = 20x +116):x> —

4x% + x* —=80x —20x> +400+100x% = x* —=20x° +116x* —
10

12x> +80x-400=0 — x, =—=33 i x,=-10
3
L : 10 -,
Una distancia no pot ser negativa; per tant, comprovem que X, = ? =33 ésel

minims:

0-10 0 4-10 4

4 <0, D'(4)= + >0
V02 22004116  4+0? VA2 22044116 Na+42

D'(0) =
Com que la grafica decreix per lesquerra del punt i creix per la dreta del punt,
tenim que x, = 3" 33 és un minim.

Aixi, la distincia minima sera:

2 2
D(¥)=y+z=\/(%) —20-?“16 +\/4+(%) =234 =11'66 km.

56. Un ramader vol construir una tanca rectangular a la vora d'un riu recte. Només té
1.000 metres de filferro i no cal tanca pel costat del riu. Quina és I'area maxima que es

pot envoltar amb la tanca de filferro?

CAMP

RIUV

Perimetre=a+2b

Area= base -+ altura

b

Imatge 69

Sabem que disposem d’'un perimetre de 1.000 metres. Per tant: 1000 = a + 2b
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Volem maximitzar la funcié area A=b + a pero veiem que depén de dues variables
a i b. Perod aquestes estan relacionades amb la condicié anterior. Per tant, aillem una

variable i la substituim a la funcié area:

1000=a+2b _ (a=1000-2b _ (a=1000-2b
A=a-b A=a-b A = (1000 - 2b)-b = 1000b - 2b*

Per tant, ara ja tenim la funcid area expressada respecte una variable, la b:
Maximitzem la funcié A(b) = 100056 - 25> :

A'(b)=1000-4b —> 1000-4b=0 — b =250

Comprovem que és un minim de la funcié A(b):

A'(b)=-4 — A"(250)=-4<0

Per tant, les dimensions del rectangle que maximitzaran l'area d'aquest camp se-
ran: 500 x 250 metres. I el valor de lArea maxim sera de A = 250:500 = 125000 m?.

57. Segons un estudi sobre levolucié de la poblacié d'una espécie protegida determi-
nada, podem establir el nombre d'individus d'aquesta espécie durant els propers anys

mitjancant la funcid

50¢ + 500
f)=——
r+1

en queé t és el nombre d'anys transcorreguts.

a) Calculeu la poblacié actual i la prevista per a d’aqui a nou anys.
La poblacié actual representa I'instant de temps t=0, ja que encara no han comen-
cat a passar els anys, aixi daqui a 9 anys t=9.

50-0 + 500

1) = 0+l 500 individus, 7(9) = 309 +500
+

=95 individus

b) Determineu els periodes en qué la poblacié augmentara i els periodes en qué
disminuira.

Es a dir, ens demanen els intervals de creixement i decreixement de la funcié. Tin-
guem en compte que t=—1 no pertany al domini pero aixd no ens afectard pas, ja que
no existeixen nombre d'anys negatius. Aixi, podriem afirmar que el domini daquesta

funcié respecte al context que ens trobem és [0, +).
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_50(7 +1) = (507 + 500)1 _ 507 +50—507 =500  —450

1 t —
A (t+1)° (t+1)° (t+1)°
— 450 . _
+ 1) =0 — -450=0 Per tant, no tenim punts singulars.
Llavors:

[0.+2)
~a

decreixent

¢) Esbrineu si, segons aquesta previsid, la poblaci6 tendira a estabilitzar-se en al-
gun valor i, si escau, determineu-lo.
Es a dir, volem saber la tendéncia en el més infinit. Per tant, el limit d'aquesta fun-

cié quan x tendeix a més infinit.

i 3014500 _
v (4]

Per tant, la poblacié tendira a estabilitzar-se en 50 individus.
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Exercicis del Tema 5:

Integracié

58. Calculeu les integrals immediates segiients:

6
a)fxsdx=%+k

b)

3 -2 3
f(4x2 +x7° +1)dx=f4x2dx+fx'3dx+fldx=4x—x+1lnx+k =4i— 12 +lln‘x‘+k
2x 2x 3 2 2 3 2x

1 1 3 5
c) fx-\/;a’x=fx‘x5a’x=fxl)?a’x+fx§dx=%xE +k=§\/x75+k

1 1
d = —In[2x -
)fzx_3dx Zln\zx 3 +k

) [ _x;x3 dx = —éln‘l 25|+ k

f) fe”‘dx =—e " +k

59. Calculeu les integrals immediates segiients:
a)
5 2

[ (P47) dx = [x* +14x” + 49dx = [x*dx+ [14x’dx+ [49dx = % + 14% +49x +k =

X 14x°

=—+

+49x + k

1
1 1 1 l‘E 1
D) [(——dx=(—=dt=(t *dt=—+k=2t> +k =2\t +k =2 1+k
)f — x(l)f\ﬁ f l+ + N 5 Vx+1+
2
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(1) Utilitzem el canvi de variable:

t=x+1
dt = dx
(2) Desfem el canvi de variable.
c)
. x? xi 3 g >
f(3x+2‘{/;)dx =f3xdx+f24\/;dx = 3fxdx+ 2fx4dx = 37+ 2? +k= 5x2 +§x4 +k
4
1 1
d) fx 3 a’x(1=) ;dt = In|s| +k;)1n|x +3|+k
(1) Utilitzem el canvi de variable:
t=x+3
dt = dx
(2) Desfem el canvi de variable.
1 1 dt 1 .dt 1 1
&) [—dv= [~ L _yp ek == In|-Tx +11] 4k
)f—7x+11 g ft -7 7fl‘ 7n||+ 7Il| o |+
(1) Utilitzem el canvi de variable:
t=-Tx+11
t=-Tx+11 p
dt = ~Tdx A ix
(2) Desfem el canvi de variable.
Inx t? (In x)*
f — = . = — =
)f . a’xmft dt 3 +k= 3 +k
(1) Utilitzem el canvi de variable:
t=Inx t=Inx
dt = la'x dt = ax
x X
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(2) Desfem el canvi de variable.

1 P
g)fx(lnx) <1>f dt = ft dr =1 1+k——t k<3>_1nx+k

(1) Utilitzem el canvi de variable:

t=Inx t=Inx
dt=ldx dt=@
X X

(2) Desfem el canvi de variable.
h) fedv=fe' S ar_ f ¢'di = 3e +k—% Mk

(1) Utilitzem el canvi de variable:

{t =3x
- Jdt

(2) Desfem el canvi de variable.

i) f5 o (1) ln|t| + k 1n|5 +e'|+k

(1) Utilitzem el canvi de variable:
t=5+e"
dt =e'dx

(2) Desfem el canvi de variable.

. -3
J)fx—adx=fx"4dx=x—+k=—%+k

-3 3x

- 1 1
k (L YL S SR St
)f(x 1)2 t=[17dt <t ke
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(1) Utilitzem el canvi de variable:
t=x-1
{di =dx
(2) Desfem el canvi de variable.

-2 e2dt s 1 ]
|)fmdx(]—)ft—3—2fl dt=2 _2+k— 1‘2+k_ (1_x)2+k

(1) Utilitzem el canvi de variable:
t=1-x
{dt = —dx
(2) Desfem el canvi de variable.

60. Calculeu les integrals per parts segiients:

@)
3 3 1 x 3 3

fx ln(x)dx ln(x) ——f— —dx In(x)- ———fx dx = ln(x)-——g ?+k=?ln(x)—?+k

(1) Prenem:
1
u = In(x) du=— dx
x
dv=x* dx V="
b) fxexa’x(l=)xe’r —fexdx= xe' —e" +k=e"(x-1)+k

(1) Prenem:

U=x du = dx

dv=e* dx y=e

2x 3 2x 2x

fxzezxdx— 21x2 & —f2xe
(2) 2 2 2
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2x

2x

2x

2x

oyl 3 28 —fxezxa’x —x- _3 PR, P —fe dx || =
2 2 2 3) 2 2 2 2 2
=x3.62x_§ x2e2x_ xe2x_e2x +k=x3.e2x éxzer_xebc 82.\' +k=
2 2 2 2 4 2 2 2 2 4
3 e 3x%e®™  3xe*  3e* x*e®  3x%e™ 3xe™ 3e™
=X - + |- + - +k= - + - +k=
2 4 4 8 2 4 4 8
3 2
_o[ X 3xT 3 3)
2 4 4 8
(1) Prenem:
u=x’ du = 3x*dx
er
dv=e* dx V=
2
(2) Prenem:
u=x’ du = 2xdx
er
dv=e> dx V=
2
(3) Prenem:
U=x du = dx
e2x
dv=e” dx V=
2
d)
In(x) 1 1 11 In(x) .1 In(x) 1
dx=[—-1 dx=——-1 —(-——dx=—""TY 4 [—dx=—2-—+k =
fo X fo n(x) = . n(x) f o X . +fx2 by . x+
_-h-1
x
(1) Prenem: i
u = In(x) du=—dx
X
1 1
dv=— dx V=——
X X
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2

e)

[xInx) dx;ln(x)-%-fgédh1n(x)~§-f§dx=1n(x)-§-%fx dx=§ln(x)—§+k=
x? 1

=—|In(x)-—|+k
s (15

(1) Prenem:

u = In(x) a’u=l dx
X
dv=x dx y="—

f)

fln(x)dx=fln(x)-l dx(T)x-ln(x) —fx-édx=x-ln(x) —fl dx=x-In(x)-x+k=x-(n(x)-1)+k
(1) Prenem:
1
u = In(x) du=— dx
x

dv=1 dx V=X

g

fxzex dx(l=)x2 e’ —fex2x dx=x>-¢e" —2fexx d)c;x2 e’ —ZQ-ex —fexdx)=

=)c2-e"—2x-ex—ex)+k=x2-e"—2x'e"+2e"+k=e"('c2 —2x+2)+k

(1) Prenem:

U=x du=2x dx

dv=e" dx v=e
(2) Prenem: (quan fem un altre canvi de variable intentem que sigui semblant a

l'anterior)

U=x du = dx
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h) )
2 o2x _ex
f(x—l)e dx = 5

= i-(xz -2x+ 1)— Be2xxdx—fezxdx}
=e;x-(x2—2x+1)—[fezxxdx—ele— X ‘2x+1)_[xe B le=

2 |62
(2 —2x41)-¢ [x———1]+k=

2x 2x 2x

62 (x —2x+1)—[xe _eT_eT

X —2x+1)+

+k =

2

(1) Prenem: Tenint en compte que (x—1)* = x* - 2x +1

u=x>-2x+1 du=2x-2 dx

dv=e dx V=

(2) Utilitzem les propietats:

2x

f—(Zx 2 Mdx = f(— 2x-% >

~2)dx=f(e2"x—ez")dx'=fezxx a’x—fez'r dx

(3) Prenem:

i)
2 3 2 3 2 39 3
fx\/x+l dx;x-g(x+l)2 —fg(x+1)2 a’x;;x(x+l)2 —E(x+l)2 +k=

1 1

=§x(x+1)(x+1)2 —%(x+1)2(x+1)2 +k =%(3x2 +x-2D0x+1+k

(1) Prenem:
u=x du = dx

3

=+x+1 dx v=§(x+1)2
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(2) Mitjancant el canvi de variable t=(x+1):
222 2 4 2
— — 2 [ 2 = 2 - 2
f (x+1ydx fz dt 15! +k = +k 15(x+1) +k

/') 1 a+ f(x)
61. Comproveu que faz—fz(x) x—2alna_f(x) +k
1 1
S'(x) _ _ 1 1 -
faz—f2(x)d(lea —t (z)f(a—t) f(a+t) x_2a(f(a_t) dx+f(a+t) dx)

=L(— 1n|a—t| +ln|a+t|)+k = L(ln(|a+t|]) +k = Lln ln a+f(x)
2a 2a 5

a+t
a-—t

®2a

|a—t| a a- f(x)

(1) Utilitzem el canvi de variable:

r= ()
dt = f'(x)dx

(2) Métode dels coeficients indeterminats.
Volem trobar A i B de manera que puguem separar la integral com a suma d'inte-

grals més senzilles. Observem que (a’ —=#*) = (a—1)(a +1)

1 A B L __Aa+n __ Bla-1)

-1 (a-1) (a+) a—1 (a-ta+n)  (a+na-1)

Llavors: 1= A(a+1)+ B(a-1)
si t=a 1=2a4 4oL

si t=-a 1=2aB B=—

(3) Desfem el canvi de variable

62. Calculeu les integrals definides segiients:

3x ! 31 30 3 3 3
a) f(€3x+1)dX= LY B ) R} DS P DS O
0 3 o 3 3 3 3 3 3 3
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b) jf (In(x))* dx = Ec((ln(x))2 - 21In(x) + 2)+ k]21=

= @(1n(2))> - 21n(2) + 2))- ((In(1))> - 21n(1) + 2 ))= @(In(2))> - 2In(2) + 2)}- 2 =
= 2(In(2))* = 41n(2) + 2

Calculem la integral indefinida:
[nGoy*dx = [1*-¢'dt = ¢ (-2042) ke (In(x))* - 2In(x)+2 )+ k =
= x((In(x))? = 2In(x) + 2+ k

(1) Utilitzem el canvi de variable

{t = In(x) {t = In(x) (et =X ) {t = In(x)

1
dt =—dx e -dt=dx

X x-dt=dx

(2) Calculada a l'exercici 60g).
(3) Desfem el canvi de variable.

1

2x 21 20 2 1 e2+1
xeXdx=|S—x-1| =&-1-N-C—o-1n=54--
) | [4< )| =@ e0-n =g
Calculem la integral indefinida:
vigen (Lot @t g L a1y k= (2n -
fxe dx(l—)fze 5 —f p dt—4ft e dt(;)4e(t 1)+k(;) 2 2x-D+k

(1) Utilitzem el canvi de variable

t=2x x=£
t=2x N 2
dt = 2dx dt

(2) Utilitzem l'exercici 60 b)
(3) Desfem el canvi de variable.
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d)

jf (x + ) In(x)dx = [xln(x) +1In(x) dx(T Jx In(x) dx+ [ln(x) dx;[x;(ln(x) -;)} +[x-(In(x) - 1)]f=

22 2 1

1 1 1
2(111(2) -2) -2(1n(1) -2) +2-(In(2)-1)-1-(n(1)-1)= 2(1n(2) -2) L 2(n(2)-1)+1=

=21n(2)—1+%+21n(2)—2+1 =4ln(2)—%

(1) Utilitzem les propietats.
(2) Utilitzem lexercici 60 e) i 60 f)

63. Calculeu l'area dels recintes tancats per les corbes segiients:

a)y =x"+3, x=3 iels semieixos positius de coordenades.

2

Imatge 70

Calculem l'area:

. S, x° 3 0’
Area=fx +3 dx=|—+3x| =|—+33|-|—+30|=18
) 37703 3

b) y=2x—x2, y=-Xx

Imatge 71

Considerem: f(x)=2x-x> i g(x)=-x

208



MATEMATIQUES |

+ Calculem f(x)—g(x).

f(x)-g(x)=2x-x" —(-x) = —x" +3x

+ Busquem els punts en queé es tallen aquestes funcions, és a dir, en qué f(x)—

g(x)=0.

-x*+3x=0 - x, =01 x,=3

+ Calculem l'area d'aquesta funcié amb extrems els punts de tall.

2 3 2 -

3 3 273 3 22 3 02
[-xtwdw dv= |- 200 (L2 (0 30 L 2T 2T 2Ty
0 3 0 32 6 2

) y=4-x>, x-y+2=0 (y=x+2)

Imatge 72

Considerem: f(x)=4-x> i g(x)=x+2
+ Calculem f(x)—g(x).

f(x)-g(x)=4-x"-(x+2)=-x" —x+2

+ Busquem els punts en queé es tallen aquestes funcions, és a dir, en qué f(x)—
g(x)=0. .
-x’=x+2=0 — x =11 x,=-2

+ Calculem l'area d'aquesta funcié amb extrems els punts de tall.

1

1 3 2 3 2 3 2
[-x*-x+2 dx= EJE SN ) I U S S P U G A e P YA N B
J 302 | 32 3 2
_7,20 27 _9_4q

6 6 6 2
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d) y=6—4x2, y=x2—5x+6

- Pt B

4 3 -2 1 " 273 4
-1
L]

Imatge 73

Considerem: f(x)=6-4x> i g(x)=x"-5x+6
+ Calculem f(x)—g(x).
f(x)-g(x)=6-4x" — (x> =5x+6) = -5x" +5x

+ Busquem els punts en queé es tallen aquestes funcions, és a dir, en qué f(x)—

g(x)=0.

-5x*+5x=0 — x,=01i x,=1

Calculem l'area d'aquesta funcié amb extrems els punts de tall.

1 3 21! 13 12 a3 02 ~
f—5x2+5x dx = —Si+5x = _2d +51 _(_30 +5 0 =§=0'83
0 3 0 6

2 3 2 3 2

e)y=2x,y=x2—8

Imatge 74

Considerem: f(x)=2x i g(x)=x">-8

+ Calculem f(x)—g(x).

f(x)-g(x)=2x— (x> =8) = —x" +2x+8
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Busquem els punts en qué es tallen aquestes funcions, és a dir, en qué f(x)-

g(x)=0.

+

—x*4+2x+8=0 - x,=-21i x,=4

Calculem l'area d'aquesta funcié amb extrems els punts de tall.

+

4

4 3 3 3
[-x*+2x+8 dx= [-%Hﬁ +8xl _(-4—+42 +8-4)—(—%+(—2)2 +8(=2)| =
-2 2

_80 28=—@=36

3 3 3
Per6 una area no pot ser mai negativa; per tant, prendrem el valor absolut. Llavors

[Area és 4.

f) v =x7-4x+3,leix dabscisses i les rectes x=0, x=2.

Imatge 75

Busquem els punts de tall amb leix de les x:
x'-4x+3=0 = x =11 x,=3

Aixi, si volem integrar la integral segiient, ' haurem de partir amb dos trossos:

1 2

2 1 2 3
fx2—4x+3 a’x=fx2—4x+3 dx+fx2—4x+3 dx=[%—2x2+3x] +[%—2x2+3x
0 0 1 0

3 3
f[E o227 432] (Lo ez =24
3 3 3

1

3 3
= 1——2-12+3,-1 - O——2~02+3.~0
3 3
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64. Utilitzeu el cilcul integral per determinar l'area del triangle de vértexs (-1,0),(1,0)
i(2,1).

3_
Recta AC:
2_
)= x+1
1_ C 3
Recta BC:
2 T 0 e T2 '3 )/:X—l
.1_

Imatge 76

Per calcular l'area del triangle anterior, considerarem I'area dels segiients triangles:

Imatge 77 Imatge 78
O sigui, l'area del triangle que cerquem sera la resta d'aquestes dues anteriors.

Area(Imatge7) = Area(Imatge8) - Area(Imatge9)

L

2

2 2
=§u fx—l de=|2—x
2 1 2

2
1

Per tant l'area del triangle sera: %—% =1u’.
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65. Una empresa sap que la seva funcié de costos marginals és la segiient:
CM _(q) =3q° - 69 +10.Sabent que els costos fixos sén 100.000 u.m. i que la funcié de
demanda de lempresa és p = 8122 -3¢, determineu la funcié de costos totals. Trobeu

el nivell de produccié i el preu que maximitzen el benefici.

+ Busquem la funcié de costos totals C(q):

C(q)=fCMz(q) a’q=f3q2 -6g+10 dg=q° -3q° +10g + k

Com que els costos fixos sén 100.000, quan q=0 llavors C(0) = 100000 Per tant:

— k=100000

C(0) = 10000
C(0)=0°-30>+10-0+k =k

Per tant, la funcié de costos totals sera:
C(q) = ¢° —3¢° +10g +100000

+ Busquem el nivell de produccié i el preu que maximitzen el benefici:

B(q) = I(q) - C(q) = pg-C(q) = (8122 =3q)-q - (g* - 3g +10g +100000 )= —¢* +8112g —100000
B'(q)=-3¢>+8112 — B'(q)=0 < -3¢°+8112=0 ¢g==52

Perd com que no podem produir una quantitat negativa, prendrem ¢ = 52.
I el preu respectiu sera: p(52) = 8122 -352 = 7966
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Imatges

Les segiients imatges han estat obtingudes mitjan¢ant un programa o ambdés progra-
mes, concretament el Paint i el programari Calculadora Wiris:

Imatge 1, imatge 2, imatge 3, imatge 4, imatge 5, imatge 6, imatge 7, imatge 8,
imatge 9, imatge 10, imatge 11, imatge 12, imatge 13, imatge 14, imatge 15, imat-
ge 16, imatge 17, imatge 18, imatge 19, imatge 20, imatge 21, imatge 22, imatge
26, imatge 28, imatge 33, imatge 36, imatge 37, imatge 38, imatge 39, imatge 40,
imatge 41, imatge 42, imatge 43, imatge 44, imatge 45, imatge 52, imatge 53,
imatge 54, imatge 55, imatge 56, imatge 57, imatge 58, imatge 59, imatge 60,
imatge 61, imatge 62, imatge 63, imatge 64, imatge 65, imatge 66, imatge 67,
imatge 68, imatge 69.

Les segiients imatges han estat obtingudes mitjancant els programes Paint i Fun-
cions para Windows, de Jordi Lagarés.

Imatge 46, imatge 47, imatge 48, imatge 49, imatge 50, imatge 51, imatge 70,
imatge 71, imatge 72, imatge 73, imatge 74, imatge 75, imatge 76, imatge 77,
imatge 78.

Les imatges segiients estan extretes dels apunts de Matematiques I, del professor

Aurelio Ferndndez de la URV:
Imatge 23, imatge 24, imatge 25.
La segiient imatge ha estat obtinguda mitjancant el programa Geogebra.
Imatge 77.

Les imatges segiients han estat obtingudes a partir del cercador Google i modifi-
cades amb el programa Paint.

Imatge 34, imatge 35.

Exercicis
Els exercicis segiients han estat extrets del llibre: SypsaeTer, K., & Hammono, P. J.
(1996). Matemdticas para el andlisis econémico. Madrid, etc.: Prentice Hall.

Exercici 3, exercici 6, exercici 11(b), exercici 60 (i).

Els exercicis segiients han estat extrets del llibre: ALsina i AuBacH, M., BusQug
iRoca, C., & VeENTURA CAPELL, E. (1990). 500 problemes d'algebra. Bellaterra: Depar-

tament de Matematiques de la Universitat Autdnoma de Barcelona.
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Exercici 7, exercici 8, exercici 11(a), exercici 12, exercici 15(a).

Els exercicis segiients han estat extrets del llibre: ALEjaANDRE MATEO, F,, VILELLA
BacH, C., & LLereNA GARRES, F. (1995). Problemes de matematiques per a economiques
i empresarials. Sant Cugat del Vallés: Edicions Media.

Exercici 15 (f), exercici 19,exercici 48 (c),(f) i (g), exercici 65.

Els exercicis segiients han estat extrets del llibre: ALEGRE EscorLano, P, Bapia
Bariig, C.,, & SancHo Insa, T. (1985). Ejercicios resueltos de matemdticas empresaria-

les. Barcelona: Los autores.
Exercici 44 (c), exercici 45 (b), exercici 48 (a) i (i), exercici 59 (i),exercici 60 (h).

Els exercicis segiients han estat extrets del llibre: Horrmann, L. D., BRaDLEY, G.
L., Rosen, K. H., & LE6n CArDENAS, J. (2006). Cdlculo aplicado:Para administracién,
economia y ciencias sociales (3a ed.). Méxic D.F.: McGraw Hill.

Exercici 58 (a), exercici 60 (b),(c),(e),(f),(g), exercici 62(c).
Els exercicis segiients han estat extrets dexamens de Selectivitat de Catalunya:

Exercici 24 (juny 2009 MACS), exercici 57 (juny 2009 MACS).
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Aquest llibre pretén facilitar els processos d’aprenentatge
de les assignatures de matematiques dels estudis d’econo-
mia, empresa i finances.

L'aprenentatge no consisteix Unicament en I'adquisicié de
nous coneixements, sind, també i especialment, en la supe-
racié del errors comesos al llarg del procés.

Amb aquest esperit, esperem que aquest recull de concep-
tes i d'exercicis pugui servir per simplificar i donar resposta a
les qliestions més abstractes del mon de les matematiques,
tan relatiu, ambigu i abstracte.

«Tots som ignorants; per sort,
no tots ignorem les mateixes coses.»

Albert Einstein




