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Unes matematiques per a les comunicacions digitals

La tecnologia actual ens ha portat a un context en qué la informacié es descriu amb seqiiéncies de bits.

Lemmagatzematge i la transmissié d’aquestes dades van lligats a una série de problemes:

Els suports en els quals s’emmagatzemen les dades poden degradar-se.
La transmissi6 de dades a través d’un canal sorollés pot comportar errors.
Les dades poden ser accedides o modificades per tercers.

Objectiu: Transformar les dades per evitar aquests problemes.

Generalment, les dades es divideixen en blocs i es processen per blocs de la forma
X=X{Xo...Xx € {0,1}".

El conjunt de possibles blocs és un conjunt finit, {0, 1}

Des dels anys 40 del segle XX, s’han buscat resultats matematics coneguts que donin recursos per
treballar amb aquests blocs, i se n’han buscat de nous.

La branca de les matematiques on es poden buscar aquests resultats és la matematica discreta

Per disposar de més varietat de resultats, treballarem amb diferents estructures algebraiques.

Quines operacions sabem fer amb els elements del conjunt {0,1}%? OR, AND, XOR, SHIFT...

Trobar solucions només amb aquestes operacions és dificil.

Sovint identificarem els elements de {0,1}*¥ amb els d’'un conjunt C que sigui un grup, un anell, un
cos finit o un espai vectorial.

Un cop tenim els blocs identificats amb un element de C, podrem fer moltes més operacions.
Resultats d’aritmetica i d’algebra lineal ens permetran trobar solucions més elaborades.

Aquestes transformacions es fan de manera implicita en moltes tecnologies:

Codis de barres i QR
DVD i Blu-ray

ADSL, WIMAX, 5G

RAID

TLS, https

WhatsApp, Skype, Teams
Blockchain

En aquest curs aprendrem les estructures algebraiques emprades en comunicacions digitals i, com a
aplicacio, estudiarem els codis lineals.

Aritmética entera
Aritmética modular
Cossos finits

Codis lineals

Codis ciclics

Codis Reed-Solomon
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1 Introduccio a I’'aritmetica

1.1 Divisié d’enters
Dividend, divisor, quocient i residu

Tenim una ampolla plena de 750 ml i copes buides de 175 ml.

dro7797

Quantes copes podem omplir del tot?

Si al final ens queda una copa que no podem acabar d’omplir, quants ml de vi té?

750 175

~700 4
50)

oscos

Teorema 1: Divisié d’enters

Donats dos enters qualssevol a i b, existeixen dos altres enters Unics g i r tals que a = bg + r amb
0<r<lbl.

Exemple. a=5,b=2-qg=2,r=1
a=-7,b=3-q9g=-3,r=2

Dividend, divisor, quocient, residu

Lenter a i b son, respectivament, el dividend i el divisor de la divisi6. Lenter g és el quocient
(podem omplir 4 copes senceres). Lenter r és el residu (a la cinquena copa només li podem posar
50 ml).

Exemple. Agafem a=5600 ib =1764. A l'escola tots hem apreés a fer la divisié
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5600 | 1764
5292 3
308)

El que estem fent amb aquest algoritme és anar provant quin valor té q - 1764 a mesura que q va creixent,
sense arribar mai a superar 5600.

Al final r sera la diferéncia entre 5600 i el maxim valor possible q - 1764 que no superi 5600.

Per com el definim, es pot comprovar que r sempre sera positiu o0 zero, i sempre més petit que 1764.

Exercici 1: Curiositat

Trobeu el quocient i el residu per a les seglents parelles de valors de dividends i divisors.
*9it
+98i12
+ 9871123
+ 9876 1234
» 98765 12345
+ 987654 i 123456
+ 9876543 i 1234567
+ 98765432 i 12345678
+ 987654321 i 123456789

Divisors

Multiples i divisors

Si en la divisi6 entera de a entre b el residu és 0, aleshores diem que
* aés un multiple de b,
* b és undivisor d'a,
» b divideix a.

Escrivim b|a i denotem el quocient per %.

Si b és un divisor de a, com que tindrem a = b- g, aleshores q := g també és un divisor de a.

Comproveu que 12345679 és un divisor de 111111111. Deduiu que 12345679 és un divisor de
222222222, 333333333, 444444444, etc.

El cas del O i de I’1

El 0 és mdltiple de qualsevol enter i I'1 és un divisor de qualsevol enter.
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» Divisors de 12

Mirem els residus de dividir 12 entre els enters positius més petits o iguals que ell.

enter| q r
1 12 0
2 6 0
3 4 0
4 3 0
5 2 2
6 2 0
7 1 5
8 1 4
9 1 3
10 1 2
11 1 1
12 1 0

Observem que el residu és zero només per als enters 1,2,3,4,6,12. Aquest és el conjunt dels divisors
positius de 12.

» Divisors de 16

Repetim I'experiment amb I'enter 16.

enter | g r
10 |1 6
11 1 5
12 |1 4
13 |1 3
14 |1 2
15 |1 1
16 |1 O

El conjunt de divisors positius de 16 és, doncs, {1,2,4,8,16}.

» Propietats dels divisors

Comproveu que si a|bi b|c, aleshores a|c. | Solucié (p I

Comproveu que si a| bi existeix d tal que d|ai d|b, aleshores £ | 2. Solucié (p I
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Demostreu que si a|bi alc, aleshores
«al-b
«alb+c
»alb-c

EZ)

Demostreu que si a=bg+ramb 0 < r < |b| i d és un divisor coml de ai b, aleshores també és un

divisor de r. | Solucié (pl22) |
(Més endavant veurem Tlaplicacio d’'aquest resultat al calcul del mcd])

Exercici 7

Demostreu que si d > 1, aleshores d no és divisor de qd + 1 per cap enter g. | Solucié (p I

» Aparellem divisors

El conjunt de divisors positius d’'un enter positiu els podem agrupar per parelles de manera que el
producte de cada parella ens dona I'enter.

N
[«
1]

Si el nombre de divisors positius és senar, aleshores I'enter intermedi es multiplica per ell mateix. Per
tant, en aquest cas I'enter és un quadrat.

Criteris de divisibilitat

A I'escola tots hem aprés aquests criteris:

Criteri de divisibilitat del 2

Un nombre és divisible per 2 si acaba en 0,2,4,6 0 8.

Criteri de divisibilitat del 3

Un nombre és divisible per 3 si la suma de les seves xifres és divisible entre 3.
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Criteri de divisibilitat del 4

Un nombre és divisible per 4 si les seves dues Ultimes xifres s6n un mdltiple de 4.

Criteri de divisibilitat del 5

Un nombre és divisible per 5 si acaba en 0 o 5.

Criteri de divisibilitat del 6

Un nombre és divisible per 6 si ho és per 2 i per 3.

Criteri de divisibilitat del 7

?7? No se’n coneix cap.

Criteri de divisibilitat del 10

Un nombre és divisible per 10 si acaba en 0.

Intenteu demostrar per inducci6 els criteris de divisibilitat del 2, el 5 i el 10. Intenteu demostrar el
criteri del 4.

\.

Observem que tots aquests criteris s6n especifics per a valors molt concrets i molt petits. En general no hi
ha criteris de divisibilitat per a nombres grans.

1.2 Maxim comu divisor

Maxim comu divisor

Maxim comu divisor

El maxim comu divisor de dos enters és el maxim dels divisors que tenen en comu.

Coprimers

Diem que dos enters sén primers entre ells o coprimers si el seu maxim comu divisor és 1.

» Propietats del mcd

Observem que per a tot enter a es compleix que med(0, a) = a, med(1, a) = 1, exactament al revés que les
taules de multiplicar del 0 i I'1.
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Demostreu que si a=bg + r amb 0 < r < |b|, aleshores mcd(a, b) = med(b, r).

EE0Z)

Minim comu multiple

El minim comu multiple de dos enters és el minim dels multiples no nuls que tenen en comd.
Denotem el minim comu multiple de a, b per mcm(a, b).

1. Demostreu que si M és mudltiple de a i multiple de b, aleshores M també és multiple de
mcm(a, b).

2. Demostreu que, per a qualsevol parella d’enters a, b,

mcm(a, b) - med(a, b) = ab.

Algoritme d’Euclides
» Metode de calcul del mcd seguint la definicio

Una primera manera de trobar el maxim comu divisor, aplicant la definicio, és buscant la llista de divisors
positius dels dos enters, trobant la seva intersecci6 i seleccionant el més gran de tots els divisors de la
interseccio.

Per exemple, per trobar mcd(12,16) calculem les llistes de divisors positius de 12 16:

« Divisors positius de 12: {1,2,3,4,6,12}
« Divisors positius de 16: {1,2,4,8,16}

« Interseccié dels dos conjunts: {1,2,4}

+ Maxim de la interseccio: 4

« Per tant, mcd(12,16) = 4.

Aquest métode ens obliga a calcular la llista de tots els divisors dels dos nombres, la qual cosa pot ser molt
costosa, especialment per a nombres grans.

» Métode de calcul del mcd que haviem apreés a I’escola
Recordem el métode que féiem servir a I'escola. Es basa en I'existéncia i la unicitat de la descomposicié de
tot enter en producte de primers, que veurem en la secci6 segient.
Suposem que volem calcular med (5600, 1764).

Descomponem els enters en producte de primers.
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5600 | 2
2800 | 2 1764 | 2
1400 | 2 882 | 2
700 | 2 441 | 3
350 | 2 147 | 3
175 | 5 49 | 7
355 7|7
7|7 1
1

5600=2°.52.7 1764 =22.32.72
Deduim que mcd(5600,1764) = 22.7 = 28.
Buf! | aixd que hem fet servir regles de divisibilitat, que només coneixem per alguns enters petits.
» Alternativa d’Euclides

Utilitzarem el resultat de I'Exercici

Dividim 5600 entre 1764. Ens queda quocient g = 3, residu r = 5600 — 5292 = 308. Tenim

mcd(5600, 1764) = mcd(1764, 308).

Més facil, no? Doncs ho repetim.
Dividim 1764 entre 308. Ens queda quocient g =5 i residu r = 1764 — 1540 = 224. Per tant,

mcd (5600, 1764) = mecd(1764,308) = mcd(308,224).

Dividim 308 entre 224. Ens queda quocient g = 1, residu r = 84. Per tant,

mcd (5600, 1764) = mcd(308,224) = mcd(224, 84).

Dividim 224 entre 84. Ens queda quocient g = 2, residu r = 224 — 168 = 56. Per tant,

mcd(5600,1764) = mcd(224,84) = mcd(84,56).

Dividim 84 entre 56. Ens queda quocient g = 1, residu r = 84 — 56 = 28. Per tant,

mcd (5600, 1764) = mcd(84, 56) = mcd(56,28).

Dividim 56 entre 28. Ens queda quocient g = 2, residu r = 0. Per tant,

mcd(5600, 1764) = mcd(56,28) = mcd(28, 0) = 28.

De tot aquest procediment hem deduit que

mcd(5600, 1764) = 28.

Ho podem resumir en aquesta taula:

quocients 3 5 1121112
residus | 5600 | 1764 | 308 | 224 | 84 | 56 | 28 | 0
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El maxim comu divisor és el darrer residu abans del 0.

Suposem que volem calcular med(a, b):

Algoritme

Input: a, b
Anomenemro=a,rq4=b.
Sigui i = 1.
Mentres r; + 0,

* incrementem j en un,

Output: ri_;.

« definim g;, r; com el quocient i el residu de la divisi6 de ri_» entre ri_4.

19

Tora pA]

Identitat de Bézout

Utilitzant la notacié de I'algoritme d’Euclides podem posar la taula d’aquesta forma:

il 2] 11011 ]213]4]5
q 315 1]2]1]z2
r, | 5600 | 1764 | 308 | 224 | 84 | 56 | 28 | 0

A cada pas tenim

ri="ri—2 = Qili-1.

Si ara definim A_o = 1, u_» = 0, es compleix

Fo=M\p-5600+p o 1764

i si definim A_y =0, u_q =1, es compleix

ry=A1-5600+ pu_-1764.

Suposem que fins al pas k =i — 1 es compleix que

Iy = )\k -5600 + Lk - 1764.

Podem continuar definint recursivament a cada pas

Aix0 ens permet escriure

Ai = Aic2 = Qidi-1,

Wi = Hi—2 = Gifti-1-

i = Tia = Qifi—1

= ()\,',2 -5600 + Mi-2 - 1764) - q,-()\,-q -5600 + i1 - 1764)

= (ANic2— qiAiz1) - 5600 + (piz — Qipi—1) - 1764
— \-5600 + ;- 1764

Aquest procediment ens permet obtenir 'anomenada identitat de Bézout.
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Teorema 2: Identitat de Bézout

Donats dos enters ai b, definim r_, = a,r_1 = b i, per i > 0, definim recursivament r; i g; com el residu
i el quocient de dividir ri_o entre r,_y. A més a més, definim A =1, u» =0, Ay =0, u_y =11, per
i > 0 definim

Ai = Aiz = QiAi-1 Wi = fi-2 = Gifti-1

Aleshores,
+ Existeix k > 0 tal que rx.1 = 0.
+ Es compleix med(a, b) = rg.
» Pertot i >0 es compleix A\ja+ uib = r;.
En particular, si definim A = \¢ i i = uk, aleshores es compleix 'anomenada Identitat de Bézout,

Aa+ ub=mcd(a,b).

Els coeficients A\ i i de la identitat de Bézout es poden trobar per la manera que acabem de descriure.

Vegem-ho en la segiient taula on, per cada i a partir de i = 0, calculem \; = A\ji_2 — QiXi—1 | i = pi—2 — Qifti-1-

i -2 -1 0 1 2 3 4 |5

Y K 0 1 | 5] 6 |17 23
w| 0 1 | -3 |16 |-19]| 54 | -73
q 35 1] 2 | 12

ri | 5600 | 1764 | 308 | 224 | 84 | 56 | 28 | O

Comprovem que 23 - 5600 — 73 - 1764 = 128800 — 128772 = 28 = mcd(5600, 1764).

Calculeu el maxim comu divisor de les seguients parelles d’enters i expresseu-lo com a combinacié
lineal dels dos enters.
» 365i 70 | Solucié (pi23

. 2671 156 | Solucié (p%

Sabem que donats dos enters a, b coprimers, n’existeixen dos més, X i p tals que Aa+ ub = 1.
Demostreu el reciproc, és a dir, si donats dos enters a i b, n'existeixen dos més, X i y tals que
Aa+ ub =1, aleshores ai b sén coprimers.

| Soluci6 (pj24

Sabem que donats dos enters a, b qualssevol, si d és el mcd(a, b), aleshores existeixen dos enters
més, \ i u tals que Aa+ pub = d. Demostreu amb un contraexemple que no sempre és cert que si
existeixen dos enters A\ i p tals que Aa + ub = d, aleshores d = med(a, b).

Demostreu que donats dos enters a i b qualssevol, els enters

o (o)

a n b z :
mcd(a,b) | mcd(a,b) sSon coprimers.
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1.3 Nombres primers i teorema fonamental de I’artimetica

Nombres primers

Nombres primers

Diem que un nombre positiu és primer si els seus divisors sén exactament quatre i son +1 i +p.

S’exclou d’aquesta definici6é el nombre 1.

Aplicant la definicié6 de nombres primers, veiem que qualsevol enter es pot descompondre en producte de
nombres primers.

Del treball que hem fet amb el 12, deduim que

12=2-6.
Aix0 és una descomposicid, perd no ho és en primers perqué el 6 no és primer. Per resoldre-ho descompo-
nem també el 6 i apliquem la propietat associativa:

12=2.6=2.(2.3)=2.2.3.

Teorema fonamental de I'aritmética

1. Utilitzeu la identitat de Bézout per demostrar que si a| bc i med(a, b) = 1, aleshores a| c.
2. Demostreu que si p és primer i p| ab aleshores p|a o bé p|b.

3. Demostreu que si p és primer i p|a; - a - --- - &, aleshores existeix algun i entre 1 i ¢ tal que
p|ai.

Slucio B

Teorema 3: Teorema fonamental de I’aritmética

Qualsevol enter descompon en productes de primers i aquesta descomposicié és Unica.

La construccié anterior justifica que existeix la descomposicié. La unicitat és una conseqiiencia del darrer
apartat de I'Exercici

Demostreu el Teorema Fonamental de I'Aritmética.

Inifinitud dels nombres primers

Teorema 4

Hi ha infinits nombres primers.
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Demostracio. Procedim per reduccié a I'absurd.
Suposem que p; < --- < pp SON tots els primers.

Aleshores py - - -- pn+1 també és primer (perqué no hi ha cap primer que el divideixi, per I'Exercici[7).
Pero, en canvi, és més gran que py.
Aixo és una contradiccid. O

1.4 Solucions

Solucié de I’Exercici[3]

Si a| b, aleshores existeix g pel qual b = ag.
Si b|c, aleshores existeix g’ pel qual ¢ = bq'.
Per tant, c = bq' = (aq)q’ = a(qq’).

|Torna a I'exercici (p |

Solucié de I’Exercici 4]

Si a| b, aleshores existeix g pel qual b = aq.
Si, amés amés, d|ai d|b, aleshores existeixen g, = g igp= g pels quals a=dg, i b= dqp.
Aleshores dqp, = dq.q que, per la propietat de l'invers de Z, implica que g» = Qaq i, per tant,

Qo
alo

|Torna a I'exercici (p|1_4') |

Solucié de I’Exercici 5

« Si a| b, aleshores existeix un enter q pel qual b = ga. En aquest cas, -b = -ga = (-q)a, i, per tant,
al -b.

 Sial|bialc, aleshores existeixen enters qo i g1 pels quals b= qoaic=qia. Pertant, b+c=(q+g1)a
ib-c=(q-q1)a, el queimplicaque alb+cialb-c.

| Torna a 'exercici (p|15l) |

Solucié de I’Exercici

Podem fer servir el fet que r = a— bg. Com que a i bq sén divisibles per d, r també ho és (per I'exercici
anterior).

| Torna a 'exercici (p|15l) |

Solucié de I’Exercici[7]

Podem demostrar-ho per reduccié a I'absurd. Suposem que un enter d > 1 és divisor de qd + 1. Aleshores
existeix g’ pel qual g'd = qd + 1. Per I'exercici anterior, d és divisor de 1. Per tant, d és 1 o -1, fet que
contradiu d > 1.

|Torna a I'exercici (pIEI) |

Solucié de I’Exercici
Es suficient veure que un enter divideix ai b si i només si divideix b r.

- Sid|aid|b, aleshores d|r per I'Exercici[g]
« Sid|bid]|r, aleshores existeixen b’ i r’ pels quals b =db’ r = dr’. Pertant,a=bqg+r=db'qg+dr =
d(b'g+1r").

|Torna a I'exercici (pM |
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Solucié de I’Exercici[{1]

i]-2]-1]o0 1] 2 |3
N| 1 (01 ]-4] 5

w| 0 [ 1 [-5]21]-26
q 5 4] 1 |2
r |365]70 15| 10| 5 |0

Pas base
ro=365XA2=1pu,=0
r4=70_1=0pu_ =1

Pas 0

365=70x5+15

n=15q=5

Ao =Ao2-QoA-1=1-5(0)=1
o = fi-2 = Qopi—1 =0-5(1) = -5

Pas 1
70=15%x4+10
I’1=10,Q1=4

M=A1-Qiho=0-4(1)=-4

p1 = fig = Qipo =1 -4(-5) = 21
Pas 2

15=10x1+5

=5 q =1
A=X—QA=1-1(-4)=5

to = o — Qoptq = -5-1(21) = -26
Pas 3

10=5x2+0

Identitat de Bézout buscada

5 x 365 + (—26) x 70 = mcd(365, 70)
En efecte,

5x 365+ (—26) x 70 = 1825 - 1820 = 5
|Torna a I'exercici (pl@l) |

Solucié de I’Exercici[1.2]

il 2 | 1] 0 | 1 2 3 |4
K 0 | 1 | -8 33 |41
w| O 1 | —17 | 137 | =565 | 702
q 17 | 8 4 1 |3
r | 2671 [ 156 | 19 | 4 3 1 [0

Identitat de Bézout buscada:
(-41) x 2671 + (702) x 156 = mcd(2671,156) = 1
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En efecte,
(-41) x 2671 + (702) x 156 = -109511 + 109512 = 1

| Torna a 'exercici (pIZOI) |

Solucio de ’'Exercici[i2]
Suposem que existeixen dos enters \ i p tals que
Aa+pb=1.

Simcd(a, b) + 1, aleshores ha d’existir un divisor d > 1 comu de ai de b. Aleshores existeixen enters q, i qp
tals que a=dq, i b =dqy i, per tant, A\dq, + ndgp = 1. Deduim que

d(AGa+ puqp) = 1.

Com que tant d com Ag, + g sén enters, la igualtat anterior només sera possible si d = 1. Per tant, ai b
han de ser coprimers.

|Torna a I'exercici (p |
Solucio de I’Exercici
Per exemple, 5,7 sén coprimers i6-5+ (-4) -7 =2+ med(5,7).

|Torna a I'exercici (p |

Solucié de I’Exercici

Per la identitat de Bézout sabem que existeixen enters \ i i tals que

Aa+ pb=mcd(a, b).

Per tant, tenim que els mateixos enters \ i u compleixen

A a + b =1
med(a,b) 'med(a, b)

Ara, per I'Exercici dedu'l'm que rogiap) | W s6n coprimers.
Torna a 'exercici (p |
Solucio de I’'Exercici

1. Per la identitat de Bézout sabem que existeixen X\ i i tals que Aa+ pub = 1. Multipliquem la igualtat per
c i obtenim A\ac + ubc = ¢. Com que a| be, deduim que a|c.

2. Sip | a, aleshores mcd(a, p) =1 i, pel punt anterior, deduim que p| b.
3. Es pot demostrar per inducccié sobre t utilitzant els passos anteriors.

Torna a I'exercici (plﬂl) |

1.5 Notes historiques

» Aquest algoritme per calcular el mcd s’atribueix a Euclides (300 aC aprox.). Euclides va desenvolupar
una gran tasca a I’Alexandria Ptolomeica estudiant i recopilant els resultats matematics que es conei-
xien en aquell moment. Tot aquest saber es va exposar magistralment en un tractat compost de tretze
volums conegut com els Elements d’Euclides.

Torna (p

» Teorema|4f Aquest resultat i aquesta demostracié també apareixen als Elements d’Euclides. De fet,

també és conegut com el teorema d’Euclides. | Torna (pl21
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2 Aritmeética modular

2.1 Congruéncies
Relacio de congruéncia
Si r és el residu de dividir a per m, aleshores diem que r és la reduccié de a modul m. Escriurem

a=r modm.

Donats dos enters a,bi m > 0, és equivalent:
* Els residus de dividir ai b entre m coincideixen.
* a- b és un multiple de m.

Exemple. Exemple amb m=7

Si dos nombres tenen el mateix residu quan els divideixo entre 7,
(Exemple: 52 =7x7+3,73=7x10+3)

aleshores la seva diferencia és un mditiple de 7.

(Exemple: 52 — 73 = -21 és un mdultiple de 7)

Al revés també és cert.

Si la diferéncia entre dos nombres és un mdltiple de 7,

(Exemple: 149 - 100 = 49)

aleshores els dos nombres tenen el mateix residu quan els divideixo entre 7.
(Exemple: 149 =7x21+2,100=7x14+2)

Demostracio. (sketch)

a=qym+rib=qym+rimplicaquea-b=(qs—qy)m.

a- b és un multiple de m, a= qam+ ry i b= qpem+ rp, implica (qa — gp)m+ (ra — rp) s un multiple de
m i, per tant, r, — r, és un multiple de m. ]

Congruéncia

Dos enters ai b sobn congruents modul un enter m si es compleixen les condicions equivalents del
lema([i] Escrivim indistintament a= b mod m obé a= b(m).

En el cas anterior, diriem
52=73(7) 052=73 mod 7
i

149 =100(7) 0 149 =100 mod 7

Exemple. Les congruéncies modul 7 les utilitzem en el calendari. Dos dies del mateix mes cauen en el
mateix dia de la setmana si sén congruents modul 7.
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| 1%

Exemple. També fem congruéncies modul 7 en la interpretacio de les notes musicals. Dues notes separades
per7,14, 21, etc. salts de nota son la mateixa llevat d’'un canvi d’octava.

Ak

Exemple. Estem molt familiaritzats amb les congruéncies modul 2. Els nombres només poden ser o bé
congruents amb 0 o bé congruents amb 1 modul 2. En el primer cas es tracta dels nombres parells, mentre
que en el segon cas es tracta dels senars.

Demostreu que sia= b mod mi d divideix m, aleshores a= b mod d. | Solucié (p I

Exemple. Vegem un exemple del resultat de I'exercici:
8726 =26 mod 100

Aleshores també tindrem
98726 =26 mod 50, 98726 =26 mod 10, ...

El contrari no és cert. Per exemple,
1=51 mod 50

pero, en canvi,
1#51 mod 100

La relaci6 de congruéncia és una relacié d’equivaléncia. Es a dir, satisfa les propietats segiients:
« reflexiva (a= a mod m per tot ai tot m enters),
+ simetrica (a= b mod msiinomés sib=a mod m),
« transitiva (sia= b mod mib=c mod m, aleshores a= ¢ mod m).
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Diem que ai &' son de la mateixa classe d’equivaléncia modul msi a=a mod m.

Operacions amb congruéncies

Lema 3: La suma i el producte de classes queden ben definits

Sia; =a mod mib; = b, mod m, aleshores
a4 +b1 Eag+b2 mod m,

ai-bi=a-b, mod m.

Per exemple, tenim que

5 = 12 mod7
11 = -3 mod?7
El que ens diu el lema és que, aleshores,
5+11 = 12-3 mod7

5-11

12.(-3) mod 7

Les classes d’equivaléncia ens permetran fer els calculs de manera més facil. Per exemple, si vull calcular
la reduccié modul 3 de

754+389 ., 754-389 o 75400
puc reduir primer els operands:
754 = 1 mod3
389 = 2 mod3,

i les operacions em queden reduides a

1+2=0 mod3 , 1:-2=2 mod3 i 1"9%%=1 mod3

Una altra consequiéncia del lema|[3] és que si a= b mod m, aleshores ka = kb mod m.

Pero el reciproc no és cert.

La simplificacio no queda ben definida.

Es a dir, pot ser que ka = kb mod m, perod, en canvi, a# b mod m.

Per exemple, 2-1=2-3 mod 4, perd, en canvi, 1 #3 mod 4.

Si med(k, m) =1, aleshores podem simplificar:

ka=kb mod m<=a=b mod m.
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Demostracié. Suposem que mcd(k, m) =1.

ka=kb modm <= m|k(a-b)
< mla-b
<= a=b modm

En general, agafant k" =

k Al — m A e o
medtkmy | M = med(km) podem simplificar:

ka=kb mod m<= k'a=k’b mod m'.

Demostracio.

ka=kb modm <= m|k(a-b)
m k
mcd(k, m) | mcd(k, m)
~— kaz=k'b mod m'.

(a-b)

Resolucio de congruéncies lineals

Donats enters a, b, m, amb m > 0, volem saber per quins valors de x, modul m, es compleix que

ax=b mod m.

Per exemple, suposem que volem resoldre les congruéncies lineals seglents:
1. 35x = 20(60).
2. 32x =58(60).
3. 47x = 17(60).
4. 39x = 18(60).
5. 51x = 26(60).
6. 8x = 8(60).

» Existeixen solucions?

Es pot demostrar, utilitzant la identitat de Bézout, que existiran solucions si i només si med(a, m)
divideix b.

Vegem si tenen soluci6 les congruéncies anteriors:
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1. 35x = 20(60) té soluci6 perqué mcd(35,60) = 5 divideix 20.
32x =58(60) no té solucié perqué mcd(32,60) = 4 no divideix 58.
47x =17(60) té solucié perque mcd(47,60) = 1 divideix 17.
39x = 18(60) té solucidé perque mcd(39, 60) = 3 divideix 18.
51x = 26(60) no té solucié perqué mcd(51,60) = 3 no divideix 26.

> o oA o N

8x = 8(60) té solucié perqué mcd(8,60) = 4 divideix 8.

» Podem simplificar?

Si med(a, m) divideix b, aleshores podem dividir tots els parametres entre med(a, m).

Vegem com queden simplificades les congruéncies anteriors, de laforma a'x = b mod m’, amb med(a’, m’) =
1:

1. 35x = 20(60) queda simplificada com 7x = 4(12).
32x =58(60) no té solucié.

47x =17(60) no es pot simplificar més.

39x = 18(60) queda simplificada com 13x = 6(20).
51x =26(60) no té solucié.

o o s w N

8x = 8(60) queda simplificada com 2x = 2(15).

» Un cop hem simplificat, com podem trobar una solucio?

Com que ara med(m’,a') = 1, per la identitat de Bézout existiran \ i u tals que pa’ =1 - Am’ = 1
mod m'.

Busquem, doncs, aquest parametre u de la identitat de Bézout.

Un cop tenim el parametre p tal que
ud =1 mod m',

deduim que
(b'pw)a =b" mod m’
i, per tant,
x=b'u
€s una primera soluci6.
1. 35x =20(60) queda simplificada com
7x = 4(12)

i per aixo resolem primer 7x’ = 1(12):
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A 1101 |-1]3
I o112 |-5
quocients 1 1 2
residus |12 |7 | 5 |2 | 1|0
Deduim que (12) - (3) + (7) - (-5) = 11, per tant,
7-7=1 mod 12.
Multiplicant-ho tot per 4, es complira
7(7-4) = 1-4 mod 12
7-28 = 4 mod12

7-4 = 4 mod12.

Per tant,
x=4(12)

és una solucio.
. 32x =58(60) no té solucié.

. 47x =17(60) no es pot simplificar més. Resolem primer 47x’ = 1(60) :

A 1101 |-3|4|-7| 11 |-18
1 0O|1]|-1]4]|-5|9|-14] 23
quocients 1 3 |1 1 1 1
residus |60 |47 | 13| 8 | 5 | 3 2 1 |0

Deduim que (60) - (—18) + (47) - (23) = 1 i, per tant,
47-23=1 mod 60.

Multiplicant-ho tot per 17, es complira

47(23-17) = 1-17 mod 60

47-391 = 17 mod 60
47-31 = 17 mod 60.
Per tant,
x =31(60)

és una solucié.

. 39x = 18(60) queda simplificada com

13x = 6(20)
i per aixo resolem primer 13x’ = 1(20) :
A 1 o1 |-1]2
L 01 [-1[2]-3
quocients 1 1 1
residus |20 (13| 7 | 6 | 1 |0

Deduim que (20) - (2) + (13) - (-3) =1, per tant,
13-17=1 mod 20.
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Multiplicant-ho tot per 6, es complira

13(17-6) 1-6 mod 20
13102 = 6 mod 20
132 = 6 mod 20.

Per tant,
x =2(20)
és una soluci6.
5. 51x =26(60) no té solucié.
6. 8x = 8(60) queda simplificada com
2x = 2(15)
i per aixo resolem primer 2x’ = 1(15) :
A 110 1
I 0o |1]|-7
quocients 7
residus [15]|2 | 1 |0

Deduim que (15) - (1) + (2) - (-7) = 11, per tant,
2-8=1 mod 15.

Multiplicant-ho tot per 2, es complira

2(8-2) = 1:2 mod 15

2-16 = 2 mod 15
2-1 = 2 mod15.
Per tant,
x=1(15)

és una solucié.

» Com trobem totes les solucions en el modul original?

Si a'xp = b'(m’), aleshores també
a(xo+m)=b'(m),

a(xo+2m')=b'(m),

a(xo+3m)=b'(m),

Totes les solucions modul m seran
! ! 7 A
X0, Xo+ M, X0 +2m' X0 +3m’',.... xo+ (Mm—-m").

En total n’hi haura
m/m’ = mcd(a, m).
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1. 35x = 20(60) tenia solucié x = 4(12). Totes les seves solucions modul 60 seran x = 4,16, 28, 40,52(60).
Observem que n’hi ha 5 = med(35,60).

2. 32x =58(60) no té solucio.
3. 47x =17(60) només té una solucid, ja que mcd(47,60) = 1. La solucié és x = 31(60).

4. 39x = 18(60) tenia solucié x = 2(20). Totes les seves solucions modul 60 seran x = 2,22 42(60).
Observem que n’hi ha 3 = mcd(39,60).

5. 51x = 26(60) no té solucié.

6. 8x = 8(60) tenia solucié x = 1(15). Totes les seves solucions modul 60 seran x = 1,16,31,46(60).
Observem que n’hi ha 4 = mcd(8, 60).

Sumari

Considerem la congruéncia ax = b mod m.
1. Té soluci6 sii només si med(a, m) | b.

2. Lenter x és solucié de ax = b mod m si i només si ho és de

a b m

d .
mcd(a,m)x mcd(a, m) mo mcd(a, m)

3. Si existeix una solucié xp, aleshores n’existeixen mecd(a, m) i el conjunt de solucions és donat
per

X=X+ k mod m,

mcd(a, m)
amb k=0,1,...,mcd(a,m) - 1.

Procediment per resoldre ax = b mod m

« Simcd(a,m) [ b, aleshores no hi ha solucié.
e Simcd(a,m)|b
— Simcd(a,m) =1
= Galculem els coeficients A i i de la identitat de Bézout

xm+pa=1.

= La soluci6 és Unica i és x = ub mod m.
— Simcd(a,m) + 1
» Busquem la soluci6 xp de la congruéncia
a b m

= d
mcd(a,m)x mcd(a, m) mo mcd(a, m)

que compleix mcd(m, m) =1.
= El conjunt de solucions sera

m
X=Xo+k—— mod m,
0 mcd(a, m)

amb k=0,...,mcd(a,m) — 1.
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2.2 Aritmeética modular

Anells Z,

Pel lema 2 sabem que la relacié de congruéncia és una relacié d’equivaléncia.
Per aix0, podem dividir Z en m classes d’equivaléncia donades per la relacié de congruéncia modul m.
Definim Z,, com el conjunt de les m classes d’equivaléncia.

Aixi,

Ly = {[O]ma[1]mv"'7[m_1]m}v

on [r]n, representa la classe de tots els enters que dividits entre m tenen residu r.

Per extensio, escriurem [a]m = [r]nSia=gm+ramb0<r<m.

Exemple. En el cas de Z,, la classe de [0], és la classe dels nombres parells, i [1]> la dels nombres
imparells.

Exemple. En el cas de Z3, dividim el conjunt d’enters d’acord amb el residu de la divisié per 3:

[Q]s [1.]3 [?]3

Z : : :

-3 -2 -1

-2 -1 01 23 4 ... - 0] 1| 2

3 4 5

Per tant,
[0]3={...,-8,0,3,6,...} = {3k : keZ}

[1]s={...,-2,1,4,7,...} ={3k+1: keZ}
[2]3={...,-1,2,5,8,...} ={3k+2: keZ}

Podem veure que, en general,

[rlm={mk+r: keZ}

El conjunt format per les classes d’equivaléncia d’una relacié d’equivaléncia s'anomena conjunt quocient.
Més endavant veurem altres conjunts quocients.

Aritmeética modular

Pel lema[3|sabem que dins de Z, hi ha les dues operacions internes ben definides:
(r]m+[r]m=[rn+r]m

(rilm-[r2lm=1[r-r]m.

Ara analitzem les propietats de (Zn, +, -):

* Loperaci6 suma a Zp, és| associativa ||| commutativa |perqué ho és a Z.
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. El per alasuma és [0] i I per a la suma esta ben definit com

La resta esta ben definida, aleshores, com la suma de l'invers.
« Loperacié producte a Zn, és |associativa | i | commutativa | perqué ho és a Z i satisfa la propietat

distributiva [amb la suma.
. El pel producte és [1]m.
Per tot I'anterior, podem afirmar el segient:
(Zm, +,-) és uncommutatiu amb unitat.

En aquest curs només considerarem la suma i el producte a Z,, que acabem de definir. Per tant, per
simplificar la notaci6, quan parlem de Z, ens referim a I'anell (Z,, +, ).

En general, Z, no és un perqué pot haver-hi elements que no tinguin invers. Per exemple, a Zq,

(2]4-[0]4 = [0]4,
(2]a-[1]4 = [2]4,
(2]4-[2]4 = [0]4,
(2]4-[3]a = [2]4

Per tant, no existeix cap classe [a]4 tal que [2]4-[a]4 = [1]4-

Per simplificar la notacio6, sovint escriurem a en comptes de [a] .

Comproveu que a Z, es compleix:
« —a=apertot a,
« (a+b)?=2°+ b2
+ Demostreu per inducci6 que a Z, es compleix (a; + @ + -+ ap)? = & + a + -+ + &, per tot n.

Solucié (p I

Comproveu que a Zp, amb p primer, es compleix que

atap++a)=a+a+ - +a,
1 2 n

per tot n.

Taules d’operacions

Coneixem les taules de la suma i el producte binaris:

+]10 (1 x |01
0|01 0jo0|0
11110 1101

Podem construir les mateixes taules per a qualsevol modul.



Universitat Rovira i Virgili 35

Vegem, per exemple, les taules de la suma i el producte modul 6:

+]0({1]2|3]4]|5 x[0|1]2]|3|4]|5
0[0|1|2]|3|4|5 ofojofjo0j0|0|O
111|123 |4|5]|0 1]1]0(1]2|3|4|5
212|3|4(5|0|1 210|2|4]0|2|4
313|4|5]0]1]2 3/0|/3(0(3|0(3
414|/5/0(1]|2|3 41014(2]|0|4|2
515|/0(1]2|3|4 5054|321
...iles taules de la suma i el producte modul 7:
+]0|11|12|3|4|5]|6 x|0|1]2|3|4|5|6
0]1]0(1]2|3|4|5]|6 0l]0(0|j0O|0O|0O|O0O]|O
111]2|13(4|5|6|0 110(1(2(3|4|5|6
212(3|4|5|6|0]1 2101214 |16|1|3]|5
3|13|/4|5|6|0(1]2 31]0|13|6|2|5|1]|4
414|/5|6|0(|1]2]|3 410(4|1|5(2|6]|3
515|/6|0|1]2|3]|4 5|10|5|1383(1]6|4|2
61]6(0(1]2|3|4]|5 6|1]0|6|5|4|3|2]|1

Podem fer algunes observacions en aquestes taules:

* Les taules sén simetriques. Aix0 és a causa de la commutativitat de les operacions.

+ Alataula de la suma, la fila corresponent al 0 és una copia de la primera fila. Aixo ens indica que el 0
és el neutre per a la suma.

 Alataula del producte, la fila corresponent a I'1 és una copia de la primera fila. Aixd ens indica que I'1
és el neutre pel producte.

Invertibles i divisors de zero

Sigui (A, +,-) un anell amb neutre 0 respecte de +.

Si per un element a n’existeix un altre (que anomenem a') tal que a- a ' = 1, aleshores diem que
a' és linvers de a.

Per exemple, a Zs, l'invers de 2 és 27! = 3, perqué a Zs,2-3=6 = 1.

Compte: si ac Z, 'element a~' dins de Z,, no el podem confondre amb el racional 15

Invertibles i divisors de zero

Els elements de A que tenen invers es diuen invertibles.
Un element a€ A, a+ 0 és un divisor de zero si existeix be A, b+ 0talque a-b=b-a=0.

Considerem l'anell Z,, i un element a€ Z,, a + 0. Aleshores
1. aés invertible sii només si med(a, m) = 1.

2. aés un divisor de zero si i només si mcd(a, m) # 1.
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Per tant, tot a € Z,, és invertible o bé és divisor de zero.

Observem que hem comes un abus de notacié al lema, ja que mcd només esta definit per parelles d’enters.
Perd vam veure que si ai,a; € [a]m, aleshores med(a;, m) = med(az, m) i, per tant, med(a, m) esta ben
definit.

Demostracio. Pel Iema@ ax = b mod m té solucié si i només si mcd(a, m) divideix b i, en el cas
de tenir-ne, el nombre de solucions diferents modul m és mecd(a, m).
1. Lelement a és invertible si i només si ax = 1 mod m té solucio, que és equivalent al fet que
mcd(a, m) divideixi 1 pel lema @ Com que ['unic divisor positiu de 1 és ell mateix, a sera
invertible si i només simecd(a,m) = 1.

2. Lelement a és divisor de zero siinomés ax =0 mod m té més d’una solucid, que és equivalent
amcd(a,m) > 1 pel lemal6,

Identitat de Bézout i I'invers d’un element

| )

Si a és invertible a Z,, aleshores med(m, a) = 1.
Per la identitat de Bézout sabem que existiran A i i tals que

Am+pa=1.
Aix0 significa que pa =1 - Ami, per tant,
pa=1 mod m

Deduim, doncs, que a~' = .

Teorema 5

Zm és un si i només si m és primer.

Anomenem Z;, al conjunt d’elements invertibles de Z,.

Calculeu Z;, per 1 < m<12. | Soluci6 (p I

Funcio d’Euler

Ara definim una funcié ¢ : N — N que s’anomena funcié d’Euler. | Nota (p I

Definim, equivalentment,

¢(m)

#{a:0<a<mimcd(am)=1}
# L
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- Si p és primer, aleshores ¢(p) = p - 1.
« Simcd(a, b) = 1, aleshores ¢(ab) = ¢p(a)p(b).
+ Si p és primer, aleshores ¢(p") = p* — p¥=1 = P~ (p - 1).

El primer punt es pot veure directament de la definicié6 de ¢. Lultim punt es pot comprovar veient que
exactament 1 de cada p enters entre 0 i pX — 1 és no coprimer amb p*.

Calculeu
° ¢(18)1
* ¢(27)1

- (35).
EET)

Comproveu que si la descomposicié d’un enter n en producte de primers és n = p1”‘ . ~-p,’j“, aleshores

| r

o(n) =pi" (P =1) - pp (P2 = 1) -+ P (P = 1)

Soluci6 (p ]

Teorema de Fermat i teorema d’Euler

Teorema 6: Teorema de Fermat -.I

Si p és primer i mcd(a,p) = 1, aleshores

& '=1 modp.

Teorema 7: Teorema d’Euler

Si med(a, m) = 1, aleshores
a*™ =1 mod m.

Podeu veure una demostraci6 del teorema d’Euler a 1] apéndix (p @I de la secci6.

Comproveu que el teorema de Fermat és un cas particular del teorema d’Euler.

Els teoremes anteriors sén U(tils per trobar elements inversos.

En efecte, si a és no nul a Z,, aleshores
a'=a"2 modp,

i si a és invertible a Z,,, aleshores
a'=za’™-"" mod m.
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1. Es Zy7 un cos? Per qué?

2. Quants elements de Z,7 son invertibles?

3. Justifiqueu per que té invers el 8 a Zo;.

4. Trobeu l'invers de 8 a Z,7 utilitzant la identitat de Bézout.
5. Trobeu l'invers de 8 a Z,7 utilitzant el teorema d’Euler.

6. Comproveu que I'element trobat és, en efecte, l'invers.

[Solucis (o)

Ordre i elements primitius

Lordre d’un element no nul a € Z,, és el minim exponent i # 0 tal que @ = 1. El denotem per
ord;;(a).

Lordre de I'element a de Z, existeix si i només si med(a, m) = 1.

Demostracio. Si existeix I'ordre de I'element a aleshores existeix l'invers de a, ja que és a°(®-1,

Pel lemal[7 es dedueix que mcd(a, m) = 1.
Simcd(a, m) = 1, pel teorema d’Euler existeix un exponent positiu tal que a elevat a I'exponent dona
1. Per tant, hi haura un exponent positiu minim tal que a elevat a I'exponent dona 1. |

Comproveu si a Zqg les classes de 3 i 7 tenen ordre, fent servir la definicié i fent servir la condicié
anterior.
Soluci6 (pj43)

Demostreu que siac Z),ia ' ésl'invers de aa Zn, aleshores ord,(a™") = ord,(a). | Solucié (p I

Si & =1 aZ,, per un enter positiu k, aleshores I'ordre de a divideix k.

Demostracié. Suposem que la divisié euclidiana de k perordy,(a) té quocient q i residu r, aleshores
a = (a%9(@)94". Pero com que a* =1 ia”9(d = 1, aleshores a” = 1. Aixd, tenint en compte que
0 < r<ordp(a), només és possible sir =0, és a dir, siordp,(a) | k. O

En consequiéncia, tenim el resultat segient:
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Lordre de qualsevol element divideix ¢(m).

Exercici 27

Calculeu I'ordre de tots els elements de Z; i comproveu que tots els ordres divideixen ¢(7).

ot o)

Elements primitius

Un element de Z, és primitiu si el seu ordre és ¢(m).

No ha d’existir necessariament un element primitiu. Per exemple, a Zg no hi ha elements primitius.

Comproveu que Zg no té elements primitius.
| Solucié (p

=
N

Si existeix un element primitiu, 3, aleshores les seves poténcies cobreixen tot Z,.

Zhn={1=8%8,8%...,8%(M}.

Lema 11

Suposem que /3 és un element primitiu de Z,,. Lelement 3/ amb 1 < j < ¢(m) també és primitiu si i
només si med(j, p(m)) = 1.

Demostracié. Tindrem que (/)% = % és igual a1 si i només si ordn(3) | ki, és a dir, si i només si
P(m)| K.
Llavors, 3! sera primitiu si i només si ¢(m) no divideix cap dels valors kj amb k entre 1 i ¢(m) — 1.

Simed(j, o(m)) + 1, aleshores ¢(m) divideix % j que, pel que acabem de veure, suposa que

B/ no és primitiu.
Simed(j, ¢(m)) =1, aleshores ¢(m) només pot dividir kj si ¢(m) divideix k, cosa que no és possible
sik < ¢(m) —1. Per tant, en aquest cas (' és primitiu. O

Com a consequeéncia tenim el segient:

Si hi ha un element primitiu, aleshores n’hi ha exactament ¢(¢(m)).

1. Comproveu que Zg té elements primitius. | Solucié (p I

2. Quants i quins so6n els elements primitius de Zg? | Solucié (p I
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Exponenciacio

« Sia=mq+ramb0<r<mimcd(a m)=1,aleshores &' =rN mod m pertot N > 0.
« SiN=¢(m)g+ramb0<r<¢(m),aleshores a¥ = a° mod m.

Demostracio.
« Podem provar-ho per induccié. Per N = 0 es compleix. Suposem que es compleix & = r'
mod m per toti < N. Aleshores a" = a-a""'=a-rN=' = (mg+r)rN=" = rN mod m.
« a¥=a?Mig = (a%(M)9g" = 3" mod m.

2.3 Exercicis

(a) Calculeu l'invers de 16 a Zyg | Solucié (p I

(b) Calculeu l'invers de 258 a Zy791. | Solucio (p I

1. Expresseu tots els elements no nuls de Zg com a poténcies de 2. | Solucié (p I

2. Es possible expressar tots els elements no nuls de Z,3 com a poténcies de 2? | Solucié (p I

3. Busqueu un element 5 de Zo3 tal que tot element no nul de Zy3 es pugui escriure com a

potencia de 5. | Solucié (p i

Sigui lanell Z1g
1. Es un cos?

2. Quants elements invertibles té i quins sén?
3. Quants divisors de zero té?
4. Busqueu un element primitiu.

5. Quants elements primitius té?
| Solucié (p}46)
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Sigui l'anell Zy7
1. Es un cos?

2. Quants elements invertibles té i quins s6n?
3. Quants divisors de zero té?
4. Busqueu un element primitiu.

Busqueu un element diferent de 0, 1 que no sigui primitiu. Quin ordre t&?
Soluci6 (pi46)

t
[— |

Comproveu que si 8 és un element primitiu de Zp, i si k és un enter positiu que divideix ¢(m),
aleshores

. ordm(B@) =K,

« ordp (%) = &,

Solucié (p EI

Calculeu el residu de dividir
+ 41873 entre 3,
+ 41873515 entre 5.

Soluci6 (pj47)

Trobeu les classes a Zqg de

. 641

. 741’

. 1591,
Soluci6 (pj47)

Exercici 37

+ Quin és el darrer digit de 75782
« Quines son les dues darreres xifres de 279327927

Soluci6 (p/47) |

2.4 Solucions

Solucié de I’Exercici[{7]
a=b mod m és equivalent al fet que a— b és un multiple de m.
Si a- b és un multiple de m, aleshores també ho és de d.

Si a- b és un multiple de d, aleshores a= b mod d.
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Torna a 'exercici (p|26l) |

Solucié de I’Exercici[i8]

Maria Bras-Amords / Oriol Farras Ventura: Matematica discreta 2

+ Podem comprovar que [0]z + [0]2 = [0]2 i que [1]2 + [1]2 = [0]2. Per tant, 'oposat de qualsevol a € Z,

és a.

+ Observem que 12 =102 = 0. Aleshores (a+ b)? = a® +2ab+ b’ =2 +b?> = a+b mod 2.
+ Sabem que és cert per n = 2. Suposem que és cert fins a n—1, aleshores (ay+a +---+an_1+an)? =
((ay+ap+--+anq1)+an)’=(a1+ap+ - +a,1)’+a@=a+a+-+a_, +a.

| Torna a 'exercici (p|34l) |

Solucié de I’Exercici

Zy = {1}
Zi=1{1,2}

Z; ={1,3}

Zi =1{1,2,3,4}

ZE =1{1,5}

Zi =1{1,2,3,4,5,6}
Zi=1{1,3,5,7}

Zy=1{1,2,4,5,7,8}
Z3,=1{1,8,7,9}
Z7,={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Zj,=41,5,7,11}

Torna a 'exercici (p|36l) |

Solucié de I’Exercici

¢(18)

#(2) =1 (propietat 1)

#(2-9)
?(2)p(9) (propietat 2)

$(9) = ¢(3%) =32 - 3" =9 -3 = 6 (propietat 3)

¢(27)

¢(35)

(3°)

3% — 32 (propietat 3)
27-9

18

#(5-7)

¢(5)¢(7) (propietat 2)
4.6 (propietat 1)

24
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Torna a 'exercici (p |

Solucioé de I’Exercici[22]

En general

o(n) = o(p{" Pz pyf)
P(p") - d(pg?) -+ - p(PR*) (propietat 2)
(P (pr=1)) - (P32 (P2 = 1)) -+ (P (pk — 1)) (propietat 3)

|Torna a I'exercici (p@ |

Solucié de I’Exercici

1.

No, perquée 27 no és primer.

2. ¢9(27)=27-9=18.
3.
4

Perque mcd(8,27) = 1.

. Utilitzem l'algoritme d’Euclides per trobar els coeficients de la identitat de Bézout:

110} 1|-2] 3
0|1(-3|7 |-10

3|2 1

27 18| 3 | 2 1

Deduim que 3-27 + (-10) - 8 = 1. Reduint modul 27 obtenim (-10) -8 = 17-8 = 1 i, per tant, I'invers
de 8 modul 27 és 17.

Pel teorema d’Euler tenim que 8'® = 1 mod 27, d’on deduim que a Zy; I'invers de 8 és 8'7. Podem
calcular aquesta poténcia de moltes maneres diferents. En posem una de possible: com que podem
reduir els exponents per multiples de ¢(27) = 18, tenim 8'7 = 2317 = 217+17+17 _ 21717317 (perque
27 =27 acausadel fetque 2-2'7 = 1) =272 12-1 = 217=1-1 - 215 - 25.25.25 - 32.32.32 (perqué
32=5 mod 27)

=5-5-5=125=4.27+17 =17.

Es tracta de comprovar que 8-17 = 1 a Zo7 i, com en I'apartat anterior, hi ha moltes maneres de fer-ho.
En proposemuna: 8-17=136=27-5+1=1.

Torna a 'exercici (p@ |

Solucié de I’Exercici[25]

Observem,
1 _
S ro- 7
- . - ]
3 - 3.32-3.9-27-18+9-9 7= 49-18:2+413-13

3.39.3.9297-18+929 7° = 7-72=7-13=91=18-5+1=1

Per tant, no hi ha cap exponent / > 0 tal que 3 =1.
Perd sique 7' =1 per i = 3.
Per la definicio, 7 té ordre pero 3 no en té.

Podem comprovar-ho ara amb la condici6é del med. En efecte, med(3,18) = 3 = 1, mentre que med(7,18) =

1.
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|Torna a I'exercici (p |

Solucioé de I’Exercici[26]

D’una banda, (a~')°9"(2) = 1 perqué (a1)on(a) = (g71)0rdn(a) gordm(a) — (571 g)odn(a) = 1ordn(2) — 1 Draltra
banda, si (a )X = 1, aleshores & = & (a ") = (aa ')* = 11, per tant, k > ord,,(a).

|Torna a I'exercici (p |

Solucioé de ’Exercici

Calculem els ordres de tots els elements de Z.

1= 1 2" = 2 3 =3 4" = 4 5 = 5 6' = 6
22 = 4 ¥ =2 42 = 2 52 = 4 6> = 1

28 = 1 ¥ -6 43 = 1 52 = 6

3 = 4 5 = 2

¥ =5 5 = 3

3 =1 5% = 1

ordz(1) =1 ord;(2) =3 ord;(3) =6 ord7(4) =3 ord7(5)

Ara podem observar que tots els ordres sén divisors de ¢(7) = 6.

|Torna a I'exercici (p |

Solucio de I’Exercici[28]

Perque a sigui un element primitiu de Zg ha de tenir ordre. Per tenir ordre ha de ser coprimer amb 8 i, per
tant, ha de ser senar. Analitzem les poténcies de tots els senars:

11 = 1 3 = 3 5 = 5 7= 7
32 = 9=1 52 = 25=1 72 = 49=1
ordg(1) =1 ordg(3) =2 ordg(5) =2 ordg(7) =2

A més, per ser primitiu, el seu ordre ha de ser ¢(8) =8 -4 =4.
Observem que no n’hi ha cap que tingui ordre 4. Per tant, Zg no té elements primitius.

|Torna a I'exercici (p |
Soluci6 de I'Exercici[29(a)

1. Perque a sigui un element primitiu de Z4g ha de tenir ordre. Per tenir ordre ha de ser coprimer amb 18
i, per tant, ha de ser senar i no mdltiple de 3.

D’altra banda, els ordres possibles a Z1g seran tots els divisors de ¢(18) = ¢(9)¢(2) =9-3=6,és a
dir, 1,2,3 0 6.
Si trobem un element que no tingui ordre 1,2, ni 3, aleshores per forga tindra ordre 6 i per forga sera
primitiu.
Provem amb a = 5. Observem les seves primeres poténcies:

5" = 5

52 = 25=7

5 = -1
Veiem que l'ordre de 5 no és 1, ni 2, ni 3, aleshores per forga es tracta d’'un element primitiu.

Soluci6 de I'Exercici[29(b)

2. Ara podem afirmar que, com que existeix un element primitiu, el nombre d’elements primitius sera
¢(4(18)) = ¢(6) = 2.
Laltre element primitiu sera 5/ per alguna j entre 2 i 5 amb mcd(j, #(18)) = 1 i aixd només és possible
perj=5.
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Aixi doncs, I'altre element primitiu sera 5° = 52.5% = -7 = 11,

Torna a 'exercici (p@ |
Soluci6 de I'Exercici[30(a)

Fem la taula d’Euclides per a 29 i 16.

1 0 1 ]1-1] 5
o1 |-1]2]-9
1 1 4 |3
29|16 |13 | 3 | 1 |0
Deduim que
5.29+(-9)-16=1
i, per tant, (-9) - 16 =20- 16 = 1(29).
En conseqliéncia, 'invers de 16 a Zyg és 20.
Torna a I'exercici (p|4OI) |
Soluci6 de I'Exercici[30(b)
Fem la taula d’Euclides per a 2791 i 258.
1 0 1 [1] 5 [-11
0 1 -10 | 11 | -54 | 119
10 | 1 4 2 |23
2791 | 2587 | 211 | 47 | 23 1 0

Deduim que

i, per tant, 119258 = 1(2791).

En consequiéncia, I'invers de 258 a Z791 €s 119.

Torna a 'exercici (p|4OI) |
Soluci6 de I'Exercici[31fa)
1.

20 = 1 1 = 20
21 = 2 2 = 2
22 = 4 3 = 21
2% - 8 4 = 22
2 = 16 5 = 2'°
25 = 13 6 = 2"
26 - 7 7 = 28
27 = 14 g = 28
28 - 9 9 = 28
2° = 18 10 = 2V
20 = 17 11 = 2m
2" - 15 12 = 2"

(-11)-2791 + 119258 = 1
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Soluci6 de I’Exercici[31[b,c)

2. No és possible. En efecte, a Zo3,

20 = 1
21 = 2
22 = 4
28 - 8
2* = 16
25 = 9
26 - 18
27 = 13
28 - 3
2° = 6
210 - 12
2t = Ao

212 = 2

3. Per exemple, 7. Podeu comprovar-ho vosaltres mateixos.

Torna a 'exercici (p|4OI) |

Solucio de I’'Exercici[32]
1. No és un cos.
2. 6 invertibles, que sén 1,5,7,11,13i17.
3. 11.
4. Per exemple, el 5.

5. 2.

Torna a I'exercici (plﬂb |

Solucio de ’Exercici[33]
1. No és un cos.
2. ¢(27) = 3% - 32 = 18 invertibles, que son {1,2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20, 22, 23, 25, 26}.
3. 8.
4. Per exemple, el 2.

5. 4, que té ordre 9.

Torna a 'exercici (plﬂl) |

Solucio de I’'Exercici[34]
Els dos resultats s6n equivalents. Demostrarem el primer, i el segon és analeg.

. ¢(m) , ! .
Diguem ~ = 87« . Per demostrar que I'ordre de y és k cal fer dues comprovacions:

« Calveureque v =1,
 Cal veure que ~" # 1 per tot exponent r amb 0 < r < k.

Vegem el primer punt: 7% = (3% )k = go(m - 1.
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. o(m) ré(m .
Per al segon punt, suposem que r és un enter amb 0 < r < k. Ara, 7" = (6¢k ) =8 % . Com que @ és

un enter (perqué k divideix ¢(m)) i és més petit que ¢(m) (perqué ¢ < 1), aleshores (com que /3 és primitiu)
B 1. Pertant, v # 1.

|Torna a I'exercici (plﬂb |

Solucié de I’Exercici[35]

* 4187 = 2(3), per tant, 41873%15 = 23%15(3).
Ara, com que 22 = 1, deduim que 23°'% = 2(3).

* 4187 = 2(5), per tant, 41873%1% = 2%15(5),
Ara, com que mcd(2,5) = 1, per tant, 2°(®) = 2% = 1, deduim que 2%'° = 23(5),
Per tant, 418735 = 3(5).

Torna a 'exercici (plﬂl) |
Solucio de I'Exercici
Calculem primer ¢(100) = ¢(25)¢(4) =20 -2 = 40.

Utilitzarem el teorema d’Euler. Es a dir, que si mcd(a, m) = 1, aleshores a®(™ = 1(m).

» Es pot resoldre de moltes maneres. Per exemple,

641 = 241341 = 2413 = (210)4.2.3 = (24)*.2.3 = (76)?.2-3 = (-24)2.2.3 = 76-2.3 = 76-6 = 456 = 56(100).
« 74 =7,
.+ 1541 =3.5%,

Aqui observem que 5% = 25(100) per tota a > 1. Deduim que 15*' = 3.25 = 75.

Torna a I'exercici (p|41l) |

Solucié de I’'Exercici[37]
Observem que ens estan demanant una quantitat modul 10 i una altra quantitat modul 100.

D’altra banda, observem primer que ¢(10) = 4, mentre que ¢(100) = 40, com hem vist abans.

. 7378(10) = 72(10) =9(10).

+ 2793%7°2(100) = 93%%2(100) = 93°2(100) = (-7)3(100) = 7°2(100).
Arribats a aquest punt podem observar que 74 = 2401 = 1(100).
Deduim que 7%2 = 1(100).

Per tant, 2793%7%2 = 1(100).

Torna a I'exercici (plﬂb |
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2.5 Apeéndix 1: Demostraci6 del teorema d’Euler

Demostracio. Suposem que Zy, = {uy, ..., Ug(m)}-
Anomenem U =uy - Up - -+ Ug(m)-
Observem que U € Z;, i que el seu invers és

U™ = Ul Uty oo U
Ara considerem a € Z,.
Observem que els elements auy, ... ., auy(m) pertanyen tots a Z,, per tenir inversos, respectivament,
ula’, . ug et
Dcaltra banda tots ells son diferents, ja que si au; = au;, aleshores multiplicant per a' ales dues
bandes de la igualtat veiem que u; hauria de ser igual a u;. Per aixo, Z, = {auy, ..., auy(m) }.
Aixi doncs, U també el podrem escriure com aus - aus -+ - aU(my = a*(™ U, obtenint que U = a*(™ U.
Ara, multiplicant per U~" a les dues bandes de Ia igualtat obtenim que a*™ =1 a Z,. |

2.6 Apendix 2: Repas d’operacions i estructures algebraiques

Una operacio binaria en un conjunt A és una correspondéncia del producte cartesia Ax A = {(a,b) : a €
AibeA}enA

Per exemple, la suma en els naturals la podem entendre com I'aplicacié

+: (N,N) > N
(a,b) ~ a+b

Una operaci6 binaria = en un conjunt A pot tenir les seglients propietats:

- Propietat associativa sia* (b* c) = (a* b) » c per tot a, b, c € A.

» Existéncia d’element neutre si existeix un element de A, que anomenem e, talque axe, = e,*xa=a
per tot ac A.

+ Existéencia d’element invers si per tot element a € A existeix un element de A, que anomenem e,, tal
que axe;=e,%e=en

» Propietat commutativa siax b= b * apertot a,b € A.

Torna a les propietats aritmétiques de Zp, (p|33l) |

Un grup és un conjunt A amb una operacié associativa amb element neutre i invers. El grup és un grup
commutatiu si 'operacié és commutativa.

Exemples:

+ Els enters Z amb la suma habitual sén un grup (commutatiu).
« Els naturals N amb la suma no sén un grup perqué no tots els elements tenen element invers.
« Els enters amb el producte habitual tampoc s6n grup perqué no sempre existeix I'element invers.

 Considerem el conjunt {a, e, i} amb I'operacié * donada per la taula

— [ D| D] ¥
OV|—|D|D
~|olo] -

DOV ~]D

Observem que l'operacié és commutativa per ser la taula simeétrica i que té com a element neutre
'element i. Linvers de a per = és e i l'invers de e per = és a. Linvers de i és ell mateix. També es
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pot comprovar que I'operacié és associativa. Per tant el conjunt {a, e, i} amb I'operacié * és un grup
commutatiu.

« Considerem el conjunt {a, e, i, 0} amb I'operacié + donada per la taula

+lale|il|o
alo|i|e|a
elijlolale
ilelaloli
olale|i|o

Observem que I'operacié és commutativa per ser la taula simétrica i que té com a element neutre I'e-
lement o. Tots els elements es tenen a ells mateixos com al seu propi invers. També es pot comprovar
que l'operaci6 és associativa. Per tant, el conjunt {a, e, i, 0} amb I'operacié + és un grup commutatiu.

Una segona operacid ** en el conjunt A pot tenir la segiient propietat respecte de la primera operacioé x.
« Propietat distributiva si a* x(b* ¢) = (a* »b) » (a* »C) pertot a, b, c € A.

Un anell és un conjunt A amb dues operacions & i ® tal que @ li confereix estructura de grup commutatiu i
tal que ® és associativa i satisfa la proietat distributiva respecte de @. Podeu comprovar, com a exercici, que
I'element neutre de & multiplicat per qualsevol element de I'anell dona altra vegada el neutre respecte de &.
Torna a l'anell Z, (p|3_4|) l

Lanell és unitari i commutatiu si ® té element neutre i satisfa la propietat commutativa, respectivament.

Un cos és un anell unitari i commutatiu on ® satisfa que tot element diferent del neutre de & té invers.
En aquest cas l'invers d’un element respecte de & s’anomena el seu element oposat, i es deixa el nom
d’element invers per a l'invers respecte de ®. | Torna al cos Z,, (p436 |

Exemples:

+ Els enters Z, amb la suma i el producte habituals, s6n un anell. Perd no s6n un cos perqué no tots els
elements tenen element invers.
« Els racionals Qi els reals R si que sén cossos.

« El conjunt {a,e,i,o} dels exemples anteriors és un cos respecte de I'operacié ® = + descrita a la
segona taula, amb neutre o, i respecte de I'operacié ® = * descrita a la primera ampliant-la amb el
neutre de +, que multiplicat per qualsevol element dona o. Es a dir

«|lale|i|o
ale|ilalo
e|lilale|o
ilalel|ilo
olo|lo|lo|o

Només queda comprovar que I'operacié = és distributiva respecte de +, que ho deixem com a exercici.

2.7 Notes historiques

Leonhard Euler (1707-1783) ha estat un dels matematics més importants i prolifics. Lestudi de les propietats
de la funcié d’Euler ha permes descobrir moltes propietats dels nombres enters. | Torna a la funcié d’Euler (pi36 |

Teorema 2.2} Aquest teorema sovint és anomenat teorema “petit” de Fermat. Pierre de Fermat (1601-1665)
va contribuir molt a I'aritmetica i és especialment famés per un teorema que va enunciar (sense demostracio)
que deia que x" + y" = z" no té solucié entera per n > 2. Aquest teorema (el “gran”) no va ser demostrat fins
el 1995 per Andrew Wiles. | Torna al teorema (plgl) |
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3 Aritmeética polinomial i cossos finits

3.1 Aritmeética polinomial

Polinomis a Z,

Anomenem Z [ x] al conjunt de polinomis amb coeficients a Z,

Exemple.
a(x) = 4x” +3x* + x + 3¢ Zs[x],

b(x) = 2x* + 3 € Zs[x].

Els elements de Z,, s’'anomenen les constants o els escalars de Zy[ x].

El grau, els coeficients, el termes, etc., es defineixen de manera analoga als polinomis de R[x].

Direm que un polinomi és monic si el seu coeficient de grau maxim és 1.

Les sumes a Z [ x] es fan coeficient a coeficient segons la suma a Z,.

Exemple.

a(x) + b(x) (4x" +3x* + x +3) + (2x* + 3)
= 4x" +(B3+2)x* +x+(3+3)

ax" + x +1.

El producte de polinomis es fa utilitzant la propietat distributiva i el prodcte i la suma dels coeficients
segons la suma i el producte a Zy,.

Exemple.

a(x)-b(x) = (4x”+3x*+x+3)(2x* +3)
= 4x’(2x* +3) +3x*(2x* + 3) + x(2x* + 3) + 3(2x* + 3)
= Bx"M+2x) + (xB+ax*) + (2x° +3x) + (x* +4)

= 3x" +x®B+2x" +2x° + 3x + 4.

« Doneu un exemple en que grau(a(x)b(x)) # grau(a(x)) + grau(b(x)).
* Proveu que si m és primer, aleshores grau(a(x)b(x)) = grau(a(x)) + grau(b(x)).

Llevat que no s’especifiqui el contrari, a partir d’ara només considerarem polinomis de Z,[x]| amb p
primer.

En general emprarem p per denotar un primer.
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Divisio de polinomis

Teorema 8: Divisié de polinomis

Donats dos polinomis qualssevol a(x), b(x) € Zp[x] existeixen dos altres polinomis dnics q(x), r(x) €
Zp[x] tals que
a(x) = b(x)q(x) +r(x)

amb 0 < grau(r(x)) < grau(b(x)).

Dividend, divisor, quocient, residu

Els polinomis a(x) i b(x) son, respectivament, el dividend i el divisor de la divisié. El polinomi g(x)
és el quocient. El polinomi r(x) és el residu.

Podem dividir de la manera habitual construint el polinomi quocient q(x) dels termes de grau més gran als
de grau més petit.

Exemple. Vegem-ho amb els polinomis anteriors.

El primer terme de q(x) haura de ser 2x3:

4x7  + 3x* + x + 3 2x* + 3
(4x’ + x%) 2x3 +
3x* + 4x® + x + 3

i continuem pel terme 4:

4x7  + 3x* + x + 3 2x* + 3

- (4x’ + x%) 2x3 + 4
3x* + 4x® + x + 3
(3x* + 2)

4 + x + 1

En notacié anglosaxona és

2x3
2x4+3‘ 4x"  + 3x* + x + 3
~- (4x7 + x%)
3x* + 4x® + x + 3
i continuem pel terme 4:
2x3 4
2x4+3‘ 4x"  + 3x4 + x + 3
(4x7 + x%)
3x* + 4x® + x + 3
- (3x* + 2)

4x3 + x + 1
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Deduim que
q(x) =2x° + 4,

r(x)=4x3+x+1.

Observem que el grau de r(x) és més petit que el de b(x) i que a(x) = b(x)q(x) + r(x).

Si r(x) = 0, aleshores diem que b(x) és un divisor de a(x) i que a(x) és un multiple de b(x).

Observem que si b(x) és un divisor de a(x), aleshores per a qualsevol element no nul k € Z,, també tenim
que kb(x) és un divisor de a(x). Diem que kb(x) és un multiple escalar de b(x).

Algoritme d’Euclides i identitat de Bézout

El maxim comu divisor, I'algoritme d’Euclides i la identitat de Bézout per a polinomis es poden definir
de forma analoga a com ho hem fet per als enters.

Ara, quan diem el maxim dels divisors comuns, ens referim al de maxim grau.

Si p és primer, tot parell de polinomis no nuls de Z,[x] tindra un med monic i aquest és Unic. Si diem “el
mcd” ens estarem referint a aquest.

Exemple. Volem calcular a Zs[x] el maxim comd divisor i els coeficients de la identitat de Bézout correspo-
nent als polinomis a= x° + x +1 i b = x3 + x2. Fem les divisions successives:

x5 +X+1 X3+ x2
(x5 + x* ) XP+dx+1
4x* +X+1
(4 3

(4x* + 4x )
x3 +X+1

—(x®+ x2 )
4x2+x+1

x3 + x? 4% + X+ 1
—(x® +4x%+4x ) 4x +3
2x%+ x
—-(2x2+3x+3)
3x+2

4x° + X +1 3x+2
-(4x%+x ) 3x
1
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3x + 2 1

-(3x ) 3x+2

2
-(2)
0
| completem la taula:
A 1 0 1 X+2 2x% +4x +1
U 0 1 42+ x+4 |43 +4x2+x+4 [ 3x* +3x3 + X2 +4x + 4
quocients X2 +4x +1 4x +3 3x 3x+2
residus | x®+x+1 | x3+x° | 4x® +x +1 3x+2 1 0

Deduim que el maxim comu divisor és 1 i que els coeficients de la identitat de Bézout sén 2x® + 4x + 1 i
x4 +3x3 + X2+ 4x + 4.

Per tant, la identitat de Bézout queda de la forma

X +4x+ 1) (X +x+1)+ Bx* +3x° + X2 +4x +4)(x® + x%) = 1.

Arrels de polinomis

Lema 13: Arrels

Donat un polinomi f(x) € Zy[x] i a € Zp, s6n equivalents:
« x — adivideix f(x),
- f(a)=0.

En aquest cas, diem que a és una arrel de f(x).

Demostracio. Six — a divideix f(x), aleshores existeix q(x) tal que f(x) = (x — a)q(x), i en aquest
cas és clar que f(a) = 0.

Suposem ara que f(a) = 0. Dividim f(x) entre (x — a) i obtindrem un quocient q(x) i un residu r de
grau més petit que 1 (i, per tant, constant) tal que f(x) = (x-a)q(x) +r. Si ara utilitzem que f(a) = 0,
i ho substituim a la igualtat anterior obtenim f(a) = 0+ r =0 i, per tant, r = 0.

Aixo vol dir que f(x) = (x — a)g(x). o

Es x — 3 un divisor de x° + 2x% + 3x% + 1 a Z;[x]? | a Zs[x]? | a Z3[x]? | a Zs[x]?

Demostreu que un polinomi de Z,[ x],

+ és divisible per x sii només si no té terme constant;

+ és divisible per x + 1 si i només si té un nombre parell de termes.
| Soluci6 (p67)
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Exercici 41: Métode per trobar les arrels d’'un polinomi de grau dos a Z,, en cas de p primer

senar.

1. Per qué podem afirmar que 2 és un element invertible de Z,?
2. En general, qui és I'element 27, invers de 2 a Zp, en funci6 de p?

3. Considerem la taula dels quadrats de tots els elements de Z,. Per exemple, la taula dels
quadrats de Zs seria:

2

QO

A WON—=OlD
- A ph 20O

Doneu la taula dels quadrats de Z;.

4. Si a € Z, aleshores definim el conjunt d’arrels quadrades \/EZ" com el conjunt de tots els
elements b € Z, tals que b? = a. Aixi, per exemple, els conjunts d’arrels quadrades de tots els
elements de Zs son els seglients:

Vi© = {0}

VITt= (1,4
VZi s g={)
N
Va© = {2,3)

Doneu els conjunts d’arrels quadrades de tots els elements de Z-.

Z
5. Si b,c € Z, son tals que Vb2 -4c " t& un o més valors diferents, aleshores les arrels de
X% + bx + € sOn ) ]
+
(-b+ Vb —4c p)p? mod p

7,
o, dit d’altra manera, sén els valors (-b+y) % mod p on y agafa tots els valors de v/b? — 4c *.

Per exemple, les arrels de x® + 3x + 2 € Zs[x] s6n

Z
(—b+ VP2 - 4c ")p; mod 5

(—3+\/4—32")5;1 mod 5

(2+ \/1_Zp)3 mod 5
1+3{1,4} mod5

B 1+3-1 mod5=4
B 1+3:4 mod5=3

Comproveu que 4 i 3 s6n, en efecte, arrels de x% + 3x + 2 € Zs[x].
6. A Z;[x] trobeu les arrels dels seglients polinomis:
e x2+5x+1,
. X2 +6,
* x> +5x+4.

7. Comproveu les arrels obtingudes en 'apartat anterior.

Solucié (p @I
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El nombre d’arrels d’un polinomi f(x) € Z,[x] és com a molt el seu grau.

Polinomis irreductibles

Polinomis irreductibles

Un polinomi és irreductible si els seus Unics divisors sén 1 i ell mateix i tots els seus multiples
escalars possibles.

Observem que tots els escalars no nuls i tots els polinomis de grau 1 sén irreductibles.

Si un polinomi de grau més gran que 1 és irreductible, aleshores no té arrels.

Perque, si tingués una arrel a, aleshores tindria un factor de la forma x - a.

Exemple. El polinomi f(x) = x? + x + 1 és irreductible a Z»[x] i no té arrels. En efecte, f(0) =1 # 0 i
f(1)=38=1%0.

El reciproc no és cert.

Exemple. AZ[x], el polinomi g(x) = x*+x2+1 no té arrels perqué g(0) =1+ 0ig(1) =3 =1+0. Pero, en
canvi, (X2 +x+1) (X2 +x+1) = x* +x3+ X2+ X3+ X2+ x+ X2+ x+1 = x* +2x3 +3x%2+2x +1 = x* + X% +1 = g(x),
és a dir, g(x) no és irreductible.

Exemple. Considerem el polinomi
f(x)=x*+x®+2x% +2x + 1 € Z3[x].
Comproveu que no té arrels.

I, tanmateix, f(x) no és irreductible perqué

f(x) = (x® +2x +2)%

Demostreu que, si un polinomi té grau 2 o 3, aleshores el polinomi és irreductible si i només si no té
arrels.

A

Trobeu tots els polinomis irreductibles de grau més petit o igual que 4 de Z,[x].
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Considerem els polinomis de Z[x]
f= xX+x2+1,
g = X*+x+1.
1. Quins s6n el quocient i el residu de dividir f entre g?

2. Demostreu que f i g sén irreductibles a Zo[ x].

Soluci6 (p/69) |

1. Quants polinomis monics hi ha a Zz[x] de grau 2?

2. Quins son els polinomis irreductibles monics de Zz[x] de grau 2?

EIEI0 )

1. Considerem el conjunt P de polinomis amb coeficients a Z3 que tenen exactament un monomi
de grau senar i coeficient 1 i la resta de monomis de grau parell. Poseu-ne un exemple.

2. Demostreu que un polinomi p € P que sigui irreductible ha de complir:
(a) La suma dels seus coeficients no és multiple de 3.
(b) La suma dels seus coeficients no és congruent amb 2 modul 3.

3. Doneu una altra condicié que ha de complir un polinomi de P que sigui irreductible.

EE0)

Factoritzacio de polinomis

Factoritzacio

Tot polinomi es pot descompondre en producte de polinomis irreductibles.

Aqui la descomposici6 és unica llevat del producte per escalars.

Exemple. Per exemple, a Zs[ x|

2x% +3=(x+1)(2x +3).

Pero també

2x% +3=(2x+2)(x +4).

| també podem separar amb una constant i un producte de polinomis irreductibles monics:

2x2 +3=2(x+1)(x +4).
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Factoritzacio

Si p és primer, tot polinomi de Z,[x] es pot descompondre de manera Unica en el producte d’'una
constant per un producte de polinomis irreductibles monics.

Aqui és important que p sigui primer. Per exemple, a Z4[x], el polinomi 2x + 3 no es pot escriure com una
constant per un polinomi monic perqué 2 no té invers a Zs.

De la mateixa manera, a Zs, el polinomi x?+7 admet dues descomposicions diferents: x>+7 = (x+1)(x+7) =
(x+3)(x +5).

La demostracié de la unicitat de la factoritzacié en irreductibles és equivalent a la vista pel cas dels enters.
En el cas dels enters, a partir de la Identitat de Bézout hem deduit que, si p és primer i p| ab, aleshores p|a
o p| b. D’aqui se segueix la demostracié de la factoritzaci6 en primers.

En el cas de polinomis podem demostrar, també a partir de la identitat de Bézout, que si ¢(x) és irreductible
i c(x)|a(x)b(x), aleshores c(x)|a(x) o c(x) | b(x). | ara aquest resultat el podem utilitzar per demostrar la
unicitat de la factoritzacié en irreductibles.

Factoritzeu completament el polinomi 2x* + 4x? + 3x + 1 a Zs[x].

3.2 Congruencies de polinomis i anells quocient Z,/f(x)

Congruéncies de polinomis

Definicio

Si r(x) és el residu de dividir a(x) per m(x), aleshores diem que r(x) és la reduccié de a(x) modul
m(x). Escriurem
a(x) =r(x) mod m(x).

Exemple. Considerem els polinomis del principi de la seccié, a(x) = 4x” +3x* + x + 3 i b(x) = 2x* + 3 € Zs.

En fer la|divisi6 euclidianal de a(x) entre b(x) hem vist que el seu quocient i residu son, respectivament,
gx)=2x3+4ir(x)=4x>+x+1.

En aquest cas, diem que la reduccié de 4x” + 3x* + x + 3 modul 2x* + 3 és 4x® + x + 1 0 que

ax" +3x* +x+3=4x>+x+1 mod2x*+3

Congruéncies

Donats tres polinomis a(x), b(x), f(x) € Zp[x], diem que a(x) i b(x) sén congruents modul f(x) si,
equivalentment,
« els residus de dividir a(x) i b(x) entre f(x) coincideixen,
« la diferencia b(x) — a(x) és un mdltiple de f(x).
Escrivim
a(x) = b(x) mod f(x)
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Exercici 48

Comproveu que, efectivament, les dues condicions de la definicié sén equivalents. Vegeu el resultat
analeg de les congruéncies d’enters.

Anells quocient Z,/f(x)

Com en el cas dels enters, la relacié de congruéncia és una relacié d’equivaléncia i per aixo les classes de
congruéncia queden ben definides.

Anomenem Z,/f(x) al conjunt de classes de congruéncia modul f(x).

Sigrau(r(x)) < grau(f(x)), [r(x)]s representa la classe de tots els polinomis que dividits entre f(x) tenen
residu r(x).

Per extensio, escriurem [a(x) ] = [r(x)]f si a(x) = g(x)f(x) + r(x) amb grau(r(x)) < grau(f(x)).
En particular, tindrem que [a(x)]r = [a(x) + k(x)f(x)]s per a qualsevol polinomi k(x) € Zy[x].
Exemple. Considerem I'anell Zs[x] i el polinomi

f(x) = x®+2x +2 € Zg[x].
Si dividim un polinomi de Zs[ x] entre f(x), quin pot ser el residu?
Haura de ser un polinomi de grau més petit que 2 i amb coeficients dins de Zs.
Només hi ha un nombre finit de possibilitats:

0 1 2
X x+1 X+2
2x 2x+1 2x+2

Aixo ens esta dient que només hi ha 9 classes de congruéncia modul f(x) i que Zs[x]/f(x) té 9 elements:

Zs[x]/f(x) = {[0]s, [1]f, [2]f, [X]r, [X + 115, [X + 2]5, [2x]s, [2% + 1])f, [2X + 2]¢}

Seguint el mateix procediment, llisteu totes les classes de congruéncia de Zo[x]/x3 + x + 1.

Deduim el segtient:

Lanell Zy[x]/f(x) esta format per p?a(") classes d’equivaléncia.

1. Quants elements tindra Z,[x]/x% + x +1?

2. Quants elements tindra Zs[x]/x3 + x + 1?

Solucié (p I
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Aritmética dels anells quocient Z,/f(x)

59

Dins de Zy[x]/f(x) tenim dues operacions ben definides
[ O ]r + [r2()]r = [ (x) + 2(x)]r,
[n()]r-[0)]r = [ (x) - ()]

Aquestes operacions doten Z,/f(x) de I'estructura d’anell.

Exemple. Hem vist que per f(x) = x* + 2x + 2,

Zg[x]/1(x) = {[O1s, [11r, [2]s, [x]r, [x + 11, [x + 2], [2x]y, [2x + 1]1, [2x + 2]/}

Podem operar amb les classes d’equivaléncia fent reduccions modul 3 i reduccions modul f. Per exemple,

[2x+1]s+[x+1]f = [Bx+2];

o bé

[2x+1]f-[x+1]r = [

[2X2+1]

= [2x® +1+f(x)]s
[2x% +1 + (x® +2x + 2)]y
[3x2+2x+3]
[2x]¢

3.3 Cossos finits

Elements invertibles

Exemple. Tornem a I'exemple anterior

Za[x ]/x +2x+2={[0]s, [1]s,[2]s, [X]s, [X + 1], [ X + 2]1, [2X]s, [2x + 1]f, [2X + 2]¢}.

Volem saber si la classe [ x + 1]¢ té invers a Z3[x]/f(x), és a dir, si hi ha alguna classe que multiplicada per

[X+ 1]f doni [1]f

Opciod 1: Podem provar-ho per cerca exhaustiva.

[1]f~[X+1]f = [X+1]f

[2]f~[X+1]f = [2X+2]f

[x]f-[x+1])r = [X*+x]s = [x% + x + 2f]; =[x2+x+2(x®+2x +2)]y
[x+1]f-[x+1]r = [X¥®+2x+1]y =[x®+2x+1+2f]; =[x2+2x+1+2(x2+2x+2)]s
[x+2)¢-[x+1]r = [x*+2] =[x 2+2+2f] =[x 2+2+2(X +2x+2)]

[2x]r-[x+1]r = [2x®+2x]; = [2x2 + 2x + f]; =[2x2 +2x + (x®2 +2x +2)];
[2x+1]f-[x+1]f = [2x®+1]; :[2X2+1+f]f =[2x% +1 + (x® +2x+2)]
[2x+2]r-[x+1]y = [2x3+x+2]; =[2x3+x+2+f]; =[2x%+x+2+(x2+2x+2)]s

Trobem, doncs, que ([x +1]f)™" = [2x + 2]y.

Opcio 2:

- - - -

~-
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e N W W W Ko W N
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~-
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Podem utilitzar la identitat de Bézout de x + 1 i x° + 2x + 2.

En aquest cas, la taula de I'algoritme d’Euclides és

1 0 1
0 1 2x+2
x+1
X+2x+2 | x+1 1 0

Per tant, la identitat de Bézout és

1-OF+2x+2)+(2x+2) - (x+1) = 1.

Si reduim modul f(x) a les dues bandes de la identitat obtenim que
[2x +2]¢- [x+1]r=[1]s,

deduint de nou que ([x +1]r)™" = [2x +2]y.

Identitat de Bézout i I'invers d’un element

En general, si med(f(x),a(x)) = 1, aleshores, per la identitat de Bézout, existiran polinomis \(x) i
w(x) tals que

AC)F(x) + p(x)a(x) =1
Aixo significa que p(x)a(x) =1 - A(x)f(x) i, per tant,

p(x)a(x) =1 mod f(x).

Deduim, doncs, que [a(x)];" = [u(x)]r.

1. Calculeu a Zs[x] el maxim comu divisor del polinomi a = x2 + 2x + 2 i el polinomi b = 2x + 1 i
expresseu-lo com a combinacié lineal de ai b.

2. Podem deduir si 2x + 1 és invertible a Zz[x]/x2 + 2x + 2? En cas afirmatiu calculeu-ne l'invers.
3. Podem deduir si x + 2 és invertible a Z3[x]/x? + 2x + 2? En cas afirmatiu calculeu-ne invers.

4. Comproveu que tots els inversos que heu trobat sén, en efecte, inversos.

[Solucis 7))

Construccio de cossos finits

Ara ens volem centrar a veure quins dels anells de la forma Z,[x]/f(x) sén cossos.
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1. Calculeu les taules de la suma i del producte a Zo[x]/x2 + x + 1.
2. Calculeu les taules de la suma i del producte a Z[x]/x? + 1.
3. Calculeu la taula del producte a Zs[x]/x? + 1.

4. Raoneu si Zo[x]/x® + x + 1, Zo[x]/x® + 1, 0 Z3[x]/x? + 1 s6n coss0s.

EIZa)

Observem que si f(x) és irreductible, aleshores és coprimer amb qualsevol polinomi que no sigui un mdultiple
seu i, per tant, qualsevol classe diferent de zero (la classe del zero correspon als mdltiples de f(x)) és
invertible. Per aixd podem afirmar el seglent:

Si m és un primer i si f(x) és irreductible a Z,[ x], aleshores Z [ x]/f(x) és un cos.

Per contra, si m no és primer, els divisors de m no seran invertibles a Zy[x] i, si m és primer, pero
f(x) no és irreductible, els seus divisors no seran invertibles a Z [ x]/f(x).

Teorema 9

Zm[x]/f(x) és un cos sii només si m és primer i f(x) és irreductible a Z,[x].

Si Zp[x]/f(x) és cos 'anomenem [ ,», on n = grau(f(x)).

Utilitzeu I'Exercici [46| per donar un polinomi que generi Fo7. | Solucioé (p I

Ordre i elements primitius

Teorema 10

Per a qualsevol 3 € F},, es té Pt =1,

Demostreu el teorema anterior. Podeu emprar els mateixos arguments que en la demostracié del
teorema d’Euler.

Lordre de 3 € Fpr \ {0} és el minim exponent i # 0 tal que 3’ = 1. El denotem per ord 70 (@)

Pel teorema anterior, si IF;» s un cos finit, tot element no nul de IF» tindra un ordre.
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Demostreu que si 5 = 1 per un enter positiu k, aleshores I'ordre de 3 divideix k. Vegeu el resultat
analeg per l'ordre dels elements de Z,.

.

Com a consequiéencia del resultat de I'exercici i del teorema[T0]tenim el resultat seglient.

Lordre d'un element no nul de F,» sempre divideix p” — 1.

Demostreu que, a Zy[x]/f(x), si la classe [x]; és diferent de zero, aleshores té ordre més gran o

igual que el grau de f(x). | Solucié (p I

Elements primitius

| r

Diem que 3 € F» és un element primitiu si el seu ordre és p” — 1.

Si 3 és primitiu, aleshores
IFP" = {0717185' "7/Bp _2}~

Polinomis primitius

Diem que f(x) és primitiu si la classe [x]; és un element primitiu de Z,[x]/f(x).

Exemple. Considerem, per exemple, el cos Fig = Zo[x]/x* + x® + 1. Anomenem « a la classe [x]; on
f(x) = x* + x3 + 1. En particular, tindrem f(a)) = 0. Per tant, o* = —a® -1 = o® + 1. La resta de poténcies de
o seran:

D =~ o
|
—_

2

w
I
SIS

3

= o®+1

(&

= adt=a(P+1)=a*+a=a*+a+1

4, 2 2
= a’=a(P+ra+)=a*+f+a=a*+af+a+1

[<2)

~

3

QR L R L L L L
I

= adl=a(P+f+a+1)=at+aP+f+a=a®+1+a’+’ +

2 2

= 28+’ +a+1=®+a+1

Oés = 053+Oé2+04

a® = a?+1

10 = a3+a

"o %+ +1

= a+1

14 _ a3 + a2

«@
«

«

« = a’+a
«@

a'® 1

Aixo ens permet veure que « és primitiu i f(x) també.
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Representacio d’elements

Suposem que tenim un cos finit Z,/(f(x)) i que d = grau(f(x)).

Anomenem « a la classe de congruéncia modul f(x) de I'element x.

En particular tindrem que f(«) = 0.

Qualsevol element de Z,/(f(x)) es podra expressar com un polinomi en a de grau més petit que d.
Es el que anomenem notacié polinomial.

D’altra banda, suposem que g és un element primitiu. Qualsevol element no nul es podra expressar
també com una poténcia de 5 amb un exponent més petit que p? - 1.
Es el que anomenem notacié exponencial o notacié potencial.

Finalment, podem representar els elements de Z,/(f(x)) per un vector de d coordenades
(ao,---,aq4-1) on a; és el coeficient de grau i de la notacié polinomial.
Es el que anomenem notacio vectorial.

Exemple. En I'exemple anterior,
o' (notacié exponencial) = 1 + o2 + o® (notacié polinomial) = (1,0, 1,1) (notacié vectorial).

La notaci6 polinomial i la notacié vectorial ens aniran molt bé per fer sumes i restes, mentre que la notacié
exponencial ens anira molt bé per poder fer multiplicacions i divisions. Per aixd ens sera convenient poder
fer servir totes les notacions a la vegada i per aixd emprarem les taules d’equivaléncia entre les diferents
notacions.

Continuant I'exemple anterior,

pot. pol. vect.
a® 1 (1000)
o a (0100)
a? a? (0010)
a® a® (0001)
o a®+1 (1001)
a® a®+a+1 (1101)
a® | ad+a+ra+1]| (1111)
o’ a®+a+1 (1110)
a8 a+a?+a | (0111)
a® a?®+1 (1010)
a'® a®+a (0101)
a' aB+a?+1 | (1011)
a'? a+1 (1100)
a® ®+a (0110)
a™ a®+a? (0011)
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Resum
[ Zm Zp[x]/f(x) (amb p primer) |
Divisi¢ euclidiana a Z: Divisi6 euclidiana a Z,[x]:
Donats a,b ¢ Z existeixen g, r € Z tals que a = bq + r amb  Donats a(x), b(x) € Zy[x] existeixen q(x), r(x) € Zy[x] tals que a(x) = b(x)q(x) +
0<r<b. r(x) amb 0 < grau(r(x)) < grau(b(x)).
Fer congruéncies modul m és Fer congruéncies modul f(x) és
quedar-nos amb el residu de dividir per m quedar-nos amb el residu de dividir per f(x)
= obtenim enters < m. = obtenim polinomis de grau < grau(f(x)).
Zm={0,1,...,m-1} Zp[x]/f(x) ={ao +arx+---+ a,.1 X" Tamb ap,..., a1 € Zp}
amb les operacions reduides modul m. amb les operacions reduides modul p i modul f(x), on n = grau f(x).
Zm té m elements. Zp[x]/f(x) té p” elements.
Diem que la classe de x és un generador de Zy[x]/f(x).
ae Zm és invertible si i només si med(a, m) = 1. a(x) € Zp[x]/f(x) és invertible si i només si med(a(x), f(x)) és constant.
Linvers es troba per la identitat de Bézout: Linvers es troba per la identitat de Bézout:
da+pum=1=Xa=1=>a'=\ A(x)a(x) + p(x)f(x) =1 = A(x)a(x) =1 = (a(x))™" = A(x).
Anomenem Z;, als invertibles de Z,. Anomenem (Zy[x]/f(x))* als invertibles de Z,[x]/f(x).

Funcié d’Euler: ¢(m) = #{a:1<a<m,mcd(a,m) =1}
o ¢(p) = p—1sip és primer,

o ¢(p*) = p* - P si p és primer,

o ¢(ab) = ¢p(a)¢(b) simed(a,b) = 1.

Teorema d’Euler:

a?(M =1 mod msi med(a, m) = 1.

Zm és cos si i només si m és primer. Zp[x]/f(x) és cos siinomés si f(x) és irreductible.
Si p és primer Z, també 'anomenem F,. Si Zy[x]/f(x) és cos 'anomenem Fpn.

Lordre de a € Zp, és el minim exponent i + 0 Lordre de 3 € IFp» és el minim exponent j # 0

tal que & =1 mod m. tal que ' = 1.

Lordre sempre és un divisor de ¢(m). L'ordre sempre és un divisor de p” - 1.

Diem que a € Z, és primitiu si el seu ordre és ¢(m). Diem que f3 € Fg és primitiu si el seu ordre és p” - 1.

Si 3 és primitiu, aleshores Fy» = {0,1,53,...,5° 2}.
Diem que f(x) és primitiu si la classe de x és un element primitiu
de Zp[x]/f(x).

3.4 Exercicis

1. Per quins polinomis f(x) de Z»[x] el quocient Z,[x]/f(x) és un cos de 4 elements?
2. Doneu-ne un element primitiu i la taula d’equivaléncies potencial-vectorial-polinomial.

3. Doneu també una taula per a la suma i una taula per al producte.

Souio 072
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Considerem Zs[x]/x? + x + 2
1. Demostreu que és un cos.

2. Quants elements té?
3. Es a = [x] un element primitiu? Per qué?
4. Doneu-ne una taula d’equivaléncies amb les notacions potencial, polinomial i vectorial.

20 5
5. Calculeu o? (w)

Sowoerg]
e

Considerem els seguients polinomis de Zs[ x].
e f(x)=x3+x%+2,
e g(x)=x3+2x+1,
e h(x)=x3+2x2+2.
Sabem que
« x"" mod f(x) = x +1,
11 _ 2
« x'" mod g(x)=x“+x+2,

« x" mod h(x) =2x® + x +1.

1. Quins d’aquests polinomis sén irreductibles?

2. Quins dels polinomis irreductibles sén primitius?
3. Per quins polinomis, en fer quocient a Z3[x], s’obté un cos? De quants elements?
4.

Per quins dels polinomis anteriors que, en fer quocient, ens donen un cos, podem expressar
qualsevol element del cos com a poténcia de la classe de x en el quocient?

ETIZ)
A

Considerem Z3[x]/x? + 1
(a) Demostreu que és un cos.

(b) Quants elements té?

(c) Anomenem o I'element del cos que correspon a la classe de x modul x? + 1. Quin és l'ordre de
a?

(d) Es a = [x] un element primitiu? Per qué?
(e) Trobeu un element primitiu 3.
(f) Escriviu a com una poténcia de S.

(9) Doneu una taula d’equivaléncies amb les notacions potencial amb potéencies de 3, polinomial
amb polinomis en « i vectorial.

(h) Calculeu ' (52—33).

B8+
SowoefE]
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Considerem el cos finit Fg = Zo[x]/x® + x + 1. Anomenem « a la classe de x.
1.

2.
3.
4.

5

EIZZ]

Doneu la taula d’equivaléncies de les notacions exponencial i vectorial.
Doneu els oposats i els inversos dels elements de [Fg.
Doneu la taula de les sumes i la taula de les restes de Fjg.

Doneu la taula de les multiplicacions i la taula de les divisions de [Fg.

Calculeu

XC+(a+)x*+ (P +a+1)xP+a? X rax+a?+1
XP+alx+a :

Considerem el cos finit Fg = Z3[x]/x? + 2x + 2. Anomenem « a la classe de x.
1.

2]
3.
4.

5.

Ez)

Doneu la taula d’equivaléncies de les notacions exponencial i vectorial.
Doneu els oposats i els inversos dels elements de [Fg.
Doneu la taula de les sumes i la taula de les restes de Fy.

Doneu la taula de les multiplicacions i la taula de les divisions de .

x®-1
x*+abx3+x2+alx+a?’

Calculeu
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(a) Justifiqueu si sén irreductibles els seglients polinomis a Z,[ x]:
iox*+1
il x*+x+1
ji. x*+x2+ 1

S e X%+ x+1

iv. x*+x
(b) Escriviu cadascun dels polinomis de I'apartat (a) com a producte de polinomis irreductibles.
(c) Doneu el maxim comu divisor de x* +1 i x* + x® + 1.

(d) Podeu expressar el maxim comu divisor de x* + 1 i x* + x2 + 1 com a combinaci6 lineal dels
mateixos polinomis? Doneu-ne els coeficients i feu la comprovaci6.

(e) Quines de les seglents estructures s6n un cos i, en cas de ser-ho, quants elements tenen?
i Zo[x]/x* +1
ii. Zo[x]/x* +x +1
iii. Zo[x]/x*+ x® +1
iv. Zo[x]/x*+x3+x2+x+1

(f) En quins dels casos en que tenim un cos, si anomenem « a la classe de x, tenim que « és un
element primitiu?

(9) Doneu una taula exponencial-polindomica-vectorial per un cas en qué « sigui primitiu. Els apar-
tats que segueixen els referirem al mateix cas (la mateixa « i la mateixa taula).

(h) Quins sén els ordres possibles dels elements del cos?

(i) Per a cadascun dels ordres possibles, doneu un element del cos amb aquell ordre.

BTz

3.5 Solucions

Solucié de I'Exercici[39]

Si avaluem el polinomi x% + 2x® +3x> + 1ax=3ensdona243+2-27+3-9+1 =243 + 54 + 27 + 1 = 325.
Com que 325 =3 mod 7, deduim que 3 no és una arrel de x° + 2x° + 3x2 + 1 a Z7[x].

Com que 325 =0 mod 5, deduim que 3 és una arrel de x° + 2x® + 3x2 + 1 a Zs[ x].

Com que 325 =1 mod 3, deduim que 3 no és una arrel de x° + 2x3 + 3x? + 1 a Z[ x].

Com que 325 =1 mod 2, deduim que 3 no és una arrel de x° + 2x + 3x2 + 1 a Zy[x].

| Torna a I'exercici (p|53l) |
Solucio de ’Exercici

Sabem que un polinomi f(x) € Z,[ x] és divisible per x sii només si 0 és una arrel. | 0 és una arrel sii només
si f(0) = 0. Com que f(0) és exactament el terme constant, deduim que f(x) és divisible per x si i només si
el seu terme constant és 0.

Sabem que un polinomi f(x) € Zy[x] és divisible per x + 1 si i només si 1 és una arrel. | 1 és una arrel si i
només si f(1) =0. Com que f(1) és exactament el nombre de termes de f(x), deduim que f(x) és divisible
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per x + 1 si i només si el seu nombre de termes és parell.
Torna a I'exercici (p|53l) |
Solucié de I’Exercici

1. 2 és invertible si p és senar perqué en aquest cas med(2, p) = 1.
2. Lelement p+ 1 és parell i 'invers de 2 sera I'enter % jaque 2- % =p+1=1aZp.

3.

j\V)
™

OUAWN = O
~— AN NMA2O

= {0}

= {176}
{3.4}
= o={}
{2,5}

5. Si substituim x per 4 a x> + 3x + 2 € Zs[x] ensdona 42+3-4+2=16+12+2=30=0.
Si substituim x per 3a x> + 3x +2 € Zs[x] ensdona 3> +3-3+2=9+9+2=20=0.

L7

L7

559599

6. « Per x2+5x +1tenim b =5,c =1iles arrels seran (2 + y)4 mod 7 on y agafa tots els valors de
Z
VO = {0}, és a dir, hi ha una Unica arrel en aquest cas, que és 1.
Z
« Per x> +6 tenim b= 0,c = 6 i les arrels seran (x)4 mod 7 on x agafa tots els valors de /4 =

{2,5}, és a dir, les arrels en aquest cas sén 1 6.
+ Per x2 +5x + 4 tenim b=5,c = 4 iles arrels seran (2 + x)4 mod 7 on x agafa tots els valors de

4 7
V25-16  =+/2 " = {3,4}, és adir, les arrels en aquest cas s6n 6 i 3.

7.+ Sisubstituim x per1a x®+5x+1¢eZs[x]ensdona1+5+1=0.
+ Si substituim x per 1i6=-1a x*>+6 ¢ Zs[x] ensdona1+6=0.

« Si substituim x per 3a x2+5x +4 ¢ Zs[x] ensdona 32 +5-3+4 =2+ 1+4 =0. Si substituim x
per6a x2+5x+4cZs[x]ensdona6®+5-6+4=1+2+4=0.

Torna a 'exercici (p@ |

Solucié de I’Exercici[42]

Suposem que un polinomi f(x) té grau 2 o 3 i que es pot descompondre en el producte seglent:

f(x) = g(x)h(x),

amb g(x) i h(x) no constants. Les Uniques opcions per als graus de g(x) i h(x) sén:

Sigrau(f) =2 Sigrau(f) =3
grau(g) | grau(h) grau(g) | grau(h)
1 1 2 1

1 2
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En qualsevol cas, algun dels factors ha de ser de grau 1 i, per tant, de la forma x — a. En aquest cas a sera
una arrel.

Torna a 'exercici (pl%l) |

Solucio de I'Exercici[43]
Analitzem per graus.

Grau 0: 1 és I'tinic polinomi de grau 0 i és irreductible.

Grau 1: x i x + 1 sén els Unics polinomis de grau 1 i son irreductibles.
A partir de grau 2, observem que, pel lema[f3]

* un polinomi és divisible per x si i només si no té terme constant,
* un polinomi és divisible per x + 1 si i només si té un nombre parell de coeficients.

Ara, per I'Exercici|42} pels casos de grau 2 i grau 3, aquestes condicions seran suficients per determinar els
irreductibles. Aixi podem continuar:

Grau 2: x?+x +1.
Grau3: X*+x2+1, x3+x+1.
Per grau 4, suposem que f(x) té grau 4 i es pot descompondre com
f(x) = g(x)h(x),

amb g(x) i h(x) no constants. Els graus de g(x) i h(x) poden ser:

grau(g) | grau(h)
3 1
2 2
1 3

En els casos primer i tercer tindriem una arrel, situacié que podem descartar imposant que hi hagi terme
constant i un nombre senar de termes no nuls.

El segon cas només es podria donar si algun dels factors té arrels (descartables amb les dues condicions
anteriors) o bé si g(x) i h(x) son irreductibles de grau 2, és a dir, g(x) = x2 + x +1i h(x) = x> + x + 1. En
aquest cas, f(x) seria x* + x2 + 1. Aixi, podem concloure:

Grau4: x*+x3+1, x* +x+1, x* + x3 + x> + x + 1. | Torna a I'exercici (p|55|D |

Solucié de I’Exercici[44]

1. Fem la divisié de polinomis

x° +x% +1 X2+ x +1

—(x% + x*+x3 ) X3 +x?
X+ x3+x% +1
—(x*+x3+x2 )

1

Obtenim g = x® + x2, r = 1. Podem comprovar que, en efecte, (x% +x +1)(x3+x2) +1 = x5 + x* + x* +
XCrxP+x2+1=x5+x2+1.

2. El polinomi g és irreductible perqué té grau 2 i no té arrels. Com que el polinomi f té grau 5, per veure
que és irreductible hem de veure que no té factors irreductibles de grau 1 (ho sabem perqué no té
arrels) ni factors irreductibles de grau 2. Aixd darrer ho sabem perqué I'tinic polinomi irreductible de
grau 2 és x?> + x + 1 = g i, del primer apartat, deduim que g no divideix f.
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Torna a 'exercici (p |

Solucioé de I’Exercici[45]

1. Hi ha 9 polinomis monics de grau 2 a Zs[x], ja que son tots els polinomis de la forma x2 + ax + b amb
ai b variant cadascun en els tres valors de Zs.

2. El polinomi x? + ax + b, per ser irreductible, com que té grau 2, no ha de tenir arrels. Perqué 0 no sigui
arrel, cal que 02 + 0a+ b # 0. Aixd implica b =10 b = 2. Perqué 1 no sigui arrel, cal que 1 + a+ b # 0.
Perqué 2 no sigui arrel, cal que 4 + 2a+ b # 0. Aix0 ens dona tres opcions:

*b=1,a=0
e b=2,a=1
e b=2,a=2
que corresponen als tres polinomis
e x2+1
e X2+ x+2
e X2 4+2x+2

Torna a 'exercici (p|56l) |

Solucié de I’Exercici

1. x*+x%2+2¢P,
o bé
2x2 4 x84 x" +2x5 +2x* +1 € P.

2. (a) Lasuma dels coeficients de p és p(1). Si p(1) és un mltiple de 3 aleshores s’anullaa Zz i1 és
una arrel de p. Per tant, p no és irreductible.

1 si r és parell

2 sir és senar

Tenim que p(2) és la suma de coeficients més 1 i, per tant, p(2) no s’anul-la a Z3 sii només sila
suma de coeficients és congruent amb 2 modul 3.

(b) Tenim que 22 =4 =1 a Z3. Pertant, 2" =

3. El coeficient constant, com que és p(0), no ha de ser nul.

Torna a 'exercici (p |

Solucio de I’Exercici

Observem que el polinomi 2x* +4x%+3x+1 té arrels 1i 2. Per tant, és divisible per (x+4)(x+3) = x%+2x+2.

Dividim 2x* + 4x® + 3x + 1 entre x% + 2x + 2.

2x* + 4x%+3x+1 X2 +2x+2
—(2x* + 4x® + 4x2 ) 2x%+ x +3
x3 +3x+1
—(x® +2x%+2x )
3x%+ x +1
—(3x%+ x +1)
0

Ens dona 2x? + x + 3 = 2(x® + 3x + 4).
Com que x? + 3x + 4 té grau 2 i no té arrels, sabem que és irreductible.

Per tant, la factoritzacié completa sera
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2x* +4x% +3x+1=2(x* +3x +4)(x + 3)(x + 4).

|Torna a I'exercici (p |

Soluci6 de I'Exercici[49]
Zo[x]/x® + x+1={[0],[1], [x], [x + 1], [x?],[x2 + 1], [x? + x],[x? + x + 1]}.| Torna a I'exercici (p}58) |

Solucio de I'Exercici
1. Zo[x]/x® + x + 1 tindra 2% = 8 elements.

2. Zs[x]/x® + x + 1 tindra 3% = 27 elements.

|Torna a I'exercici (pl@l) |

Solucié de I’Exercici[51]

1.

X2 +2x+2 2x+1

-(x2+2x ) 2x

2
1 0 1
0 1 X

2X | x+2
X2+2x+2 [ 2x+1] 2 0

Deduim que (x2 +2x +2) + x(2x + 1) = 2.

2. 2x + 1 és invertible perqué és coprimer amb x2 + 2x + 2. De la igualtat (x% + 2x +2) + x(2x +1) = 2
deduim que 2(x? +2x +2) + 2x(2x + 1) = 1. En conseqéncia, I'invers de (2x + 1) és 2x.

3. Observem que x +2 =2(2x + 1). Com que (2x + 1)(2x) =1, també (2(2x + 1))(2(2x)) = 1, és a dir,
(x +2)x = 1. Per tant, l'invers de x + 2 és x.

4, o (2x+1)(2x)=4x®+2x=x2+2x=x2+2x - (x®2+2x+2)=-2=1 mod x2 +2x + 2.
e (x+2)(x)=x®+2x=x?+2x - (x> +2x+2)=-2=1 mod x? + 2x + 2.

| Torna a 'exercici (pISOI) |

Solucié de I’Exercici[52]

1. A Zo[x]/x® +x +1:

- [0] (1] [x] | [x+1] x| [0] ] [1] [x] | [x+1]
[0] [0] (1] [x] | [x+1] [0] [o]]| [o] [0] [0]
[1] (1] 0] |[x+11] [x] (1] [[o] | [1] [x] | [x+1]
[x] [x] | [x+1]] [0] [1] [ Io]] Dd [ [x+1]] [1]
[+ 1] [ Ix+1] | [x] (1] (0] [x+1] [ [0] | [x+1] | [1] [x]
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+ (0] (1] [x] | [x+1] x | [0]| [1] [(x] | [x+1]
(0] (0] (1] [x] | [x+1] [0] |[o]| [0] [0] (0]
[1] (1] [0] |[x+1]| I[x] (1] [[o]] [1] [(x] | [x+1]
[x] [x] | [x+1]] [0] (1] [x] |[0o]] [x] (1] | [x+1]

[x+1] ]| [x+1] [x] [1] (0] [x+1] ] [O] | [x+1] | [x+1] (0]
3. AZs[x]/x?+1
x [0]| [1] [2] [x] [x+1] | [x+2] | [2x] |[2x+1]|[2x+2]

(0] [[o]] [O] [0] [0] [0] [0] (0] [0] [0]

(11 |[0]| [1] [2] [x] [x+1] | [x+2] | [2x] |[2x+1]|[2x+2]

[2] |[0]| [2] (1] [2x] |[2x+2]|[2x+1]| [x] |[x+2]|[x+1]

[x] |[0]| [x] [2x] [2] | [x+2]|[2x+2]| [1] |[x+1]|[2x+1]
[x+1][[0]] [x+1] |[[2x+2]| [x+2] | [2x] (1] [[2x+1]| [2] [x]
[x+2] |[0]] [x+2] |[[2x+1]|[2x+2]| [1] [x] |[x+1]] [2x] [2]

[2x] [[0]] [2x] [x] [1] |[2x+1]| [x+1]| [2] |[2x+2]| [x+2]

[2x +1]|[0]|[2x+1]| [x+2] | [x+1] | [2] [2x] |[2x+2]] [X] [1]

[2x +2]]|[0]|[2x + 2] | [x+1] |[2x +1]| [x] [2] [x +2] [1] [2x]

4. Podem observar que, en el primer cas i en el tercer cas, en la taula del producte hi ha el valor [1]
en totes les files i en totes les columnes, excepte en les que corresponen a [0]. Aixo significa que
qualsevol valor no nul de I'anell en té un altre de manera que el producte dels dos és [1]. Per tant,
qualsevol valor no nul de I'anell té invers i aixd fa que I'anell sigui un cos.

En el segon cas, el valor [x + 1] no té invers perque no hi ha cap valor que multiplicat per ell doni [1].
Per aix0 el segon cas no es tracta d’un cos.

Torna a 'exercici (plﬂl) |

Solucio de I’'Exercici53]

El polinomi buscat ha de ser irreductible i de grau 3.
Podem agafar x3 + 2x% + 1 0 bé x° + x® + 2.

Torna a 'exercici (plﬂl) |

Solucié de I’Exercici

Si l'ordre de la classe [x]; és k, aleshores tenim x¥ =1 mod f(x) i, per tant, x¥ — 1 és un mdltiple de f(x).

Aixo implica que k ha de ser més gran o igual que el grau de f(x). | Torna a I'exercici (plgl) |

Solucié de I’Exercici[57]

1. Perqué Z,[x]/f(x) sigui un cos de 4 elements, cal que f(x) sigui irreductible i que el grau de f(x) sigui
2. Els polinomis de grau 2 s6n
. X2
e x2+1
e X2+ x
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e X“+x+1

73

Cap dels tres primers polinomis és irreductible a Z[ x].

Enefecte, X2 =x-x, x2+1=(x+1)-(x+1)ix®+x=x(x+1).

El quart és irreductible, ja que és de grau2inoté arrels (02 +0+1#0i12+1+1£0).

Agafem, doncs, X% + x + 1.

Comprovem que la classe de x és un element primitiu.

Anomenem « = [x].

Tenima?=a? - (a®?+a+1)=-a—-1=a+1=1i,pertant, és un element primitiu.

La taula d’equivaléncies potencial-vectorial-polinomial és la segiient:

pot. | vec. | pol.

0 | (0,0) 0

a® | (1,0) | 1

a | (0,1) o

| (1,1) [1+a

Les taules de la suma i del producte sén

+ 0 1 a | of x |0 1 a | o?
olo][1]|alad oloj[o|o0]oO
11 ]0[2] a 1{o[1]ald
alald®lo 1 a o] alad®] 1
Plef a1 0 Plola®] 1 «

Hem utilitzat, entre d’altres,

a?+1=(a+1)+1=a+2=qa

?ra=(a+1)+a=2a+1=1

a-a?=ala+1)=c?+a=(a+1)+a=2a+1=1

a?-ad?=(a+1)(a+1)=0a?

Torna a 'exercici (p|64l) |

Solucié de I’Exercici

ta+a+1=0?+2a+1=

A+1=(a+)+1=a+2=a

1. Veiem que 3 és primer i després cal veure si x? + x + 2 és irreductible i ho és perqué té grau 2 i no té

arrels.

En efecte,

2.3%=9

3.

£(0)

f(1)
f(2)

2+0
1+0
2+0

Els Unics ordres possibles dels elements de Z3[x]/x? + x + 2 son els divisors de 9 - 1 = 8, és a dir,

{1,2,4,8}.

Perd o'

ia?sonz1ia*=(a?)?=

Ra+1)2=40?+d4a+1=a?+a+1=2a+1+a+1=2%1.

Per tant, 'ordre de v no és 1,2 ni 4 i ha de ser 8.
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4. Utilitzarem que o = 2o + 1. Aixi,

@ = ac’=a(a+1)=20+a=2Q2a+1)+a=2a+2
ot = ad®=a(2a+2)=20°+2a=2(2a+1) +20 =2
o = aa*=a(2)=2a

® = acd®=a(20)=20%=22a+1)=a+2

o = adl=a(a+2)=c®+20=(2a+1)+20=a+1
® = ad’=a(a+1)=c?+a=L2a+1)+a=1

| obtenim la taula

pot. | pol. vect.
0 0 (0,0)
! o (0,1)
a® | 2a+1](1,2)
a® | 2a+2 ] (2,2)
at 2 (2,0)
a® 2« (0,2)
a® | a+2 | (2,1)
o | a+1 | (1,1)
a® 1 (1,0)
5.
z(azo—a5+a) 2(a4—a5+a)
« — = «
ad -« ol -«
2(2—2a+a)
= «
20+2 -«
2(24—2@)
= «
a+2
OéB
- (5
045
T af
a13
T ab
= a7.

Torna a 'exercici (p|65l) |

Solucié de I’Exercici

1. Com que sbn polinomis de grau 3, n’hi ha prou de veure si tenen arrels.

e f(x) =x3+x2+2notéarrels, jaque f(0) =2+ 0, f(1) =1 0if(2) =2« 0. Pertant, és
irreductible.

+ g(x)=x3+2x+1notéarrels, jaque g(0) =120,g(1)=1%0ig(2) =1#0. Pertant, és
irreductible.

 h(x) = x® + 2x2 + 2 és reductible, ja que h(0) =2 # 0, h(1) =2 # 0, perd h(2) = 0. Per tant, h(x)
és divisible per x — 2.

2. Perqué un polinomi a(x) € Zp[x] sigui primitiu, cal que sigui irreductible i que la classe de x dins de
Zp/(a(x)) sigui un element primitiu, és a dir, tingui ordre p924(2 — 1.
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En el nostre cas, caldra que I'ordre de la classe de x sigui 26.

Si el grau de a(x) és 3, els ordres de tots els elements de Z3/(a(x)) seran divisors de 26. Per tant,
només podran ser 1,2,13 0 26.

En els casos de fi g, la classe de x no tindra ordre 1, ni 2, ja que

x#1 mod f (perqué x — 1 no pot ser un mdltiple de x* +...)
x2#1 mod f (perqué x -1 no pot ser un maltiple de x> + .. .)
x#1 modg (perqué x —1 no pot ser un multiple de x3 + .. .)

x>#1 mod g (perqué x2 -1 no pot ser un maltiple de x> +...).

Per tant, 'ordre només pot ser 13 0 26. Per aixd mirarem si x> =1 mod fo x'* =1 mod g.

X13

x*x"" mod g
x*(xX*+x+2) modg

xB® = x°x"" modf

x*(x+1) mod f

x*+x% mod f

x(x®+x?+2x) mod g
x(g(x) +2+x?) mod g
x®+2x mod g

= f+1 modf = g(x)+2 modg
= 1 modf

= 2 modg

# 1 modg

Observem que, pel cas de f(x), la classe de x té ordre 13 i, per tant, f(x) no és primitiu. En canvi,
pel cas de g(x), la classe de x no té ordre 13 i, per tant, ha de tenir ordre 26. Deduim que g(x) és
primitiu.

3. f(x)ig(x). El cos tindra 3% = 27 elements.
4. g(x).

|Torna a I'exercici (p |

Solucié de I’Exercici

(a) Es un cos perqué, d’'una banda, 3 és primer i, d’altra banda, x> + 1 t& grau 2 i no té arrels i, per tant, és
irreductible a Zz[ x].
b

c) a'+#1,a2=2%1,0%=2a#1,a* = (a?)? =22 = 1. Per tant, l'ordre de a és 4.

(b) 3

()

(d) No ho és perqué per ser primitiu hauria de tenir ordre 9 — 1 = 8.

(e) Els unics ordres possibles sén els divisors de 8 i, per tant, 5 és primitiu si i només si B“ #1. Agafem
B = a+1iveiem que és un element primitiu. En efecte, si 5 = a+1, aleshores 2 = (a+1)? = a?+2a+1.

Ara B* = (3%)? sera

(a®?+2a0+1)% = d?(@®+2a+1)+2a(a® +2a+1)+(a® +2a+1)
= (a*+2a%+0®) + (20® + 402 + 2a) + (a® +2a + 1)
= o*+4a®+602 +4a +1
= ot t+alra+t
= ()+@a)+a+1
= 3a+2
= 2=%1

Haguéssim pogut agafar 5 = a+2, 8 = 2a+1, f = 2a+2 i també ens haurien donat elements primitius.
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(f) Ho podem fer a partir de la taula de I'apartat segiient i obtenim a = 8. Si en lloc d’agafar 3 = o + 1
haguéssim agafat 8 = 2a + 2, seria el mateix. Si haguéssim agafat 8 = a+2 o bé 5 =2a+ 1, aleshores
tindriem a = /2.

(g) Depenent de quina 5 haguem agafat, tindrem alguna de les segiients taules:

pot. pol. vect. pot. pol. vect. pot. pol. vect. pot. pol. vect.
0 0 (0,0) 0 0 (0,0) 0 0 (0,0) 0 0 (0,0)
B | a+1 | (1,1) B | a+2 | (2,1) B | 2a+1|(1,2) B | 2a+2 | (2,2)
52 2a (0,2) 32 e’ (0,1) 52 a (0,1) 52 2 (0,2)
B | 2a+1 | (1,2) B2 | 2a+2 | (2,2) B a+rt | (1,1) B | a+2 | (2,1)
G4 2 (2,0) 5 2 (2,0) o 2 (2,0) o 2 (2,0)
B | 2a+2 | (2,2) B 2a+1 | (1,2) B a+2 | (2,1) B a+1 | (1,1)
I a (0,1) 3° 2a | (0,2) 3° 2a | (0,2) N a (0,1)
BT | a+2 | (2,1) BT | a+1 | (1,1) BT | 2a+2 | (2,2) A7 | 2a+1 | (1,2)
i 1 (1,0) 58 1 (1,0) 58 1 (1,0) ;8 1 (1,0)

_ L5 (BB _ g1 (B8 - B=B° _ 1-8 _
(h) En tots els casos dona 1. Vegem-hoenelcas f=a+1: 5 ( e ) =p ( 545 ) = =
2o _ 4,
2a

|Torna a I'exercici (pl@ |

B+ T B

Solucié de I’Exercici[61]

1. 2. -
pot. | vec. a | -a ala
0 000 0 0 1 1
a® | 100 111 a | o
o' | 010 o | «a a? | o
O52 001 a2 a2 CMS 044
a® | 110 a® | a® a? el
4 Z Z 5 2
o 011 o | o o o
a5 111 045 O55 OéG a
a® | 101 af | of

3.
+ 1 ala®|a®|a*|a®|ab - 1 alad®|a®|a?|a®|ab
1 0 |a®|a®| al|ad|a*]|a? 1 0 |a®|af| alad|a*]a?
ala®|l oot 1 ]|a?]|ab]|a® ala®|lo]a*]| 1 ]|a?]|ab]|a®
a? | af|at Al ala®| Plaf|la*| 0 |a®| ala®]| 1
Bl a 1 |ab ab | a?|at B | a 1 |ab ab | a?|a?
b |a® |l al|ab| 0 1 |ad a*la®|a®| a|af| 0 1 |aB
aBla*|af|a®|a?]| 1 0 | « BSla*|af|a®|a?]| 1 0 | «
Bla?|a® |1 ||| a Ble?|d |1 ||| a
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a?|a?lad|a*|a®|af]| 1 « ?l®lal|1]ab|a®|a*|a
Bl |at|a®|af| 1 a | o? Bl || al1|ab]ad|a?
ot |ad a1 a | d?|ad ot a®|d? ]| a 1 ]af|ab
a®la®|af| 1 a | d®|a®|at Al |at|a®|a®| a1 |ab
a®|af| 1 a|ld?la®|at]|ad Bl bt a®|d?]| a 1

5. Per la taula d’equivaléncies observem que

6

Ct(a+rDx*+(@P+a+ )P+ +ax+a®+1=x+*x* +®x® + ®X® + ax +

Fem la divisi6:

X° + a®x* + a®x® + a®x%+ ax +ab ‘ X2+ aP?x + «
—( x5+ a®x* + ax® ) x3+ax?+alx+a®
a®x* + abx® + X+ ax +a®

—(a®x* + X3 + abx? )
5

a?x® + X% + ax +a

—(a?x® + o*x%+afx )
a®x’+ x +a®
—(a®x%+ x +ab)
0
Per tant, X+ (a+1 )x4+(ai:f;-21311+a2x2+ax+a2+1 B 4 0B 4 oPx 4 05
Torna a 'exercici (p|66l) |
Solucio de I’Exercici
1. 2. =
pot. | vec. a|-a a|a
0 00 0| O 1 1
a® 10 1] a4 a | of
al 01 a | a® a® | af
o2 11 2 ab B b
a® 12 a® | ot o?
ot 20 ot a® | of
a® 02 a® | «a af | o?
ab 22 af ] a? o |«
o’ 21 o’ | a®

77
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+ 1 alad®|a®|a*|a®|ab | - 1 alad®|a®|a*|a®|ab|a
1ot |?|a”|ab] 0 |a®|a®]| 1 0 |a® || ala*|a?|a’|ab
ala®|a®|a®| 1 ]a ot | af a |la a* b | a?|a®|af]| 1
Pla’|a®|af|a*| a 1 0 |ab | a 1 0 |a®|a’|a®]ab]|a?
Bl |1 |t |a®|e?| a aBlad|a?| a Bl 1ot
adlola’lala®| 1 |ab]|a®]|a? Al 1 a0 || aladd
a®laf| 0 1 1a?|a®| a|a|a Blab|lala’|a*|a®| 0 1 |a?
Bl |la*| 0| a|a®|a”|a?] 1 Blaf|a’|e?| 1% |a*]| 0 o
o | a|ab|ad a?lat|1|a® o la?la*| 1 || alab|ad
1 lalad®|a®|a*|a®|ab]|af J |1 | ala®|a®|a*|a®|ab]|af
1 1 ala®|a®|a*|ad|ab|af 1 1o’ |af|ad | |a® ||
o ald® ||t |a®|ab|a”]| 1 le} o 1 1o’ |ab|a®|a*|a®]|a?
Pla?|af|a*|a®|ab|a’ | 1 « a?|a?| a 1 1a’|a®|ab|a*]|ad
Blad|at|a®|ab|a” | 1 a | o Blad|a?| a 1 1o’ |af|a®|at
A lat|ad|af|a” | 1 a |a?|af A lat|a®|e?| a 1 |a’ | ab|ad
adlad|af|a”| 1 a la®|a®|a? Bladb|at|a®|a?| a 1 1a’|ab
aflaf|a’ |1 ala?|a®|la*|ad Bl |a® || a® || 1 |a’
i ald®|a®lat|ad|ab oo’ |||t |a®|d?]| a 1
5. x8 +at ‘ x*+afx®+ x®+alx+a?
~( x®+afx"+ X%+ alx® 4+ aPx? ) x*+a?x3+ x*+a’x+a?
a?x” + a*x® + a'x® + afx* +at
—(a?x" + x5 + a®x® + aOx*+atx® )
X6 + X +a*x*+ X° +at
—( x® + a8+ x* +aPxP+acx® )
a’x®+ x* + ax® +abx? +at
—(a’x5 + Bx*+a’x®+aPx+ ax )
a?x*+ X3 +afx%+alx+at
—(a?x*+ x® +a®x®+adx+at)
0
x®—1 4, 2.3, .2, 7 2
= X"+ + X%+ + .
Per tant, Rt raZ = X T a" X + X" +a'Xx +a

|Torna a I'exercici (pl@l) |

Solucié de I’Exercici

(@)

El primer polinomi s’anul-la en 1 i, per tant, és reductible.

El segon polinomi no té arrels. Per ser reductible hauria de ser el quadrat de I'nic polinomi
reductible de grau 2, és a dir, hauria de ser (x® + x + 1)2 = x* + x2 + 1, perd veiem que no ho és.

Per tant, és irreductible.

El tercer polinomi acabem de veure que és (x2 + x + 1)% = x* + x2 + 1, per aixd és reductible.
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(b)
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iv. El quart polinomi és irreductible pel mateix argument que el segon.

xt+1=(x2+1)2=(x+1)4,
X ex+1=x*+x+1,
frx2e1=(rx+1)2
4

+x3+ X%+ x+1=x*+x3

X X2+ x+1.
1, perque no tenen factors irreductibles no constants en comu.

Utilitzem l'algoritme d’Euclides.

1 0 1 X2
0 1 -1 [ x®2+1
1 X2
XX+ [ X1 X2 1

Obtenim que (x3)(x* +x2+1) + (X2 +1)(x* +1) = 1.

Comprovem el resultat: (x2)(x* +x2+1) + (X2 +1)(x* +1) = (X® + x* + x2) + (x® + x%) + (x* +1) = 1.
La segona i la quarta. Tenen 2% = 16 elements.

Sabem que els Unics ordres possibles de a sén els divisors de 15, és a dir, 1,3,5,15. Perqué « sigui
primitiu cal que el seu ordre sigui maxim, és a dir, 15.

En el segon cas, « té ordre 15, ja que 1,3 sén més petits que el grau del polinomi generador i a® =
4

aa* = a(a+1) =a?+a+1. Pertant, o« és primitiu.

Enelquartcas,o® = a(a®+a?+a+1)=a*+a®+a?+a=a2+a®?+a+1+a®+a?+a =1. Pertant,

«a té ordre 5 < 15 no és primitiu.
exp. pol. vect.
al 1 1000
o « 0100
a? a? 0010
o o 0001
at a+1 0011
ab o? +a 0110
ab a®+a? 0011
o’ ad+a+1 1101
a8 a? +1 1010
a® ad+a 0101
a0 P +a+ 1110
a'l a+a?+a | 0111
a? | B+l +a+1 | 1111
a'® a®+a?+1 1011
o™ a®+1 1001

(h) Tots els divisors de 16 —1 = 15, que s6én 1,3,5,15.

()

1téordre 1, a® = a® + a té ordre 3, o® té ordre 5 i « té ordre 15.

|Torna a I'exercici (pM |
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4 Teoria de codis: codis lineals

4.1 Motivacio

Suposem que en una comunicacié amb molt de soroll ambiental s’han de comunicar una de les paraules

CERT o FALS.
Si el receptor rep la paraula
CART,
quina paraula deduirieu que s’ha enviat?
CERT —CART.

En aquest cas podem dir que s’ha produit un error.

Suposem que s’han esborrat algunes lletres i hem rebut
??LS.
Que es deu haver enviat?

FALS -»??LS

En aquest cas podem dir que s’han produit dos esborralls.

| si rebem
CALT,

podem deduir qué s’ha enviat?
La teoria de codis gira al voltant d’aquesta problematica.

El conjunt
{CERT, FALS}

seria un codi que permetria transmetre dues paraules.
Podriem corregir un sol error en cada paraula i fins a tres esborralls.
Veurem exemples més grans, pero, sobretot, dotats d’estructures més potents.

Aquestes estructures ens permetran transmetre qualsevol seqliéncia de missatges a través d’un procés
de codificaci6 i ens permetran predir quants errors i quants esborralls es poden produir, de manera que
es puguin corregir i, finalment, ens donaran eines per corregir i per tornar a descodificar i obtenir aixi la
informacié original.

Model de comunicacio

En general, per abordar el problema de I'exemple, es pot considerar el model de la figura. Un emissor envia
un missatge m a un receptor a través d’un canal de comunicacié en el qual hi ha cert soroll. El receptor
rep m = m+ e, on e és soroll.
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. m m=m+e
emissor P canal - receptor

font de soroll

m: missatge enviat, m’: missatge rebut, e: soroll

Perqueé la comunicacio sigui satisfactoria, el que volem és que el receptor pugui coneixer m.

A I'exemple anterior, la informacié que s’enviava era binaria: cert o fals. De fet, era suficient enviar un
bit: 1 (cert) o 0 (fals). Perd si només s’envia el bit d’informacid, si hi ha soroll, el missatge es pot perdre
completament.

Es per aixd que les llengiies han evolucionat buscant un codi que intenta reduir els problemes ocasionats
pel soroll ambiental, per comunicar-nos millor.

A les comunicacions digitals tenim el mateix problema. Aquest problema s’aborda formalment a la teoria de
codis.

Per minimitzar els problemes causats pel soroll, s'incorporen mecanismes de codificacio i descodificacio.
Ara, el que s’envia a través del canal és el missatge codificat.

emissor ——| codificador —— | canal —— | descodificador —»| receptor

font de soroll

m: missatge enviat, ¢: codificacié del missatge, ¢’: codificacié rebuda, m’: missatge obtingut, e:
soroll

Afegint mecanismes de codificacio, el que buscarem sera que la comunicacio sigui

- fiable: Que el receptor obtingui m’ = m amb alta probabilitat,
- eficient: Que la proporcio entre la llargada de ¢ i de m sigui petita.

El que ens cal és trobar un compromis entre aquestes dues propietats. Aixd es pot veure al seglient exem-
ple.

Exemple. Suposem que el missatge és un bit b. Si volem una comunicacié molt fiable, podem utilitzar un
codi de r-repeticio: repetim r vegades el bit b.

Amb un codi de 3-repeticid, tindriem ¢ = bbb. Es a dir, sib=0, ¢ =000, isib=1, ¢ = 111. Es descodificara
pel criteri de la majoria:

- Si el receptor rep ¢’ = 000, 100, 010, 0 001, dira que m’ = 0.
 Sielreceptorrep ¢’ = 111,011,101, 0 110, dira que m’ = 1.

Aix0 es pot estendre a qualsevol r imparell. Com més gran sigui r, més fiable sera. Pero, com més gran
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sigui r, menor eficiencia tindrem.

En aquest curs veurem codis que permeten un millor compromis entre fiabilitat i eficiéncia.

4.2 Codis lineals

Definicio

Un codi lineal C de longitud n sobre un alfabet F, és un| subespai vectorial |de F2.

Dins de IE‘S considerem el conjunt de paraules

C = {(000), (111), (101), (010)}.

Demostreu que C és un codi lineal.
Soluci6 (p 97:|

Si g = 2, aleshores diem que el codi és binari, mentre que si g = 3, aleshores diem que el codi és
ternari.

Com és el codi C = {(000),(111),(101),(010)} de I'exercici anterior?

ot (oFe)

La dimensio k del codi és Iadel subespai.

Quina seria la dimensié del codi
C = {(000), (111), (101),(010)} c F3? |Soluci6 (pj98)

La taxa de transmissio és % La codimensio és n - k.

Exercici 67

Quines serien la taxa de transmissio i la codimensié del codi C = {(000), (111),(101),(010)} c F3?

Solucié (p @I
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Matriu generadora i codificacio
» Matriu generadora arbitraria

Si un codi C és un subespai vectorial de dimensio k, aleshores té unaformada per k vectors.

Podem col-locar els k vectors d’'una base de C un damunt de l'altre en forma de matriu. Obtenim el que
anomenem una matriu generadora.

Diem que una matriu G de k files i n columnes és una matriu generadora del codi lineal C si les
seves files sén una| base |de C.

La matriu generadora no és unica. Es poden intercanviar files, per exemple.

Doneu una matriu generadora del codi
C = {(000), (111),(101), (010)} c F3.
Soluci6 (pj98)

Per codificar una paraula de k simbols de IFq, la multipliquem per la matriu generadora.

Exemple. Podem representar els elements de Z; de la segiient manera:

Z7={.,.,.,3,4

Considerem el codi generat per la matriu

codificador ;

i S - Ws0s3s C
emissor ——P
oH

canal ——| descodificador ——® receptor

font de soroll

Suposem que ara volem codificar la imatge seglent. Codificarem cadascuna de les seves files.
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codificador

emissor ——» m

ENIFNIF N NS
ENIFNIFNEFNINN

canal —— | descodificador —»| receptor

font de soroll

Comproveu que les paraules del codi
C ={(000),(111),(101),(010)} c IF3 son totes les codificacions possibles amb la matriu

1 0 1
G_(O 1 0)'

Solucié (p @I
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» Matriu generadora sistematica

Diem que una matriu generadora és sistematica en les primeres posicions (o en les darreres) si
conté la identitat en les primeres posicions (0 en les darreres).

En codificar utilitzant una matriu generadora sistematica, la informacié es repeteix en aquelles posicions on
la matriu és sistematica.

Vegeu més sobre I'existencia de matrius sistematiques (p|1 05I) |

Exemple. Recordem I'exemple de sobre Z.;.

Una alternativa per codificar és fer servir la seglient matriu sistematica equivalent a G:

Gs:

Aixi, codificar una paraula com |Gl + sera

-4.!—
Bl 4

Ara, en codificar la imatge, qué observem?

codificador

emissor —>| m

G - o s s
IO -~ - EEE- - ~

canal ——»| descodificador —— receptor

font de soroll

Més endavant utilitzarem aquest exemple per a la| deteccio d’errors (p|91[) |i per a Ia| error correction (p|94{) l
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Considerem un codi ternari amb matriu generadora

2 202 11
2 011 2 2
12 0 2 10
Codifiqueu sistematicament a I'esquerra la informacio
- (1,0,2)
- (2,2,1

Solucié (p @I

Codificacié en simbols i en digits

En un cos finit de p™ elements distingim

+ digits: son els elements de Zp,
+ simbols: sbn els elements de Fn.

Cada simbol es pot representar amb m digits mitjangant la notacié vectorial.

Els digits de Z, també s’anomenen bits. Els digits de Z3 també s’anomenen ftrits.

Exemple. Suposem que volem utilitzar un codi sobre Fg = Z3/x* + 2x + 2. Si diem « a la classe de x, tenim
la taula d’equivaléncies seguent:

vect.
00
10
01
11
12
20
02
22
21

1 1
simbols parelles de digits

®
S

o

N o o M~ W N = O

QLR QR QR

Considerem el codi que té matriu generadora

a® o 1 o® 1 00 0
o 1 o o 01 00
a® a® o o® 00 1 0

a o o o® 0 0 0 1

i suposem que volem codificar la imatge digital seglent:
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La representem amb digits de F3 = Zs.

+ CUGVCURSVRSVICVI

terior.

encies an

2 digits per formar un simbol, mitjangant la taula d’equivalé

| agrupem cada m

G s o~ 5%%
AN~ < AN NN~

I IV 3333

N © < © N~ N O o™

I T T T3 33T

NN M MMM NN

I I I I3 3T ST

Ara ja podem multiplicar cada fila per la matriu generadora

G s o —%u%
LSV A AN NN~

3 339 33 33

N O < © M~ N O oM

T T T I T TSI

NN O MM Mm N

T I T I 3T T ST

T8 % o0%

o~ AN < N O A
s 3

3 I 3 333

T 0o

1]
—_——
o O

o — O

0 0O

- O O
— O OO

© < ™ ©
3 3 33
< <«
- 333
™ 0 ©
IT 3 J

(SR o]
S 3 3 S
N —

%G 8o —%% %
LSV A AN AN AN~

S 3P 3 3 33

N O < © N N O oM

T T T I 3T T ST

NN O MMM N

T T I3 3 ST T

| ara podem tornar a convertir cada simbol en la parella de digits que li correspon i obtenim la imatge

codificada.

SV [SURS VS !

AN N AL

T e o BB

N © T © N~ N O oM

I T I I3 3T ST

N N O MO O o NN

I T I I 33T

TR 3o

o~ N N O A
s 3

3 I 3 3 3T

T o

Codi dual i matriu de control

El codi dual (o ortogonal) de C és

=0 peratot ce C}.

Ct={velF:v-c

(p|1 06[) |de| codi.

El codi dual d’un codi és, per tant, el| complement ortogonal

Es un codi lineal de la mateixa longitud que C i de dimensié n— k.

Es pot definir a partir d’'un sistema d’equacions lineals amb matriu de coeficients G.
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Exemple. El codi ternari amb matriu generadora

2 20 2 11
2 011 2 2
12 0 2 10
té com a codi dual el conjunt de vectors (x1,...,Xs) que sén solucions de
2X1  +2Xo +2X4 +Xg +Xg =0
2X4 +X3 +X4 +2Xs +2x¢ =0
X1 +2X2 +2X4 +Xs5 =0

Una matriu H generadora de C* es diu que és una matriu de control de C.

Equivalentment, una matriu de control de C és una matriu tal que el codi C es pot redefinir com

C={ceFg:c-h=0peratotafila hde H}.

Si una matriu generadora és de la forma

G=(IP),
aleshores una matriu de control és
H=(-PT|I.
| si una matriu generadora és de la forma
G=(P|),
aleshores una matriu de control és
H=(l-PT).

Analogament, si una matriu de control és H = (/|P), aleshores una matriu generadora és G = (-P’|/) i, si
una matriu de control és H = (P|/), aleshores una matriu generadora és G = (/| - P").

| Vegeu una justificacié de I'algebra lineal (p|105t) |

Considerem el codi ternari de I'Exercici[70]amb matriu generadora

= NN
N O N

02 1 1
11 2 2
0210

Doneu-ne una matriu de control.
| Soluci6 (pj99)
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Considerem el codi C = {(000), (111),(101),(010)} c F3.
1. Doneu una matriu de control de C.

2. Comproveu que totes les paraules del codi, quan les multipliquem per la matriu de control,
donen 0.

3. Doneu el codi dual C*.

4. Comproveu que les paraules del codi dual, quan les multipliquem per la matriu G, donen O.
| Soluci6 (p/99)

4.3 Deteccio i correccio d’errors

Distancia de Hamming i pes

La distancia de Hamming entre dues paraules de la mateixa longitud és el nombre de posicions on
difereixen.
Anomenem dy(u, v) a la distancia de Hamming entre les paraules ui v.

Exemple.

dw(CERT, CART)
dw(FALS, CART)
dy(CERT, CALT)
di(FALS, CALT)

Il
D DW=

En un codi ens interessara considerar la distancia de Hamming entre cada parella de paraules i determinar
la minima d’aquestes distancies.

Exemple. Les distancies entre les paraules del codi C = {(000), (111),(101),(010)} sén les segiients:

(010)

(111) (000)

[\Y

(101)

El pes d’'una paraula és el nombre de posicions no nul-les.
Anomenem w(u) al pes de u.
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Exemple. Els pesos de les paraules del codi anterior son:

w(000) = 0
w(010) = 1
w(101) = 2
w(111) = 3

Siu,v ey idiem 0 al vector nul de [Fg, aleshores,
« d(u,0) = w(u), B
e d(u,v)=d(u-v,0)=w(u-v).

Distancia minima i capacitat correctora

La distancia minima d’un codi lineal C es pot definir indistintament com
+ La minima distancia de Hamming entre dues paraules de C.
+ El minim pes de les paraules no nul-les de C.
* El minim nombre de columnes| linealment dependents |de H.

Exemple. Volem determinar la distancia minima del codi C de 72 que té matriu de control

3 1 3 2 1

H=| 4 1 0 4 1

3 2 20 3

* Perque d fos 1 caldria que hi hagués una columna linealment dependent a H. Una sola columna és
linealment dependent si i només si és nul-la. Com que no hi ha cap columna nul-la descartem d = 1.

* Perque d fos 2 caldria que hi hagués dues columnes linealment dependents a H. Dues columnes sén
linealment dependents si una és un mudiltiple de l'altra. Com que aixd no es dona per cap parella de
columnes, descartem d = 2.

* Perqué d fos 3 caldria que hi hagués tres columnes linealment dependents a H. Tres columnes sén
linealment dependents si una és una combinacio lineal de les altres dues. Observem, per exemple,
que la tercera columna és la suma de la segona i la quarta. Deduim que d = 3.

La fita de Singleton estableix que, en un codi de longitud n i distancia minima d, la dimensié k
satisfa
k<n-d+1.

Considerem el codi C = {(000), (111),(101),(010)} c F3.
1. Quina és la seva distancia minima?

2. Verifiqueu la fita de Singleton pel codi C.
Solucié (p I

Utilitzant un codi de distancia minima d, es podran

 detectar d — 1 errors,
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 corregir d — 1 esborralls,
« corregir |2 | errors.

La capacitat correctora d’'un codi de distancia minima d és

%]

Deteccio d’errors

Suposem que rebem una paraula u i volem verificar si és del codi (u € C) o, en cas contrari, detectar que
conté errors (u ¢ C).

Anomenem sindrome de u respecte d’'una matriu de control H de C al resultat del producte H - u.

Observem que la sindrome depén de la matriu de control emprada.
Una paraula ¢ és de C si i només si la seva sindrome és zero.

Tot i que la sindrome depén de la matriu de control emprada, si per a alguna matriu de control H es compleix
H-u =0, aleshores es complira per a totes les matrius de control.

Si la sindrome de u és nul-la, deduim que u € C.
Si no, aleshores detectem error.

Exemple. A Zs considerem el codi C que té matriu de control

3 1 3
4 10
3 2 2

oA~ DN

1
1
3

Volem detectar si en les paraules (11111) i (01234) hi ha errors.

Multipliquem les paraules per la matriu H.

1
3 13 2 1 1 0
4 1 0 4 1 1 = 0 | = paraulade C
3 2 2 0 3 1 0
1
0
3 13 2 1 1 2 0
4 1 0 4 1 2 = 2 || 0 | = error detectat
3 2 2 0 3 3 3 0
4

Exemple. Una martriu de control del que haviem vist és

_ 3|45
”‘E-J

Suposem que se’ns embruta la imatge codificada:
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Per identificar on s’han produit els errors, multiplicarem cada fila per H (transposem H, ja que uH” és una
transposicié de Hu).

Alla on el resultat és diferent de zero és on hi ha errors.
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1. Doneu justificadament un polinomi en x que generi Fy.
2. Doneu una taula exponencial-vectorial de Fy.

3. Anomenem « a la classe de x dins de F4. Considerem el codi C amb matriu generadora

1 a o 1
G__( 0 &> 0 o? )'
Codifiqueu la cadena de bits 011001001111 i doneu el resultat també en bits.
4. Doneu una matriu de control del codi.

5. Quina és la distancia minima del codi C?

6. Quants errors es poden corregir en cada paraula rebuda? | quants esborralls? Quants errors
es poden detectar?

7. Detecteu si hi ha errors en la cadena codificada de bits

011111010011001000000000.

Sauge o]

Correccio d’esborralls

Suposem que rebem una paraula on s’han esborrat alguns dels simbols i s’han convertit en esborralls.

Considerant els esborralls com a incognites, a partir de
H-u=0

obtenim un sitema lineal d’equacions.
Si el nombre d’esborralls és com a maxim d — 1, aleshores el sistema és compatible i determinat.
La substitucié de les incognites per la solucié del sistema ens dona la correccio d’esborralls.

Exemple. A Zs considerem el codi C que té matriu de control

31 3 2 1
4 1 0 4 1
3 220 3

Volem corregir els esborralls de la paraula (32477) i donar-ne la paraula corregida.

Substiuim els esborralls per incognites: (324xy) i resolem el sistema

3
3 1 3 2 1 2 0
4 1 0 4 1 4 |=] 0
3 2 2 0 3 X 0
y
equivalent a
3+2x+y = 0 = 2X+1=0 = «x=2
4+4x+y = 0
143y = 0 = y=3
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que té solucié x =2 i y = 3. Per tant, la paraula corregida és (32423).

1. Comproveu que el polinomi x2 + 2x + 2 és irreductible i primitiu a Zs[x].
2. Doneu una taula exponencial-vectorial de Z3[x]/x? + 2x + 2, utilitzant a = [x].

3. Considerem el codi C amb matriu generadora
1 a o® o
€= ( 0 o* 0 1 ) '
Codifiqueu la cadena de trits 01211022. Doneu el resultat també com a cadena de trits.
4. Doneu una matriu de control del codi.

5. Quina és la distancia minima de C?

6. Quants errors es poden corregir en cada paraula rebuda? | quants esborralls? Quants errors
es poden detectar?

7. Corregiu els esborralls de la cadena de trits 01127722. Doneu el resultat en trits.

ETE )

Correccio d’errors
Ara suposem que s’ha enviat una paraula de codi ¢ € C, que eventualment s’han produit errors i s’ha convertit
en u.

Anomenem e = u — ¢. Suposarem que s’han produit pocs errors i que, per tant, e és nul gairebé en totes les
coordenades excepte en unes poques.

Diem que c és la paraula codi, u és la paraula rebuda i e és el vector d’errors.

Sie=(0,...,0,6,0,...,0,6;,,0,...,0,...,€,) amb g;,e,,..., €, + 0, aleshores diem que i, iz, ..., it S6N
les posicions d’error, mentre que g, ..., €, son els valors dels errors.

Per corregir errors utilitzarem que la sindrome de la paraula rebuda satisfa

H-u=H-e

Anomenarem s = H - u.
Per corregir 1 error:
Si nomeés es produeix un error, aleshores

e e= (0,...,0,6/,0,...,0),
e s=H-u-=h;e;, on h; és la columna i-éssima de H.

Aleshores

* buscant quina columna de H és un mdltiple de s, tindrem la posicié d’error,
* buscant I'tinic valor e; tal que s = h;g;, tindrem el valor de I’error.

Exemple. Continuem amb el que haviem vist.



Universitat Rovira i Virgili

Haviem calculat les sindromes.

Per trobar el valor dels errors, vegem que les sindromes sén multiples de columnes de H:

Deduim que les paraules d’error s6n [EicoioNeNG [EEIoNoNGNG [Nl + [ENEEl
Restem les paraules d’error de les paraules rebudes

| descodifiquem per la part sistematica.

95
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Utilitzem el codi dels Exercicis [70]i [71]
Useu la sindrome per descodificar el vector rebut 212121.
Solucié (p 102@

Cas general:

La descodificacio per maxima versemblanca consisteix a descodificar u per u- €', on €’ és un vector de g,
amb minim pes d’entre els que tenen la mateixa sindrome que u.

Per fer-ho busquem una combinacié lineal minima de columnes de H que sigui igual a la sindrome. Es a

dir, si la representacié d’H en columnes és (hy, ho,. .., hy), busquem una combinacié o h;, + --- + «a; h;

que utilitzi el minim possible de columnes d’H i que sigui igual a la sindrome H - u . Aleshores prenem
i (i

¢=(0,...,0,a{",0,...0,a{",0,...,0).

La descodificacio és Unica si el nombre d’errors és, com a maxim, la capacitat correctora.
Exemple. Codi de repeticio 3:

1. Quan rebem la seqliéncia 001, sabem que hi ha hagut algun error. Podriem pensar que la paraula era
000 i s’ha produit I'error 001, o que la paraula era 111 i I'error ha estat el 110.

2. La probabilitat d’error del canal p. ens informa de la probabilitat que un bit canvii en ser transmeés per
un canal determinat.

3. La probabilitat que I'error sigui 001 és (1 — p;)?pc, mentre que la probabilitat que I'error sigui 110 és
(1- Pc)PE-

4. Sipe=0.01, (1-p;)?p. = 0.0098, i (1 - p;)p2 = 0.000099.

5. Sip. <1/2, el primer cas és més probable que el segon.

Sota el principi de maxima versemblanga, sempre assumirem que la paraula enviada ha estat la que corres-
pon al cas més probable.

Utilitzem el codi dels Exercicis [70]i [71]
Useu la sindrome per corregir els vectors rebuts

1. 120102, | Solucié (p}103) |
2. 222222 ]

Exercici 78

Considerem el codi C definit sobre 5 format per les solucions del sistema

|
o

X1 +3Xo +2X4 + 4X5

|
o

Xo +3X3 + X4 + X5
1. Quina és la seva dimensi6?
2. Quina és la seva distancia minima?

3. Corregiu el missatge 1132321231.
Solucié (p 103
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Sigui C el codi sobre F, amb matriu generadora
111 01010
11 0 1 0 {1

(3

1. Calculeu una matriu de control de C.
2. Quins so6n els parametres d’aquest codi?

3. Quants errors corregeix?
4. Calculeu la sindrome de v = (00111101).

97

5. Corregiu v.
6. Si hem emprat G per codificar, quina era la paraula transmesa?
7. Quin era el missatge enviat?
Solucié (p I
Procés de codificacio-descodificacio
.‘g

2 g § o o
S £ & 3 S

[} o7 k]

5 S o < £ 5

e g 3 g g K

g % 3 g’ S g

5 8 s 8 =1 %

seFg™ - ieFs - ceC - yeFy - ceC i"eFy - s eFpm
(g=p™) (c=i-G) (y=c+e) (i" obtingut de les
posicions sistematiques
si G és sistematica)
>
X &
.\c\\db c)06\
c;°b &
LeFg™ > jeFk - ceC - uel? - ceC - i e Fh - leFgm
(g=p") (c=i-G) (u=c+e) (i" obtingut de les
posicions sistematiques
si G és sistematica)

Solucié de I’Exercici

4.4 Solucions
Com que C és un subespai de 3, els escalars sén Gnicament 0 i 1. Aixi els vectors de C multiplicats per

escalars sén o bé el vector nul o bé els mateixos vectors.
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Queda comprovar que les sumes de dos vectors de C s6n vectors de C. |, en efecte,

(000) + (000) = (000) € C
(000) + (111) = (111) e C
(000) + (101) = (101) ¢ C
(000) + (010) = (010) ¢ C
(111) + (111) = (000) e C
(111) + (101) = (010) ¢ C
(111) + (010) = (101) ¢ C
(101) + (101) = (000) ¢ C
(101) + (010) = (111) e C
(010) + (010) = (000) e C

| Torna a I'exercici (p|82t) |

Solucié de I’Exercici

Es tracta d’un codi binari.

| Torna a I'exercici (p|82l) |

Solucié de I’Exercici
k=2

| Torna a I'exercici (p|82l) |

Solucioé de I’Exercici[67]
k=0.666,n- k=1

| Torna a I'exercici (p|82l) |
Solucioé de I’Exercici

Per exemple,

\ 1 11 1
perd tambe( 01 0 )( 1
Torna a 'exercici (p|83l) |

Solucié de I’Exercici

e} o =
- O
. o -
SN—

O_L
— —
N —
—_
- O
o—l.

Vegem com la matriu G genera tot C:

(0 o)(é?é):(ooo)
(11)((1)?(1)):(111)
(10)8?8:(101)
(01)8?8:(010)

Torna a Pexercici (p[84) |
Solucié de I’Exercici
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Busquem la matriu equivalent sistematica per I'esquerra:

2 202 11 110122 1.0
v2ozro) 472 Notore) f7h2 oo
f2,:2f1+f2 f3,:2f2+f3
fé:f1+f3
1000 0 1
0101 21
001120
La codificacié demanada és
1000 0 1
(1 02) o1 1t 2 1]=(102211)
001120
1000 0 1
(2 21)Jo1 01 21 |=(221001)
001120

Torna a 'exercici (pl@ |

Solucio de I’Exercici

En la| resolucié de I’Exercici(p | hem vist que la matriu generadora donada és equivalent a la matriu

sistematica
1 0 0 0 O 1
0101 2 1
001 1 20
que és de la forma (/|P) amb
1 00 0 0 1
I=] 01 0]iP=]l 1 2 1
0O 0 1 1 2 0
0 1 1 0 2 2
Aratindrem P’ =] 0 2 2 |i-PT=| 0 1 1
1 10 2 20
Una matriu de control sera, doncs,
022100
H=1 0 1 1 0 1 0
2 2 0 0 0 1

Torna a 'exercici (pl@ |

Solucié de I’Exercici[72]

1. Com que la matriu generadora
1 0 1
G- ( 010 )
té la forma (/|P), podem construir H com (-PT|/).

En aquestcas P = ( 1

0 ) pertant, P =( 1 0 ), que ésigual a —P". Ens queda

H=(101).
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2. Podem comprovar que totes les paraules de C, quan les multipliguem per H, ens donen 0. En efecte,

1
0, (1 01)(1)
1

0
0, (1 0 1) g)

0,

—~
—_
o
—_
~—

—

o O o

S—
Il

[
©

(10 1) 0
1

3. El codi dual és el que esta generat per H. En el nostre cas és {0H, 1H} = {(000), (101)}.
4.

—_
o =
- O
o —
S—
—

Torna a 'exercici (pl@l) |
Solucio de I’Exercici

1. La distancia minima és d = 1. Es pot veure de tres maneres diferents:

+ per la matriu de control, que en I'exercici anterior haviem vist que era (101) i, per tant, té una
columna linealment dependent;

* perque hi ha una paraula de pes 1;

* perque podem trobar dues paraules a distancia 1.

2. Pel codi C tenim parametres n= 3, k =2, d = 1. La fita de Singleton estableix k < n—d+ 1, que en el

cas de C correspon a
2<3-1+1=3.

|Torna a l'exercici (pm |
Solucio de I’Exercici

1. Els polinomis irreductibles de grau 2 de Z,[x] seran aquells que no s’anul-lin a 0 (coef. constant 1) ni
a 1 (nombre senar de termes no nuls). Ltnic polinomi amb aquestes caracteristiques és x2 + x + 1.

2.
0 |00
1 110
a | 01
a? | 11

3. La cadena de bits representa la cadena de simbols a1a0a?a?. Multipliquem cada parell de simbols

per la matriu generadora:
a0cd®1 ad?od®a o?a?1d

El resultat en bits sera

01001110 01111101 11111010

1 0 a o
o1 0 1 )

4. La matriu generadora sistematica sera:
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Per tant, com a matriu de control podem agafar
a 0 1 0
o 1 0 1)

5. Com que a la matriu de control hi ha dues columnes iguals i no hi ha cap columna nul-la, la distancia
minima és 2.

6. No es pot corregir cap error, es pot corregir un esborrall i es pot detectar un error.

7. De les tres paraules codificades només té error la paraula del mig (multiplicada per la matriu de control
dona # 0).

Torna a 'exercici (pl%l) |
Solucio de ’Exercici

1. El polinomi és irreductible perqué té grau 2 i no té arrels (f(0) = 2, f(1) =2 f(2) = 1). Si fem totes
les poténcies de a = [x] veiem que son diferents fins que arribem a a® = 1. Per aix0 el polinomi és
primitiu.

exp. | vect.
00
10
01
11
12
20
02
22
21

N o g~ woN

PR R —O

3. Com que els elements de Zs[x]/x? + 2x + 2 representen per dos trits cadascun, per poder passar la
cadena de trits a cadena de simbols haurem d’agrupar els trits de 2 en 2. Aixi, la cadena de trits
01211022 la separem com

(01)(21)(10)(22).
A cada parella de trits li fem correspondre un simbol seguint la taula de I'apartat anterior. Obtenim la
cadena de simbols
aa’1ab.
Ara, per poder codificar la cadena de simbols, la separem en blocs de k = 2 simbols:
(aa7)(1 ae).

Multipliguem cada bloc per la matriu generadora:

1 2 3
(a a7)(0 5466 O;):(oz 2 o° ozz)

i obtenim la cadena de simbols
a,2,a3,a2 1,a3,a2a

que correspon a la cadena de trits
01201211 10121101.
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4. La matriu generadora és equivalent a

que és equivalent a

Com que hi ha dues columnes linealment dependents i no hi ha cap columna nul-la, la distancia minima
és 2.

. No es pot corregir cap error, es pot corregir un esborrall i es pot detectar un error.

3y .6

La cadena de trits representa el vector aa”xa®. Perqué aquest vector sigui del codi, cal que en

multiplicar-lo per H ens doni el vector nul.

Deduim que
x+a’ =0.

Per tant, x = —a’ = . La paraula codi corregida és aa®a®a®, que correspon a la cadena de trits

01121222.
Torna a 'exercici (pM |
Solucié de I’Exercici
Hem vist que una matriu de control era
022100
H=0 11 0 10
2 2 0 0 0 1
La sindrome del vector rebut sera
2
022100 ; 1
0110101:2:2h2
2 2 0 0 0 1 1
2
1

Deduim que s’ha produit un error a la segona posicié de valor 2 i que la paraula enviada era

(2121 21)-(020000)=(222121)

Torna a 'exercici (pl%l) |
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Soluci6 de I'Exercici[77(a)

En el primer cas, la sindrome és

1
0221003 2
0110101:2
2 2 0 0 0 1 2
0
2

Aquesta sindrome no és multiple de cap columna de H, per tant, deduim que s’ha produit més d’un error.
Pero si que es pot escriure de manera Unica com a combinacié lineal de dues columnes com h, + hs. Per
tant, deduim que s’ha produit un error a la segona posici6 de valor 1 i un error a la cinquena posicié de valor
1, i que la paraula enviada era

(1t20102)-(010010)=(110122)

Torna a 'exercici (pl%l) |
Soluci6 de I'Exercici[77(b)

En el segon cas, la sindrome és

2
0221002 1
0110102:0
2 2 00 0 1 1

2

2

Aquesta sindrome no és ni nul-la ni mdltiple de cap columna de H. Perd si que es pot escriure com a
combinacié lineal de dues columnes, tot i que es pot fer de dues maneres diferents: hy + hg 0 bé 2h, + hs.
Per tant, deduim que s’han produit dos errors i que la paraula enviada era

(2 22222)-(000101)=(222121)

obé
(2 22222)-(020010)=(202212)

Torna a 'exercici (pl%l) |
Solucié de I’Exercici

1. 3.
2. 3.
3. 1132321031.

Torna a 'exercici (pl%l) |
Solucio de ’Exercici

6. 01110101.
7. 01.
Torna a 'exercici (p@ |
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4.5 Apeéendix: Repas d’algebra lineal i matrius
Repas d’espais vectorials

Un espai vectorial sobre F és un conjunt V amb dues operacions suma ‘+ i producte ‘-’ que satisfan les
condicions de la llista. Els elements de V s’anomenen vectors, i els de F s’anomenen escalars.

1. El conjunt V és tancat per la suma:
X+ye Vpertotx,y,e V.

2. La suma és commutativa:
X+y=y+xpertotx,yeV.

3. La suma és associativa:
(x+y)+z=x+(y+2z)pertotx,y,ze V.

4. Existeix un element neure 0 ¢ V talque x+ 0 =x pertotx e V.
5. Per tot x € V existeix un element oposat —x pel qual x + (—x) = 0.

6. El conjunt V és tancat per la multiplicacié per escalars:
a-XeVpertotxe V.

7. El producte és distributiu sobre la suma d’escalars:
(a+8)-x=a-x+8-xpertota,BeFixeV.

8. El producte és distributiu sobre la suma de vectors:
a-(X+y)=a-X+a-ypertota,SeFix,yeV.

9. El producte per escalars i el producte a F son compatibles:
(aB) - x=a-(f-x)pertota,BeFixeV.

10. La unitat 1 e F satisfa 1-x =x pertot xe V

Un subespai vectorial de V és un conjunt tancat per la suma i el producte per escalars. Es a dir,
* SiaeFiveV, aleshores ave V.

* Sivy. v eV, aleshores v4 + vo € V.
| Relacionat: codi lineal (pj82) |

Definicié
Sigui V un espai vectorial i x4,...,X, € V. Diem que Xi,...,X, son linealment dependents si
existeixen asq, ..., an € F no tots nuls pels quals

a1X1+ ... +aX, =0.

Altrament, direm que sén linealment independents.

En particular, un Unic vector és linealment dependent si i només si és el vector nul. Dos vectors sén li-
nealment dependents si i només si sén proporcionals, és a dir, un vector és el producte de l'altre per un
escalar.

Relacionat: distancia minima (p@ |
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Definicio

Un conjunt {x1,...,X,} € V és un sistema de generadors d’un subespai vectorial S si tot element
de S es pot escriure com a combinacid lineal de x4, ..., X,.

Definicié
Un conjunt {xy,...,X,} € V és una base del subespai vectorial S si és un sistema de generadors
que és linealment indepedent.| Relacionat: matriu generadora (pl@l} |

Proposicio 1

Totes les bases d’un subespai vectorial tenen el mateix nombre d’elements.

Definicio

La dimensio d’'un subespai vectorial S ¢ V és el nombre d’elements que té qualsevol de les seves
bases. | Relacionat: dimensi6 d’'un codi lineal (p82 |

Definicio

Si E és un K-subespai vectorial de F idim F = n, aleshores un sistema d’equacions impicites de E
és un sistema homogeni d’equacions de K" les solucions del qual sén els (vectors de coordenades
dels) elements de E.

Base sistematica: Si E és un subespai vectorial de F, dimF = n, dmE = k i B és una base de F,
aleshores una base sistematica de E en les posicions {ji,...,jk} (posicions sistematiques) és una base
S={sy,...,8¢}on

* (coordg(s;)); =0 pertotr+i

* (coordg(s;)); = 1.

Sempre existeix un conjunt de posicions sistematiques i una base sistematica en aquestes posicions. El
conjunt de posicions sistematiques i la base sistematica sén Unics si afegim la condicié (coords(s;)); = 0 for
all / < j;. Aquesta base s’obté per transformacions gaussianes.

Relacionat: matriu generadora sistematica (p|85l) |

Diem G a la matriu k x n seglent:
< coordg(sy) —

< coordg(sk) —

La submatriu de G formada per les columnes en les posicions sistematiques és la matriu identitat k x k i la
submatriu de G formada per les columnes en les posicions no sistematiques és una matriu k x (n - k), que
podem anaomenar G, que té I'element de la fila r i columna “corresponent a” / igual a (coords(s;y));.

Els elements de E seran combinacions lineals dels elements de S i tindran la forma u = A\ySq,..., A\kSk =
(A1 ... X)G. Sidiem (x1,...,x,) = coordg(u), aleshores, x; = \;, per tota posicié sistematica j;, mentres
que per les posicions no sistematiques, x; = X; Aj(coordg(s;)); = Y.;(coordg(s;))x;. Aixd ens permet obtenir
un sistema de n - k equacions implicites d’un subespai a partir de la base sistematica on les equacions son
- Y i(coords(s;i))ix; + x; = 0 per tot | ¢ {j1,...,jx}. Diem H a la matriu d’aquest sistema d’equacions. La
submatriu de H formada per les columnes en les posicions no sistematiques és la matriu identitat (n - k) x
(n-k) ila submatriu de H formada per les columnes en les posicions sistematiques és una matriu (n-k) x k
que té I'element de la fila / i columna r igual a —(coordg(s;));, és a dir, la submatriu és -G’



106 Maria Bras-Amorés / Oriol Farras Ventura: Matematica discreta 2

Relacionat: matrius generadores i de control sistematiques (p |

Definicio

El complement ortogonal d’'un subespai E, que denotem E*, és I'espai generat per les files d’'una
matriu d’'un sistema d’equacions implicites de E.
| Relacionat: codi dual (pi87

Es independent de la matriu seleccionada.
Té dimensié n - k.
(EYYt=E

Repas de matrius

Una matriu m x n és un conjunt de m- n elements organitzats en m files horitzontals i n columnes verticals.

La matriu nx m que conté com a files les columnes de la matriu anterior i que conté com a columnes les files
de la matriu anterior s’anomena la seva transposda.

Per exemple, la primera de les matrius seglients és una matriu 2 x 3 mentre que la segona matriu és la seva
transposada.

5 9
A=(g;2),AT= 1 8
3 2
Anomenem g; I'element d'A que es troba a la i-éssima fila i a la j-&ssima columna.

Una matriu és quadrada si té tantes files com columnes. La diagonal principal d’'una matriu quadrada esta
formada pel primer element de la primera fila, el segon element de la segona fila, el tercer element de la
tercera fila, i aixi fins al darrer element de la darrera fila.

Per exemple, la matriu seglient és quadrada i la seva diagonal principal és 4,7, 1:
4 5 0
2 7 9
8 6 1
La matriu identitat d’ordre i és la matriu quadrada amb 1 a la diagonal principal i 0 a la resta de posicions.
Per exemple, la matriu identitat d’ordre 3 és

- O O

10
0 1
00

Per multiplicar una matriu per un vector (vertical), multipliquem cadascuna de les files de la matriu pel vector
i deixem el resultat a la mateixa altura que ocupa la fila. Per exemple,

( 5 1 3 ) g ~ ( 41 )

9 8 2 5 94

En canvi, per multiplicar un vector (horitzontal) per una matriu, multipliquem el vector per cadascuna de les
columnes de la matriu i deixem el resultat a la mateixa posicié que ocupa la columna. Per exemple,

(3 7)(2 :3 2):(78 59 23 ).
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Per multiplicar dues matrius, multipliquem la matriu de I'esquerra per cadascuna de les columnes de la matriu

de la dreta. Per exemple,
( 51 3 ) g ; _( 41 14 )
9 8 2 5 o 94 37



108 Maria Bras-Amorés / Oriol Farras Ventura: Matematica discreta 2
5 Teoria de codis: codis ciclics

5.1 Codis ciclics

Definicio
Diem que els desplacaments circulars d’una paraula (¢o, ¢1, .. .,Cn-1) € Fg s6n totes les paraules
(Ciy Cit1y-++,Cn-1,C0,C1,-..,Ci1)amb 0 <i<n-1.

Exemple. Els desplagaments circulars de [B573] + [l seran

Blss sl
5 3 4o N2
s 4 o s
« o Bl s
o s s
s 5«6

Diem que un codi lineal és ciclic si conté tots els desplagaments circulars de totes les seves paraules.

Exercici 80

Considerem el conjunt de paraules {0000,0101,1010,1111} c Z3.
1. Demostreu que és un codi lineal.
2. Quina dimensio té?
3. Doneu-ne una matriu generadora.

4. Demostreu que és un codi ciclic.

Solucié (p{120) |
Suposem que tenim un codi sobre 14 ciclic de longitud 12 i dimensié 7. La codificacié sistematica
en les darreres posicions d’un vector d’informacié i és

10110011002 8 3 9 1.

Doneu la codificacio sistematica en les primeres posicions del mateix vector d’'informacio.
| Soluci6 (pf121

Polinomi generador

Per treballar amb codis ciclics, identifiquem els vectors amb polinomis

(Mo, iy e vy Vo) < Vo + ViX + VoX2 + -+ vy x™ T
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Per aix0, sovint indexarem dinsde 0...n—-1 en comptesde 1...n.

Exemple. En I'exemple C = {0000,0101,1010,1111} ¢ Z3, les paraules del codi les identificariem amb
polinomis de la manera segient:

0000 — O0+0x+0x2+0x3=0
0101 — 0+1x+0x°+1x3=x+x
1010 — 1+0x+1x2+0x3=1+x2

M1 — 1+1x+1x%+1x =1+ x+x2+ x°

3

En un codi ciclic, diem que el polinomi generador és el polinomi que representa una paraula no
nul-la del codi i que

* té grau minim,

+ és monic (el coeficient de grau més gran és 1).

Lema 15: Lema fonamental dels codis ciclics

Suposem que C és un codi ciclic de longitud n i dimensio k.
Sigui g(x) un polinomi generador de C, aleshores
1. g(x) és Unic amb aquesta propietat.

2. ve C <« v(x) és divisible per g(x)
és a dir, les paraules del codi sén els multiples de g(x).

3. g(x) ésundivisor de x" — 1.

4. Siel polinomi generador és g(x) = go+g1X+gax2+---+g,X", aleshores com a matriu generadora
podem agafar

9 9 -.- g 0 ... 0
0O 9 99 ... g 0 ... 0
0 0 g 91 oo O 0 ... 0
o o0 ... ... 0 g G -.- O

5. g(x) té grau n— k.
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Demostracio. 1. Sig(x) i g’'(x) sén tots dos monics i de grau minim, aleshores g(x) — g’'(x) és
un polinomi que representa una paraula del codi de grau més petit que el minim d’entre els que
representen paraules no nul-les.

Per tant, g(x) - g’ (x) ha de ser nul.
2. D’una banda, si multipliquem g(x) per un monomi x' amb i + grau(g) < n, el resultat correspon
a una paraula del codi.

D’aqui és facil deduir que qualsevol polinomi de la forma g(x) - f(x) amb grau total més petit
que n pertany a C.

Per tant, si v(x), amb grau total més petit que n, és divisible per g(x), aleshores v € C.

D’altra banda, suposem que v pertany al codi i que el polinomi corresponent té quocient g(x) i
residu r(x) en dividir-lo per g(x).

Aleshores r(x) = v(x) — q(x)g(x) representa una paraula del codi pero té el grau més petit
que g(x). Per tant, ha de ser nul.

Aixo vol dir que v(x) és mditiple de g(x).

3. Suposem que la paraula corresponent a g(x) €s (9o, g1, - - -, 9n-1)-
Com que C és ciclic, (9n-1,90, 91, - - -, 9n—2) ha de pertanyer a C.
Perd gn_1+ goX + g1x%...,gn2X"" = x-g(X) = Gn1 X"+ gn1 = X-g(X) = gn1 (X"~ 1).

Pel punt anterior sabem que g(x) ha de dividir x - g(x) — gn-1(x" — 1) i, per tant, g(x) ha de
dividir x" - 1.

4 Es dedueix del punt 2.

5 Es dedueix del punt anterior.

Reciprocament, es pot demostrar el seglient:

Qualsevol polinomi g(x) € Fg[x] que divideixi x” — 1 genera un codi ciclic de Fyg.

Es a dir, si per alguns enters ni g, existeix un polinomi g(x) = g.x" + gr_1 X" +--- + g1x + go € Fo[x] que
divideixi x" — 1, aleshores, equivalentment,

« La matriu de n columnes

9 9 -.. g 0 ... 0
0 @ o ... g 0 ... 0
0 0 o i e O 0 ... 0
o 0 ... ... .0 @ 9 .- 9

genera un codi ciclic de IE‘Z de dimensié n-r,
« El conjunt de paraules correponent al conjunt de polinomis {a(x)g(x) : a(x) € Fq[x], amb grau(a(x)) <
n-r} és un codi ciclic de dimensié n-r.
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Considerem el codi ciclic format per les paraules {0000,0101,1010,1111} ¢ Z‘Z‘.
1. Quina és la seva longitud n?

2. Doneu-ne el polinomi generador.
3. Comproveu que és un divisor de x" — 1.

4. Comproveu que el seu grau és n— k.

oo G

Matrius generadores

Una matriu té forma de cascada (de grau r) si és de la forma

a a ... a 0 0

0 & a ... a 0 0

A=l 0 0 & a ... a 0 O
g -~ 0

o ... 0 a a ... a

amb ag £ 0, a, # 0.

Exemple. Les seglents matrius de Z tenen forma de cascada.

4 20351000
0 42035100
0 04203510
0 00 420 3 5 1
56 1 00 00O
056 10000
0 056 1000
0 0056 100
0 0005 6 10
0 0 00O S5 6 1

Observem que en una matriu cascada, el grau r coincideix amb la diferéncia entre el nombre de
columnes i el nombre de files.

Observem també que, si A és una matriu cascada, aleshores A = (Q|P), on

(1) Q és una matriu |quadrada|, |triangular superior |i tal que els valors dins de cada
coincideixen entre ells. A més, son no nuls el valor corresponent a la diagonal principal i a la r-essima
super-diagonal, i és zero el valor de les sUper-diagonals més enlla de la r-éssima.

(2) Sik és el nombre de files de A, aleshores la concatenaci6 de a; amb la fila inferior de la matriu P d’'una
banda i la primera fila de A d’'una altra banda, coincideixen en les primeres min(r + 1, k) posicions.

Una matriu té forma de precascada si és de la forma (Q|P) on Qi P satisfan les propietats (1) i (2).
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En aquest cas,
0 ...

a a ... a 0 * ok ok a ar ... k-1

0 a a ... a - H * * 0 a a ... k-2
0 0 a a ... a 0 : H e 0 0 a a ... a3 H
A= H . a ar sir<k 0 be A= H . a sir>k
: wa ay| i : ; o a : :
e H H e H * * %
0 ... ... .. 0 ap a ... ar 0 ... ... o 0 a a ... ... ar

amb ag £ 0, a, # 0.

Si ap = 1 diem que la matriu té forma de precascada normalitzada.

Exemple. Vegem com podem convertir una matriu com ara A = g) (1) 8 :) 2 definida sobre F7, en
una matriu equivalent en forma de precascada normalitzada. ot ed
1 0 0 1 3 1 3 0 1 2 1 3 4 6 4
a0 s (35002 fgpem |03 20

f2, = f2+3f3

Qualsevol matriu que sigui equivalent a una matriu de la forma (/|P), sera també equivalent a una
Unica matriu en forma de precascada normalitzada.

En efecte, diguem ay = 1 i sigui ay, . .., a, la darrera fila de P. Definim
a a ... a 0 ... 0 a a; ... k-1
0 a a ... a - : 0 a a ... k2
0 0 a & ... a 0 ; 0 0 a a ... ak-3
Q= : & ar sir<k o bé @ : o a sir>k
: D) a1 : &
0 ... ... ... 0 ap 0 ... ... ... 0 ap

El producte de matrius Q(/ | P) és equivalent també a (/| P) i té forma de precascada normalitzada.

El codi lineal generat per una matriu G de k files i n columnes és ciclic si i només si es compleixen
les tres condicions seguents:
« G és sistematitzable en les primeres posicions (és a dir, G ~ (/| P) per una (Unica) matriu P,
de mida k x (n - k)).
+ La matriu en forma de precascada normalitzada equivalent a G és una matriu cascada.
* Siay,...,a.« ésladarrera fila de P, el polinomi 1 + a; x + - - + a,_xx" ¥ divideix x" - 1.
En aquest cas, el polinomi generador del codi és a;', (1 + ayx +--- + ap_xkx"%).
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Quina o quines de les seglents matrius sobre 7 generen un codi ciclic?
1 0 00 2 4
0 1 00O 6
“"G=1901060
0 00 1 2 4
10 0 0 2 4
01 006 0
2G=1 90100 6
0 00 1 2 4
1 0 0 6 0
3.G3=| 0 1 0 0 6
001 2 4
Soluci6 (p{122) |

Codis ciclics primitius

Si un codi esta definit sobre I i la seva longitud és n = g -1, aleshores diem que el codi és primitiu.

Exercici 84

Demostreu que en aquest cas x — 3 divideix x” — 1 per a tot 5 € I

Soluci6 (p]123)
Demostreu que si ¢, ..., a, sén elements de F, \ {0} diferents entre ells, aleshores (x — ) - ----
(x — «,) és el polinomi generador d’un codi ciclic primitiu definit a .

Linterés dels codis primitius és precisament una consequéncia del darrer exercici.

Per construir un codi ciclic sobre F4, podem agafar n = g - 1, i uns quants elements diferents de F,, que
anomenem oy, g, . . ., ;. Aleshores el polinomi (x — ) - (x —ap) ----- (x — a,) sabem que és el polinomi
generador d’un codi ciclic.

Exemple. Per construir un codi ciclic sobre Fy1 = Z44, podem agafar el polinomi

(x-3)(x-6)(x-10) X+ (-3-6-10)x2 +
((=3)(=6) + (-3)(-10) + (-6)(-10))x + (-3)(-6)(-10)

= X*+3x%+(7+8+5)x+7

= XP+3x%+9x+7,

que dividira x'° — 1 per I'exercici anterior. Per tant, és el polinomi generador d’'un codi ciclic.

Quina sera la seva matriu generadora?
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OO OO OO

O O OO N
QOO OO NOW
OO O NOWw-=—
OO NOWWwWw—~O
ONOww-—=0O0o
NOWwWw—~ O oo
O w0000

- OO O OO
- OO0 OO oo

o
w

Exemple. Per construir un codi ciclic sobre Fg = Z3/(x? + 2x + 2), considerem que « sigui la classe de x.
Tindrem

ot = a+1

o = a?+ra=2a+1
ot = 202+a=2

a® = 2a

a® = 2a%=20+2
o = 2a%+2a=a+2
a® = af+2a=1

Com que «, a?, o2 s6n tots diferents, considerem el polinomi

(x-a)(x- az)(x - 043) X3+ (—a- a? - 013)X2 + ((—a)(—az) + (—a)(—as)
+(=0®)(=a®))x + (~a)(-a®)(-a®)

P+ (2a+1)x2+ (& +a* +a®)x + (-a®)

2

X3+a3X2+aX+a

Sabem segur (per I'exercici) que aquest polinomi dividira x® — 1 i, per tant, sera el polinomi generador d’un
codi ciclic.

Quina sera la seva matriu generadora?

o> a o 1 0 0 0 O
0 &2 a o® 1 0 0 O
0 0 &2 a o* 1 0 O
0 0 0 > a o 1 0
0 0 0 0 o® a o® 1

Aquesta construccio la podem fer només si el codi és primitiu, és a dir, sin=qg - 1.

Polinomi de control

Si C és un codi ciclic de longitud n i polinomi generador g(x), aleshores el polinomi de control de

C es defineix com
x" -1

g(x)

h(x) =
El polinomi de control compleix que

v(x) e C<= v(x)h(x) =0 mod x" - 1.
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Exercici 86

1. Demostreu que g = x* + 4x® + 6x + 3 genera un codi ciclic primitiu sobre F7 = Z.
. Doneu-ne el polinomi de control.

. Quina longitud i quina dimensié té aquest codi?

2

3

4. Doneu-ne una matriu generadora.

5. Es pot deduir la distancia minima a partir de la matriu generadora?
6. Corregiu la paraula seglient amb esborralls: (?77235).

7

. Comproveu si la paraula obtinguda en I'apartat anterior pertany al codi mitjangant el polinomi
de control.

Sauge pfizd)

Exercici 87

Sobre F5 considerem la matriu

10000 1 1 1
01 000 1T O0O
G=| 0 01 00O T1TO0
0 001 0O0O0 1
0000 1T 1 11

1. Demostreu que el codi generat per G és ciclic.

2. Trobeu els polinomis generador i de control.

T E]

Matrius de control

Una matriu de control del codi ciclic C es pot trobar per tres procediments:

1. A partir d'una matriu generadora sistematica, G = (/|P),
Hy = (=PT|I).
2. A partir del polinomi h*(x) reciproc del de control (té els coeficients en ordre invers),

H, = matriu generadora del codi ciclic generat per h*(x).

3 Sigté n-karrels 51, Ba, ..., Bnk, totes elles diferents,
B g
T R

1 Bk Bow - Bk

En aquest cas, les sindromes de v(x) seran v(531), v(82), v(B3). ..
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Codificacio sistematica

Per codificar sistematicament una informacié i de k simbols, podem fer-ho per dos procediments:

» Multipliguem i per una matriu generadora sistematica G. La codificacié que obtenim és sistematica en
les posicions on hi hagi la identitat dins de G.

+ Suposem que R(x) és el residu de dividir i(x)x"* entre g(x). Llavors i(x)x"* — R(x) és multiple de
g(x) i és una codificacié de /i sistematica en les Ultimes posicions.

Exercici 88

Considerem el codi ciclic generat per g = x* + 4x° + 6x + 3 sobre F; = Z;. Codifiqueu de forma
sistematica la informacié (11) mitjangant el polinomi generador.

Distancia minima prevista

Sigui a un element primitiu de Fq. Sigui C un codi de Fg.
La distancia minima prevista de C és el maxim enter ¢ tal que hi ha 6 — 1 arrels de g que s6n
poténcies consecutives de o (a?, af*!, ... al*072),

9

Es compleix que, si d és la distancia minima real del codi, aleshores d > §.

Exercici 89

Considerem el codi sobre F, generat per la matriu

9}

1]
OO OO~
[eNeNe o]
(e e Ne])
o =+ O OO0
- OO0 oo

1
0
1
0
1

—_ OO = =

1. Trobeu una matriu de control de dues maneres diferents.
2. Quina és la distancia minima?

3. Codifiqueu de manera sistematica la informacié 10110 mitjangant divisié de polinomis.

EEE]

5.2 Lexemple del faisa

Suposem una imatge digital.
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La representem amb digits de F3 = Z3.

OO NDN N
— 0 L OO

- L L OOl a

La podem pensar també com si els seus elements fossin de Fg = Z3/(x? +2x +2). La representacié vectorial
dels elements d’aquest cos ve donada per la taula segiient, on « = [x]:

00
10
01
11
12
20
02
22
21

N o o'asw N = o

oo Q0 Qo Q0QDR O

Q R R
FARNEAY)
QR
™ N

[ G G g G Ol e T e Y G-y
$
RN
D DD W W w w N N
PP o oo R R
W o O N NoO O
2,8,9,8,8, o
22282 Lop

Considerem el codi ciclic sobre Fg primitiu amb polinomi generador g(x) = (x —a)(x-a?)(x-a®)(x-a*) =

x*+ a8 + X2 + a®x + 2.

Com que el codi és primitiu, té longitud n =9 - 1 = 8. Com que el grau del polinomi generador és n— k = 4,
aleshores la dimensi6 del codi és k = 4.

Aixo vol dir que, en codificar, agafem blocs de k = 4 simbols i els codifiquem, de manera que obtenim blocs
de n =8 simbols.
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La distancia minima prevista és 5. D’acord amb la fita de Singleton, podem concloure que aquest codi té
distancia minima 5.

Si fem codificacié directa, aleshores simplement multipliquem els blocs de quatre simbols (polinomis de grau
3) pel polinomi generador (de grau 4), amb la qual cosa obtenim un bloc de 8 elements (que correspon a un
polinomi de grau 7).

Els polinomis corresponents a la imatge sén

a? + a®x + a?x? + oPx®
a®+abx+a’x®+a’x®
a® +atx+atx?+ax®
o8+ b
< a®+alx+a’x®+x3
a®+a’'x+a?x?+a?x®
2
2
2

o Q
~ N
o Q
N

Q
~

o
o R

7
+afx +aPx? + oPx®
+afx + aPx? + o?x®
a®+alx+a’x? +aPx®

D DD W W W w NN
W oo 0O N N o MM O
i N \C T \C T \C I \V)

S I S )
(I ST O Y

QL L L QDo DR
QLo LR
QL Qo L 4

En multiplicar pel polinomi generador obtenim les paraules codificades.

Per exemple, per codificar la darrera fila i(x) = o + o®x + o’ x? + a2 x3, la multipliquem per g(x) i ens queda

a*+ax+axP+at x3+alx*+al xS +axP+alx’.

i(x)g(x) = a?g(x) + a®xg(x) + o’ x*g(x) + a?x3g(x)

?g(x) = ®x* + B x® + A®x® + ®x +
S1a®x®+alx+at

a®xg(x) = a®x° + ax* + a®x® + X% + a°x

= OéSX5 + ax4 + a3X3 + a6X2 + 045X

a7x2g(x) =a’x8+a®x% +a’x* + a'%%% + a®x?

4

= a2X4+X
5

= a7X6 + a5X5 + a7x4 + a2X3 + CVX2

?x3g(x) = a®x” + aBx® + 02x® + ®x* + o*x®

a2X7 + X6 + OL2X5 + a5X4 + a4X3

i(x)g(x) = a?x" + (1 +a)x® + (0 + a® + a®)x°

+(@®+a’ +a+d®)xt+ (ot v+ P +1)x3

6 4

+(@®+abf+a)xP+ (P +aP)x+a

Ara, fent servir la taula de correspondéncia, escrivim cada poténcia de « en notacié vectorial i fem la suma.
Per exemple, el coeficient de x® es correspon a

1+a’ - (1,0)+(2,1)=(0,1) - «
El resultat és

3,,.5 6,5 6

atrax+ax?+a* xP+alx*+ab xP+axB+alx’.
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Fem ara el mateix amb totes les files:

a* o 0 1 a o o o
ot o A 0 o o a o
a® a2 o o 0 o8 & «a
a® a® 1 ot o af o 0
a® ot 1 a o 0 1 <«
a® o* A o o @ o
ot o® a® o 1 ol a?
a* o® o 1 o’ a?
a* a a o & o a a?

Si apliquem la codificacié sistematica, aleshores cada polinomi 'hem de multiplicar per x"* i restar-li el
residu de dividir pel polinomi generador.

Per exemple, per codificar la darrera fila i(x) = a® + a®x + a’x? + a®x3, la multipliquem per x4~ i ens queda
a?x*+ax%+a’ x8+a2x”. Endividir aquest darrer polinomi per g(x), ens queda residu R(x) = o +afx+a?x°.
Aleshores

iO)X™ = R(x) = a®x” + a”x® + a®x® + a®x* + a®Xx® + A®x +

7

< (a’a?0afa?a’a’a?)
que correspon a la imatge

200000 e 2 200 2 2

Fem ara el mateix amb totes les files:

n

o> o o ® a® ® P «

o> o o a® a® o o &

a® a a o o ot ot a

1 a® o @ o o o 0

a® o 0 a o o & A <~
1 a® a® o o df ® P

0 a® o0 0 & o o &

0 a® o0 0 &® o o &
o’ o 0 o a® o o o

Observem que, en aquest cas, la imatge original queda replicada en les darreres posicions.

Suposem ara que aquesta imatge s’ha enviat i que el canal de transmissié ha generat certs errors.

El receptor genera una matriu de control per verificar si hi ha hagut errors. El polinomi de control és h(x) =

n_
rext e xP ralx v ak
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Per tant, podem agafar com a matriu de control

2

1 «

0 1
H= 0 O
0 O
En multiplicar les primeres 8 paraules per H, s’obté el vector nul. Perd, en multiplicar la darrera per H,
obtenim

(J{7

046
1 62 1 & o> 0 0 0\| O a*
01 a2 1 o o2 0 0 a® | | o
0 0 1 & 1 o & 0 1] o
0 0 0 1 & 1 o o ol o

a7

1

Si fos associat a un vector d’error de pes 1, la sindrome seria multiple d’'una columna. Comprovem que no
és aixi. Busquem una combinacié lineal de dues columnes que doni aquesta sindrome. Observem que

4

Q

= oPH? + o°HB.

o R,

7

Q

Per tant, considerarem que I'error és e = (0c2000000°). La paraula codi correcta és
(a’a®0afa?aa’1) - (00200000c°) = (a’a?0aba?ala’a?).

Com que el codi és sistematic, sabem que la redundancia és a I'esquerra i que la part d’informacié correspon

als simbols a?afa’a?.

5.3 Solucions

Solucié de I’Exercici

1. Es un subespai vectorial perqué totes les combinacions lineals de dues de les quatre paraules perta-

nyen al codi:
0000 + 0000 = 0000
0000 + 0101 = 0101
0000 + 1010 = 1010
0101 + 0101 = 0000
0101 + 1010 = 1111
o101 + 1111 = 1010
1010 + 1010 = 0000
1010 + 1111 = 0101
1111+ 1111 = 0000

Per tant, és un codi lineal.
2. La dimensi6 és 2 perque és el maxim nombre de paraules linealment independents.

3. Qualsevol de les tres matrius seglents és matriu generadora

01 0 1 01 0 1 10 10
it ot1to)’\1t 1t 1 1 )°v1 1 1 1)
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i també qualsevol de les anteriors intercanviant les dues files.

4. Es un codi ciclic perqué qualsevol desplacament circular de les seves paraules dona una altra paraula
del codi. En efecte,

« tots els desplagaments circulars de 0000 donen la mateixa paraula 0000,
* tots els desplagaments circulars de 0101 donen la mateixa paraula 0101 o bé la paraula 1010,
« tots els desplagaments circulars de 1010 donen la mateixa paraula 1010 o bé la paraula 0101,
* tots els desplagaments circulars de 1111 donen la mateixa paraula 1111.

Torna a 'exercici (p|108l) |
Solucioé de ’Exercici

Com que és un codi de dimensié 7 sistematic en les darreres posicions, deduim que el bloc d’informacié

corresponent a la paraula codi
n—k=5 k=7

1011001 10028 3 9 1

és
10028 39 1.

Si volem la codificaci6 sistematica de 10 0 2 8 3 9 1 en les primeres posicions, estem buscant un vector que
sigui del codi i que sigui de la forma

(10028391 €] r2r3r4r5),

on ry, Iz, I3, I4, I's ens venen donats de manera Univoca pel bloc d’informacié.
Pero, d’altra banda, com que el codi és ciclic, sabem que la paraula seglient també és del codi: (100283911011001).

Com que la codidificacié del bloc d’'informacié és Unica, per forca hem de tenir

r1:10r2:1r3:10r4:0r5:1.

Per tant, la paraula codi demanada ha de ser

(100283911011001).

Torna a 'exercici (p |

Solucioé de I’Exercici[82]

1. Lalongitud és n = 4.

2. Els polinomis que representen les 4 paraules del codi s6n
L] 0!
o x+x3,
o 1+x2
o 1T+ x+x2+x3,

dels quals el de grau minim sense comptar el 0 és x2 + 1. Per tant, aquest és el polinomi generador

del codi.
3.
x4 +1 x2 +1
~(x* +x2 ) X2 +1
X2 +1
—(x% +1)
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Veiem que la divisi6 és exacta.

4. grau(g)=2in-k=4-2=2.

Torna a I'exercici (p|1 1 1" |

Solucié de I’Exercici
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1.2 40

; . , 01 2 4

1. Per analitzar G; i G, considerem Q = 00 1 2

0 0 0 1

Observem que la forma de precascada de G és

12 4 0 1 00 0 2 4 1 2 4 0 5 2
C)-G—O124 01 00O0OG6G]|] |01 2 46 1
10012 00106 0] 0012 31
0 0 0 1 0 00 1 2 4 0 00 1 2 4

Com que la forma de precascada de G; no té forma de cascada, G; no genera un codi ciclic.

. De la seva banda, la forma de precascada de G, és

1.2 40 1 00 0 2 4 12 4 0 0O

Q-G - 01 2 4 01006 0|_J012400
2 0 0 1 2 0 01 0 0 6 0 01 2 40

0 0 0 1 0 001 2 4 0 001 2 4

En aquest cas, la forma de precascada de G, té forma de cascada. Per veure si G, genera un codi
ciclic, quedara veure si 1+ 2x + 4x2 divideix x® — 1.

x5 +6 [4x2+ 2x +1
—(x® + 4x%+2x* ) 2x*+6x3  +2x+6
3x° +5x* +6
-(3x°+5x* + 6x3 )
x3 +6
—(x® +4x2+2x )
3x°+5x+6
—(3x%2+5x+6)
0

Com que la divisi6 és exacta, concloem que G, genera un codi ciclic.

1 2 4
. Consider@Q;=| 0 1 2

0 0 {1
Observem que la forma de precascada de G és

Tornem a tenir el cas en que la forma de precascada de G; té forma de cascada. Per veure si Gs
genera un codi ciclic, quedara veure si 1 + 2x + 4x? divideix x° - 1.
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x° +6 4x%+ 2x +1
—(x% + 4x*+2x8 ) 2x3+6x%  +2
3x*+5x3 +6
—(3x*+5x3 + 6x2 )
x? +6
—( x® +4x+2)
3x+4

Com que en aquest cas la divisié no és exacta, Gs tampoc generara un codi ciclic.

Podem veure, per exemple, que la paraula (40012), que és desplagament circular de (12400), no
pertany al codi i, per tant, efectivament, el codi no pot ser ciclic.

Perqué (40012) fos paraula del codi, hauria de ser de la forma

12 4 00
(x y z)[0o 1 2 4 0 |=(x 2x+y 4x+2y+z 4y+2z 4z ),
0012 4
és a dir, s’hauria de complir
X = 4
2x+y = 0
4x+2y+z = 0
4y +2z = 1
4z = 2

que no té solucid, perquée per satisfer les tres primeres igualtats ens caldria x =4, y = 6, z = 0, perd
aleshores les altres igualtats no se satisfarien.

|Torna a I'exercici (p |

Solucioé de I’Exercici[84]

Si el codi és primitiu, aleshores n=q - 1.

Que x — 3 divideixi x" -1 = x9' — 1 és equivalent al fet que 3 sigui una arrel de x9' — 1. | sabem
que qualsevol element 3 del cos finit de g elements satisfa 39! = 1. Per tant 3 és arrel de x9°' — 1.
| Torna a I'exercici (pj113

Solucioé de ’Exercici

Es dedueix de I'exercici anterior i del fet que (x-a), . .., (x—a,) son tots irreductibles. | Torna a I'exercici (p|1 13I) |

Solucié de I’Exercici

1. Cal demostrar que g divideix x8 — 1.

x5 +6 | x*+4x®  +6x+3
—(x® + 4x® +6x3+3x2 ) X+ 3x +2
3x° +x3 +4x2 46
—(3x% + 5x* +4x2+2x )
2x*+ X3 +5x+6
—(2x*+ X3 +5x+6)

0
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2. El polinomi de control sera h(x) = (x® —1)/g = x* + 3x + 2.

3. La longitud és n = 6, perqué és un codi primitiu. La dimensié la podem deduir del fet que el grau del
polinomi generador, que en el nostre cas és grau(x* + 4x® + 6x + 3) = 4, hade ser n— k = 6 — k. Per
tant, k = 2.

4. El polinomi generador
x*+4x® +6x+3=3+6x+0x>+4x>+x*

correspon a la paraula
(360410).

Pel lema fonamental dels codis ciclics, deduim que

5. Les paraules del codi seran combinacions lineals de les dues files de G, és a dir, tindran la forma

(a b)(g g g g 1 ?):(3a 6a+3b 6b 4a a+4b b ).

» Sia=0ib=+0, aleshores el pes és 4.
« Sia+0ib=0, aleshores el pes és 4.
« Sia#0ib+0, aleshores el pes sera com a minim 4, jaque 3a+0,6b+0,4a+0, b+0.

Per tant, la distancia minima ha de ser 4.

6. Laparaula( x y z 2 3 5 )hade serdelaforma

(a b)(g g g g’ l ?):(Sa 6a+3b 6b 4a a+4b b ).

De la darrera posicié deduim que b = 5.
De la pendultima posicié deduim que

a+4b=3 = a+20=3 = a=-17=21-17=4.
La paraula del codi sera, doncs,

(+5)(s

ggl?):(542235).

w o

7. Multipliguem el polinomi corresponent a la paraula (542235) pel polinomi de control i comprovem si
ensdona 0 mod x" - 1.

D’una banda,
(5+4x +2x2 +2x3 + 3x* + 5x%)(x® + 3x +2) = 5x” + 4x5 + 2x + 3.

Si ara dividim 5x” + 4x® + 2x + 3 entre x® — 1 ens dona quocient 5x + 4 i residu 0:

5x7 + 4x® +2x+3 x8 +6
-(5x’ +2x ) b5x+4
4x° +3
—(4x® +3)

0
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Torna a 'exercici (p |

Solucié de I’Exercici

1. Es pot veure que

10000 1 11
01000100
0 0 10001 0 0~p ¢ ittt
0001000 1| A-dr2rers
h=h+hR+hi+1f
0000 111 1) FIpTely
f‘{:f4+f5
fl=t
11110000
01111000
00111100
00011110
0000 1 1 1 1

Observem que aquesta matriu té forma de cascada i correspon al polinomi x3 + x% + x + 1. Si veiem
gue aquest polinomi divideix x" — 1, aleshores haurem demostrat que es tracta d’un codi ciclic.

x8 +1 ’x3+x2+x+1
—(x® + x"+ x84+ x° ) x°+x* +X+1
x+ x84+ x° +1
(X" +x8+ x5 + x* )
x* +1
—(x* + x3+x%+x )
X3+ x2+x+1
~(xX¥+x%+x+1)
0

En efecte, la divisioé és exacta.

2. g(x)=x*+x®+x+1and h(x) = x°+x* + x + 1.

| Torna a 'exercici (p|1 15I) |
Solucié de I’Exercici

El residu de dividir i(x)x" % = x* + x° entre g és R(x) = 5x% + x® + x + 2:

x° + x* x*+4x% +6x+3
—(x° + 4x* +6x2+3x ) X+ 4
4x4 + X° +4x
—(4x*+2x3 +3x+5)
5x3+ X2 + x +2

Aleshores i(x)x" ¥ — R(x) correspon a la paraula codi 566211.

Torna a 'exercici (p |

Solucié de I’Exercici
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1. Ala soluci6 de I'exercici[87] hem vist que aquest és un codi ciclic i generat per g(x) = 1+ x + x + x°.
Per tant, podem trobar una matriu de control fent la transformacié geneérica de les matrius generadores
del tipus G = (/|P) (com aquesta), i fent servir el polinomi de control h(x) = x®+x* + x +1. En el primer
cas obtenim la matriu de control

110
H=]1 0 1
1 00

- O O
- O O

10
0 1
00
En el segon cas, com que h*(x) = 1+ x + x* + x>, obtenim la matriu de control

110
H=l0 1 1
00 1

- O O

0
1
1

- O O

1
0
0

[ PN

2. Ladistancia minima és 2 perqué a H hi ha dues columnes dependents.

3. Lainformacié que cal codificar és i = 10110, que es correspon al polinomi i(x) = 1 + x% + x3. Com que

n—k =3, i(x)x"* = x%+ x5+ x3. Dividim aquest polinomi per g(x) i obtenim quocient x* + x + 1 i

residu 1. Per tant, i(x)x™ % - R(x) = x® + x> + x® + 1, que es correspon amb la paraula 10010110.

Torna a 'exercici (p |

5.4 Apeéndix: Repas de més nocions de matrius

Una matriu és quadrada si té tantes files com columnes. La diagonal principal d’'una matriu quadrada
esta formada pel primer element de la primera fila, el segon element de la segona fila, el tercer element de
la tercera fila, i aixi fins al darrer element de la darrera fila. Una matriu quadrada és triangular superior
(o inferior) si tots els elements que es troben per sota (o0 per sobre) de la diagonal principal s6n nuls. La
primera super-diagonal (o sub-diagonal) d’'una matriu quadrada sén els elements que es troben just a sobre
(sota) de la diagonal principal. La segona super-diagonal (o sub-diagonal) d’'una matriu quadrada soén els
elements que es troben just a sobre (sota) de la primera super-diagonal (sub-diagonal). | aixi es defineixen
successivament totes les super-diagonals (o sub-diagonals). Per exemple, la matriu segient és triangular
superior, la seva primera super-diagonal és 1,9 i la seva segona super-diagonal és 4:

8 1
0 7
00

- © A

Relacionat: matrius precascada (p|1 1 1|) |
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6 Teoria de codis: matrius de Vandermonde i codis Reed-Solomon

6.1 Matrius de Vandermonde

» Les matrius de Vandermonde sén una classe de matrius amb una estructura determinada que aporta
propietats molt interessants.

» Tenen aplicacions en moltes arees com les comunicacions digitals, el porcessat d'imatge i les antenes
(MIMO), i s’empren en el calcul de la Discrete Fourier Transform (DFT), la interpolacié de funcions,...

+ Nosaltres farem servir matrius de Vandermonde definides sobre un cos finit, perd es poden definir
sobre qualsevol cos.

Definicio
Definicio
Donats vy, vz, ..., v, € Fg, la matriu de Vandermonde de vy, ..., v, d'ordre r es defineix com
1 1 ... 1
Vi Vo Vn
Vi(vi, Vo, vp) = V2 V2 v2
- -1 r—1
Vi 74 cee VY

En aquest curs, només considerarem matrius de Vandermonde en les quals v; # v; per tot / # j.
Exemple.
1. Calculem V3(1,2,3) per1,2,3 € Fs:

]
v3(1,2,3)=( 1
]

IO O

~ W=
~——

2. Calculem V53(0,1,2,3,4) per0,1,2,3,4 ¢ F5:

111 1 1
V5(0,1,2,3,4)=[ 0 1 2 3 4 |.
01 4 4 1

3. Sigui o la classe de x alFg = F3/(x2 + x +2). Calculem V4(1,c, 02, 0% a®,a") aFy:

11 1 1 1 1

3 4 6 7

Vi(1,a,0%,a*,08 a’) = Toa ab ot ala
Ty 1 a2 a® 1 o* o8 |

1 a® a o o® o

on hem fet servir la propietat que o® = 1.

Determinants

El de la matriu de Vandermonde V;,(v1, vz,...,V,) ésigual a

det(Vo(vi,vo,...,va)) = [] (vi-w)

1<i<j<n
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1 1 1
Exemple. AFs, la matriu V3(0,1,2) és| 0 1 2
0 1 4

El determinant de V3(0,1,2) ésiguala4 -2 =2.
Fent servir el lema, el determinant és (2-0)(2-1)(1-0) =2.

Demostracio. La prova es pot fer per induccié en n. Per n = 2, és senzill veure que v | =
2
Vo — Vyq.
1 1 oo 1
V1 Vo 000 Vn
2 2 2
Pern>2, |Vo(vi,Va,....,vp)|=| Vv; S Vs
vitt oyt !
Per cada i > 2, podem restar a la i-éssima fila I'anterior fila multiplicada per vy i obtenir aixi
1 1 e 1
0 Vo — V4 e Vh— Vy
0 V2 - vivp V2 —Vivy =
- -1 n2 -1 n-2
0 v '-wvi< ... vjl-wy)
Vo — V4 coa Vhn— V4
vo(va=vi) ... Va(Va-w1)
. : o
vite(va—vi) ... v (Va—wy)
Aixo és igual a (Vo — vq1) - -+ - (Vo — 1) [Viot(va, ..., V)| . I, per la hipotesis d'induccid, és igual a
(Va=vq)--eee (Vo= v1) H23i<jsn(vj -V = H15i<jsn(vj - V).
O

AT,
1. Calculeu la matriu de Vandermonde de rang 4 de 6,5,4, 3.

2. Calculeu el seu determinant| per menors

3. Calculeu el seu determinant fent servir el lema i comproveu que coincideixen.
Solucié (p 144E

A TFg = Z3[x]/x? + 2x + 2, anomenem « a la classe de x.
1. Calculeu la matriu de Vandermonde de rang 4 de «, a®,a°, .

2. Calculeu el seu determinant| per menors

3. Calculeu el seu determinant fent servir el lema i comproveu que coincideixen.
Solucié (p 144E
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Calculeu el determinant de V,4(1,a,a3,a*), on a és la classe de x de Fs[x]/x? + x + 2.

| Per menors

» Pel resultat del lema.

| Soluci6 (pl145 |

* Recordem que, pertotcosFitota,beF,ab=0siinoméssia=00b=0.
+ Per tant, det(V,(vi, vo,...,v,y)) = 0siinomés si v; = v; peralgun i # j.
» Obtenim, aixi, el seglient corol-lari:

La matriu V, (v, vs,. .., v,) és invertible sii només si v; # vjpertot 1 <i<j<n.

+ Aixi, agafant v; # v; per tot 1 < i < j < n, podem garantir que V,(vi, Vs,...,V,) té rang n.

Matrius de producte nul

Teorema 11

Sigui w un element primitiu de F,. Per tot 1 < k < q -2, el producte de les matrius
Vie(1,w,w?, ... o w92) i Vq_1(w,W27...,wq‘1‘k)

és la matriu k x k nul-la.

Exemple. Agafemq=5,k=2iw =3, jaque 3 és primitiu a Zs. Aleshores

1

* Vk(1»W7W27WS) = V2(173732733): V2(1a37472) :( 1

* q—1(Wa W27 R Wq_1_k) = V4(3’32) = V4(374) =

B S

1
3
4
2
» Ara podem comprovar que es compleix la propietat

1 1

111 1\[3 4| (00
134241 \oo

Exemple. Agafem q = 4,k = 1: Per construir F4 ens cal un polinomi irreductible de grau 2 de Z»[x]. Els
polinomis de grau 2 de Z[x] sén unicament x2, x + 1, x? + x, x> + x + 1, dels quals I'nic irreductible és
x2+x+1. Pertant, agafemF, = Z»[x]/x? + x + 1. La classe de x, que anomenem o, compleix que a® = o +1
i és, en efecte, un element primitu. Ara podem fer els calculs:

« V(1,007 = Vi(1,a,0®) = (1 1 1)

1 1
s Voi(a,a?,...,a9 ") = Va(a,0®) =| a o
® «

* Ara podem comprovar que es compleix la propietat
1 1
(11 1) a« ®|=(0 0)

0[2 «
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Exemple. Agafem q =4,k = 2. Aleshores

* Vk(1,a,a2,...,aq_2) = V2(1,C¥,042) =(

1
1
1
s Voi(a,a?,...,09 "R = Va(a) = | «
o2

» Ara podem comprovar que es compleix la propietat
11 1 ; (0
1 a o o2 “\o

Demostracio.
* Pel lema anterior, A= Vic(1,w,w?, ... ,w972) iB=V,_4(w,w?,..., w35 tenen rang maxim.
* Ara comprovarem que AB és la matriu nul-la. Per veure-ho, comprovarem que el producte de
la fila i-éssima de A per la columna j-éssima de B és 0.
 Siguin i i j dos index que satisfan1 <i<kil1<j<g-1-k.
— Lafila i-éssima de la matriu A és iguala (1,w'=", (w?)"=1, ... (w92)").
— La columna j-éssima de B és ((w/)°, (w/)', ..., (w/)3 ).
 El producte d’aquests dos vectors és igual a

-1 , -1
S W=D i1 2§y (-1,
r=1 r=1

« La suma anterior és una serie geometrica i, per tant, és igual a

(Wi+j—1 )q—1 -1
witi-1 -1

« A causa de l'eleccié dels valors de i i j, i pel fet que w és primitiu, sabem que w'*/=" + 1
(denominador no nul).
Pero, per altra banda, (w™*/=1)9-1 = 1 (numerador nul).

 Per tant, el resultat de la suma és zero.

Avaluacio polinomica
» Vector d’avaluacions d’un polinomi

Sigui f el poliniomi definit com f(x) = @y + a;x +--- + a,_1x" ', amb ay,...,a,_1 € Fy.

Llavors es compleix la seglient igualtat. Per tot 5 € IF,

ao
ay
( 1 B ;32 oo pt ) a =f(B)

an-1

Per tant, agafant w un element primitiu,
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1 1 1 1 1

1w w? wd o wD a f(1)
1w wt wé o WA a ) ~ ( f(w)
1w wb w® . wRirD . :

: : a1 f(w™™")
1 w! W2(n71) W3(n71) . W(nf1)(nf1)

» Interpolacio polinémica i matrius de Vandermonde

131

].

« Sigui n= g - 1. Per cada vector u = (U, . .
a molt n— 1 que satisfa ,
fu(WI) = Uj
pertotie{0,...,n—1}.
+ Aquest polinomi es pot calcular amb la férmula

n-1 —
fu=> ufi on fi= []
i=0

., Un—1) € F7 existeix un Gnic polinomi f, de grau com

El polinomi del teorema és el polinomi d’interpolacioé de wu.

« Lexisténcia i unicitat de la solucié és consequéncia del fet que el polinomi f, = ay + @y x +--- + @ap_1 X"

esta determinat per la solucié del sistema lineal d’equacions

1 1 1 1 . 1

1w w? wd o wD a

1 w2 wh wé .. wR() a ) ~ (
1w wh w® .. wAimD o]

: : an-1

1 w! W2(n—1) Wa(n—1) W(n—1)(n—1)

Un-1

Aguesta és una matriu de Vandermonde quadrada i, per tant, té rang n. Aixi doncs, el sistema és

compatible determinat.

n .
» Per tant, per a qualsevol u = (us, . .., up) € Fg es compleix que

(U1,...

per un Unic polinomi f € F,[x] de grau com a molt n.

7Un) = (f(1)>f(w)7f(W2)7"'af(Wn_1))

« f; és el polinomi d'interpolacié del i-essim vector canonic (0,...,0,1,0,...,0), on I'1 es troba a la

posicié j-essima.

6.2 Codis Reed-Solomon

» Van ser creats per Irving S. Reed i Gustave Solomon el 1960.
« Admeten matrius generadores del tipus Vandermonde.

» Ens centrarem en els codis Reed-Solomon (RS) que sén codis ciclics primitius.
» Molt comuns: CD, DVD, Blu-Ray, QR, ADSL, DVB, HDMI, comunicacions per satel-lit...
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Matriu generadora

Sigui n = g - 1. Sigui w un element primitiu de F,. El codi Reed-Solomon primitiu sobre Iy i
dimensio k és el codi lineal de Fy amb matriu generadora G = Vi(1,w, ..., w 1), és a dir,

1 .. ... 1
w W2 Wn—1
=l 1 w2 wh w2(1-1)
1wk kD2 k=) (n-1)

Aquest codi 'anomenem RS, (k).

Exemple (RS4(1)).

« SiguiFy =Zp/(X*> + x +1).
* Sia=[x], aleshores F4 = {0,1,a,02 =1 + a}.
 Elcodi RS4(1) té longitud n = 4 — 1 = 3 j esta generat per la matriu

(1 1 1).

* Pertant, RS4(1) = {(0,0,0),(1,1,1), (, a, ), (a?, 2, 0?)}. Aquest és el codi de 3-repeticié de Fy, i
la seva dimensio és k = 1.

Exemple (RS4(2)).

» Aquest codi també té longitud n = 3 i esta generat per

1 1 1
1 a o |
» El codi té dimensié k = 2. Té setze paraules, que s’obtenen multiplicant els segiients vectors per la

matriu anterior:
F2 = {(0,0),(1,0),(e,0),(a?0),(0,1),(0,),(0,0%),
§1 721 ),)(1(, 03)7 (21)7}042), (,1), (e, @), (a, %), (02, 1),

* Les paraules sén

RS.(2) = {(0,0,0),(1,1,1),(a,a, ), (?,0?,02),(1,a,a?),
(o, 0?,1),(?,1,a),(0,02,a), (?,,0), (a,0,a?),
(a2,0,1),(0,1,02),(1,02,0), (a,1,0),(1,0,),
(0,1,a)}.

Matriu de control

* Pel | els codis RS primitius tenen una matriu de control que és la matriu transposada
d’'una matriu Vandermonde.

* Sigui H= Vy(w,w?,...,w™ )T és a dir,

Wn—1

w? o wBn)

1wk w2 (ek)(n1)
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» Aquesta matriu té rang n - k.
» Com vam veure, el producte de G i H és la matriu nul-la.
+ Per tant, RS, (k) també admet la segiient definici6, que és equivalent.

Donat un element primitiu w € Fy, el codi Reed-Solomon primitiu sobre F, de dimensi6 k, RS;(k),
és el codi lineal de IFj amb n = g - 1 que té matriu de control

1w w2 ... w
P wh o WA
1wk w2 (ek)(n-1)

Exemple. 1. Elcodi RS4(1) té matriu de control
[+ &)
1 a® a |
Podem comprovar que la sindrome dels vectors
RS,(1) = {(0,0,0),(1,1,1), (o, a, ), (a?, 02, 0?)}

és el vector zero.

2. El codi RS4(2) té matriu de control
( 1 a o )

Podem comprovar que la sidrome de les paraules del codi és zero.

Distancia minima

» Recordatori: Per tot codi lineal, d < n—k + 1.
 Els codis en qué d = n— k + 1 s"anomenem codis Maximum Distance Separable (MDS).
» Els MDS son interessants perquée, donat ni k, garanteixen la maxima capacitat correctora.

La distancia minima de RS;(k) és n— k + 1. Per tant, els codis Reed-Solomon s6n MDS.
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Demostracio. Calculem la distancia minima a partir de H. La distancia minima és el cardinal del
minim conjunt de columnes de H que és linealment dependent.

« Agafem n -k columnes {ji,...,jo—k}, @amb O <ji, ... jok <n-1.

» La submatriu amb aquestes columnes té determinant

wh wik L win—x

w? wo L wRe

wii wik L w3k —wwk..... wink . |Vn— k(Wh’ W/z, o Wln—K)| .
W(n’k)h W(n’k)jZ . W(n*k)/'n—k

* Per les propietats que hem vist, aquest determinant és diferent de zero. Per tant, les columnes
son linealment independents.

* Aixi doncs, la distancia minima sera més gran que n— K.

« Com que les columnes sén vectors de ]Fg*" , qualsevol conjunt de més de n — k columnes sera
linealment dependent.

* Pertant, d=n-k+1.

Exemple. Pels segiients exemples calculem la distancia de dues maneres.

1. La distancia minima de RS,;(1) = {(0,0,0),(1,1,1), (o, a, a), (a?,a?,0?)} és el pes minim d’entre
les paraules no nul-les. Aquests pesos son 3,3,3 i, per tant, la distancia minima és 3. La distancia
minima coincideixambn—-k+1=3-1+1.

2. Ara considerem
RS4(2) = {(0,0,0),(1,1,1), (e, a,),(a? 0% 0?),(1,a,0%),
(Oé, a2’ 1 )7 (a27 1 ) a)? (07 0627 a)? (a27 a70)7 (a’ 07 a2)7
(OCZ’ 07 1 )7 (07 1 ? aZ)? (1 ) a270)7 (a7 1 ) 0)’ (1 ) 07 a))
(0.1,a)}.
Els pesos de les paraules no nul-les sén 3,3,3,3,3,3,2,2,2,2,2,2,2,2,2. Per tant, la distancia mini-
ma és 2, que coincideixambn—-k+1=3-2+1.

Definicio com a codi d’avaluacié

Ara veurem una tercera defincié dels codis RS per mitja de I'avaluacié de polinomis.
» Sigui Fq[x]<¥ el conjunt dels polinomis amb coeficients a F, de grau inferior a k.
+ Qualsevol element a € F,[x]< és del tipus

a=ag+aiX+ax> 4+ a1 x<1,

amb a; € Fg. '
« Avaluant el polinomi a(x) a w'~" obtenim

aw'™") = ag+aw N +awl g w(DED
1
Wi—1
= ( d a4 da ... ak- ) W(’._1)2
w1 (k=1)
que coincideix amb el resultat del producte del vector (ap, ..., ax-1) per la i-essima columna de la

matriu G definida abans .
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« Per tant, el producte del vector (ao, . . ., a-1) per la matriu és exactament el vector (a(1), a(w), a(w?),...,a(w™")).

Les propietats que hem vist abans ens permeten definir els codis Reed-Solomon primitius com el conjunt de
paraules obtingudes per I'avaluacié de polinomis en diversos punts:

Definicio

El codi Reed-Solomon primitiu sobre F, de dimensi6 k, RSy(k), és el conjunt
RSq(k) = {(a(1),a(w),a(w?),...,a(w"™")) : a€ Fq[x]},

on w és un element primitiu de IFy,.

Exemple.
1. Les paraules del codi RS,(1) = {(0,0,0),(1,1,1), (o, a, @), (a?,a?,a2)} s6n, respectivament, I'ava-

luacié dels polinomis constants

O,1,o¢,oz2

que, com a polinomis, tenen grau inferior a 1.

2. Les setze paraules del codi RS4(2) son, respectivament, I'avaluacio dels polinomis

0,1,04,oz2

que, com a polinomis, tenen grau inferior a 1 i els polinomis

X, ax,02x, x+1,ax+1,0°x+1,x + «,

ax+a,0?x + o, x + o, ax +a?, a?x + o

que tenen grau 1.

» Deteccio d’errors

« Abans hem provat que per cada vector u = (Up, ..., Up-1) @ ]Fg existeix un unic polinomi f, de grau com
amolt n— 1 tal que f,(w') = u; pertoti € {0,...,n—1}.
* Per tant, cada u de Fyg és del tipus

(F(1), f(w), F(W?),... . f(w" "))

per un dnic polinomi f € F,[x] de grau inferior a n.

+ Per tant, podem detectar les paraules del codi amb f,:
Un vector u = (Uo,...,Un-1) € Fg és del codi si i només si el seu polinomi interpolador f, satisfa
grau(f,) < k.

Definicié com a codi ciclic primitiu

Encara podem definir els codis RS d’una altra manera:
« Els elements u € Fg[x]<" s6n de la forma

u(x) =uUp+ux+ UpXZ + -+ Up_g X

amb u; € Fg.
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« Observem que avaluar v a w’ dona

uw') =+ uw + W'+t w7
Uo
Uy
= (1w w2 .. WD
Un—1

que, si i < n- k, és exactament el producte de la fila i-eéssima de H pel vector (up, ..., Un1)".
« Per tant, el producte de H pel vector (up, ..., un,—1)7 ésigual a

(u(w), u(w?),...,u(w"))T.

« Per la definici6 de la matriu de control, podem veure que RS,(k) és el conjunt de vectors u =
(U, -+, Un-1) € F7 pels quals el polinomi

Up + UiX + -+ + Up_g X"

s'anullaa w/ pertot1<j<n—-k.

Definicio

El codi Reed-Solomon primitiu sobre Fg i dimensié k, RS;(k), és el conjunt

{(uwo,ut, ..., Un1) eFg:u(w) = u(w?) = - = u(w™*) =0}.

Exemple.

1. Volem comprovar si u = (a,0,a?) pertany a RS4(1).

« Agafem el polinomi u(x) = -1 +0-x +a? - x? = a + a?x? i lavaluem a o, o

ula) = a+a*=0,
u(a®) = a+af=a+120

Com que u(a?) 0, u no pertany a RS,(1).
2. Ara bé, com que u(«) =0, u pertany a RS4(2).

« Per tant, les paraules es corresponen amb multiples dels polinomis (x - w/), amb 1 <j < n— k.
« Per tant, totes les paraules s6n mdltiples de

9(x) = (x-w)-...-(x—w").

« Comque n=q -1, g(x) divideix x"” — 1. Per tant, RS, (k) admet una altra definici6 equivalent:

Definicio

RS, (k) és el codi ciclic primitiu sobre F, amb polinomi generador g(x) = (x = w) -...- (x - w™).

Quatre definicions diferents per als codis RS primitius

Aixi doncs, hem vist quatre definicions equivalents de RS, (k).
Suposem que w és un element primitiu de F4.
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1 1 1 1

1w w2 w
A partir de la matriu generadora | G=| 1 w? w* w2(n-1)

1wkl wken2 k(1)

1w w? ... w

1 w? wt o wAD)
A partir de la matriu de control H=l 1 w? wé o w0

1wk w02 k(1)
Com a codi d’avaluacié RS,(k) = {(a(1),a(w),a(w?),...,a(w"")): aeFq[x]**}.
Com a codi ciclic primitiu g(x) = (x-w)(x—w?)..... (x —w"™h),

RSq(k) = {(uo,u1, ..., Un1) €F: u(w) = u(w?) = = u(w"*) = 0}.

. Comproveu que w = 2 és un element primitiu de Fs.

—_

Doneu una matriu generadora de RSs(2).

Doneu una matriu generadora de RSs(1).

Doneu una matriu de control de RSs(2).

Doneu una matriu de control de RSs(1).

Doneu la llista de paraules de RSs(2).

Doneu la llista d’elements de Fs[x]<2.

Digueu quina paraula de RS5(2) surt quan avaluem 3x + 2 en les poténcies de 2.

Digueu quin polinomi de F5[x]<2, quan l'avaluem a les poténcies de 2, ens dona (0, 1,3, 2).

e P ® N @ &G -~ BN

—_

Escolliu dues paraules u,v de RSs(2). Comproveu que els polinomis u(x), v(x) s’anul-len
quan els avaluem en 2,22, ... 2"k,

Sauge pfiag)
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1. Quins ordres poden tenir els elements de Zq3?
Comproveu que w =7 és un element primitiu de Zy3.

Doneu una taula d’equivaléncies de les poténcies de w.

P 0 D

Volem construir un codi C de Reed-Solomon primitiu sobre Z3 capag de corregir dos errors,
basat en I'element primitiu w = 7. Quina longitud i quina dimensié hem d’agafar?

o

Doneu el polinomi generador del codi.

6. Considerem la matriu generadora de C construida fent servir el polinomi generador. Doneu les
3 primeres files d’aquesta matriu generadora.

7. Considerem ara la matriu generadora de C construida fent servir I'element primitiu w = 7.
Doneu les 3 primeres files d’aquesta matriu generadora.

8. Considerem la matriu de control H de C que s’obté fent servir 'element primitiu w = 7. Doneu
les 3 primeres files d’ H.

EE)
e

1. Construccié d’un cos finit.

(a) Comproveu que el polinomi x3 + x + 1 és irreductible i primitiu sobre F».
(b) Anomenem « a la classe de x dins de F»/(x® + x + 1). Doneu-ne una taula exponencial-
vectorial.
2. Definiu un codi RS primitiu sobre el cos de I'apartat anterior capag de corregir dos errors.
(a) Quina distancia minima hem d’agafar? Doneu-ne la longitud i la dimensié.
(b) Doneu-ne el polinomi generador.
(c) Doneu-ne una matriu generadora G a partir del polinomi generador.
(d) Doneu una matriu de control H que tingui com a primera fila les poténcies no nul-les de a.
(e) Calculeu el resultat de multiplicar la primera fila de G per la primera fila de H.
)

(f) Calculeu G- H'.
Solucié (p 149

Codis RS no primitius

+ Els codis Reed-Solomon que hem vist fins ara sén primitius, compleixen n = q— 1, on g és el nombre
d’elements del cos. Aix0 permet definir-los de quatre maneres diferents i treure profit de totes les
propietats que se’n deriven.

 Pero, existeixen codis Reed-Solomon que no s6n primitius. Aquests codis no so6n ciclics, en general,
perd admeten una definicié com a codi d’avaluacié.

+ Ara farem un incis per veure aquests codis més generals.
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Definicio

Siguin wy, ..., w, elements diferents de Iy, i kK < n. Aleshores diem que el conjunt de vectors

{(p(w1), p(W2), ..., p(Wn)) : p € Fq[x]<}

és un codi Reed-Solomon.

Es un codi lineal de dimensié k i longitud n.

« Enelcas que w; = w', on w és un element primitiu de Fq,ig=n-1, aquest codi és un codi RS, (k).
Analitzant el pes de les paraules no nul-les del codi, podem veure que és un codi MDS.

» Aquests codis admeten una matriu generadora del tipus Vandermonde.

La seglent referéncia conté molts exemples de codis RS primitius, demostracions dels resultats i proposa
un algoritme de decodificacié de codis RS primitius que presentem a continuacio.

M. BRAS-AMOROS. A Decoding Approach to Reed-Solomon Codes from Their Definition, The American
Mathematical Monthly, Mathematical Association of America, vol. 125, n. 4, p. 320-338, marc¢ del 2018.

6.3 Descodificacio
Correccio d’esborralls

Per corregir esborralls farem servir el métode genéric: trobar els valors dels esborralls pels quals la sindrome
del vector és el vector nul:

1. Suposem que rebem una paraula que té esborralls en les posicions iy, io, . . . , iy (comengant 'enumera-
cié des de 0).

2. Sigui u la paraula rebuda, posant Os a les posicions amb esborralls.

3. Considerem e un vector en qué els elements en les posicions diferents de iy, i, . . . , it sén tots zero. Els
valors en les posicions iy, io, . . ., iy SON incognites.

4. Buscarem el vector e tal que u - e és una paraula del codi. O sigui, que H(u-¢e)” =0

Si fem servir la matriu de control de tipus Vandermonde H = Vg(w,w?, ..., w™ )T, es pot resoldre de la
seglent manera.

wi

1. Construim la segilient matriu, que és una submatriu d’una matriu “tipus Vandermonde” de w', w”, . . .,
d’ordre t,
whoowk o wh
w2 2k w2
W
2. Substituim els esborralls per zero i calculem les sindromes u(w), u(w?), ..., u(w?).

3. Trobem els valors dels errors a través del sistema lineal

whooowk o et ei u(w)
w2k wllt e ~ U( w2 )
who wt i J\ e u(wt)


https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/00029890.2018.1420333?journalCode=uamm20
https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/00029890.2018.1420333?journalCode=uamm20
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>

N o o ~

. Comproveu que 3 és un element primitiu de Z;.

Solucié (p 150

Volem construir un codi de Reed-Solomon primitiu sobre Z; capag¢ de corregir 3 esborralls
mitjangant I'element primitiu 3. Quina dimensié hem d’agafar?

Doneu-ne una matriu generadora.

Doneu-ne una matriu de control.

Doneu-ne un polinomi generador.

Corregiu els esborralls de la paraula (576747?)

Trobeu el polinomi de grau menor que la dimesi6 que interpola la paraula corregida. Comproveu
que, en efecte, el polinomi trobat interpola la paraula.

1.

4.
5.
6

Exercici 97

. Escolliu una de les opcions de I'apartat anterior i doneu un element primitiu i la corresponent

Digueu tots els cossos primers i tots els polinomis que podem utilitzar per construir el cos finit
de 8 elements.

taula potencial-vectorial.

Doneu el polinomi generador d’'un codi Reed-Solomon primitiu en sentit estricte capag de cor-
regir dos esborralls.

Quina longitud i quina dimensio6 té el codi?
Doneu una paraula no nul-la del codi.

Afegiu-li dos esborralls i corregiu la paraula obtinguda.

1.
2.
3.

4
5.
6

7

Exercici 98

. Doneu el polinomi generador de C.

. Corregiu totes les paraules de la sequiencia 0122012772000000.

Comproveu que el polinomi x2 + x + 2 és irreductible i primitiu a Zs[x].
Doneu una taula exponencial-vectorial de Z[x]/x? + x + 2, utilitzant a = [x].

Utilitzant aquest cos, construim un codi C de Reed-Solomon primitiu en sentit estricte capag
de corregir tres esborralls en una mateixa paraula. Quina distancia de disseny hem d’agafar?

Quina és la dimensi6 de C?

Quin polinomi generador tindra el codi dual de C?
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Algoritme de descodificacio

Algoritme

Sigui C un codi ciclic tal que w, w?, ... w?" ! sén les arrels del polinomi generador de C.
Input: u e Fg
1. Sigui t el minim enter pel qual

u(w) coou(wh) u(w) coou(wh)  u(wtt)
rang U(ITVZ) . ) U(Vl{tﬂ)  rang u('iVZ) . U(W:t+1) U( |/|ft+2)
u(wi ) u(weR) u(wty L u(wR) u(wo )

Aquesta t sera el nombre d’errors de u.

2. Trobem la solucié f, . .., ;4 del sistema lineal
ulw) u(w?) ... u(wh) lo —u(w)
u(w?)  u(w®) ... u(w) ho | | -u(w'™?)
u(wh) u(wthy o u(wA) b1 —u(w?)

i anomenem )\, al polinomi x! + _1x=" + .-+ lyx + . Diem que )\, és el polinomi localitzador
d’errors.

3. Trobem les posicions d’error a partir de les arrels de .

4. Calculem els valors dels errors per mitja del sistema lineal

wh wk o wh e; u(w)
W2i1 W2/2 W2It e[2 B U( W2 )
whowt o owi )\ e u(w')

5. Output: c=u-e.

» Detalls de I'algoritme

Sigui C un codi ciclic tal que w, w?,... w9 ! sén les arrels del polinomi generador de C.
. n
Input: u e Fg

1. Sigui t el minim enter pel qual

u(w) coou(wh) u(w) cooou(wtth
rang u(lfvz) 5 u(vuff“) - rang u(|fv2) U(MCHZ)
u(wd-1-1 u(wd-2) u(wY L u(we)

Aixo vol dir:
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- - - - Si: aleshores t =0
Provem si es compleix per f = 0: - No: aleshores ho provem amb £ = 1:
Es cert que Es cert que
o u(w) u(w)  u(w?)
ulw 2 2 3
= ? uiw uiw uw
rang() =rang| ) e |l ) ] uwA) ey
d—1 . : :
ulw _ _ _
( ) U(Wd 2) U(Wd 2) U(Wd 1)
- Si: aleshores t =1
—,No: aleshores ho provem amb t = 2:
Es cert que - Si: aleshores t =2
u( W2) U( Wi) U(WZ) u( Wz) U( Wj) N 1 Ng:. aleshores ho provem amb
rang U(fV) u(l:v) _ rang U(ITV) u('fv) u(|:v) o |17%
u(w93)  u(wi?) u(w93)  u(w?2) u(wd )
Aquesta t sera el nombre d’errors de u.
2. Calculem la soluci6 b, ..., l_1 del sistema lineal
u(w)  u(w?) u(w') lo —u(w™?)
u(w?)  u(w®) u(wth) ho | | -u(w'?)
U( Wt) u(wt+1) U(W2t—1) l_1 —U(WZt)

i anomenem ), al polinomi x! + /;_y x!~1

3. Trobem les posicions d’error a partir de les arrels de \,,.

+---+ 1 x+lp. Diem que \, és el polinomi localitzador d’errors.

Si A\y(w') = 0 aleshores u té un error a la posicié i-¢sima (sempre comengant per 0).
Busquem les t posicions d’error, que anomenem i, ko, . . ., iy, d& manera que compleixin
AW =0, Ay(W2)=0, ..., Ay(wh)=0.

4. Calculem els valors dels errors.
Un cop trobades les posicions d’error, iy, b, . . ., i, aleshores construim la matriu “tipus
Vandermonde” (diem tipus perqué no és exactament Vandermonde, ja que la primera
fila no és d’exponents 0, siné d’exponents 1) de w", w2, ... w" d'ordre t,
who owh w'
W2/'1 W2i2 W2/'I
W W
i trobarem el valor dels errors per mitja del sistema
wh ow” w' e, \ u(w)
W2/1 W2/2 W2/, eig U( W2)
Wt” thg th, eit / U( Wt)

5. Output: c=u-e.
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Considerem el codi RS de I'Exercici[94]
1. Considerem la paraula v = (3,12,0,1,1,5,3,10,1,9,1,11). Si avaluem el polinomi u(x) =
11x 4+ x1049x%+ x8+10x7 +3x8 +5x5+ x* + x3+12x +3 en les primeres poténcies de w ens dona
els valors segtients: u(w) =2, u(w?) =9, u(w®) =8, u(w*) =10, u(w®) =1, u(w?)=0...

(a) Quants errors té la paraula u respecte de C?
(b) Quin és el polinomi localitzador d’errors de u?
(c

d
e) Quina és la paraula corregida?

)
) Quines sén les posicions dels errors de u?

(d) Quins sén els valors dels errors de u?

(e)

2. Considerem la paraula v = (11,11,4,0,12,1,2,2,8,5,1,11). Si avaluem el polinomi v(x) =
11x" + x104+5x% +8x8 +2x7 +2x8 + x5+ 12x* +4x2 + 11x+11 en les primeres poténcies de a ens
dona els segiients valors: v(w) =9, v(w?) =8, v(w®) =5, v(w*) =12, v(w®) = 4, v(w?) =
8..

a) Quants errors té la paraula v respecte de C?
b) Quin és el polinomi localitzador d’errors de v?

d
(e) Quina és la paraula corregida?

ErE)

1. Considerem el codi RS de I'exercici[95]

(a) Codifigueu de manera sistematica utilitzant el polinomi generador el primer bloc d’infor-
macio de la cadena de bits
1111100011111000111111111111100010101010101010101010100011111000. ..

Doneu el resultat també com a cadena de bits.

(a)
(b)
(c) Quines sén les posicions dels errors de v?
(d) Quins sén els valors dels errors de v?

)

(b) Calculeu alguna sindrome de la paraula codificada.

2. Considerem el codi RS de I'exercici[95]

(a) Rebem la cadena de bits 001100000000000010100. A quina cadena de simbols corres-
pon?

(b) Calculeu totes les sindromes de la paraula rebuda.
(c) Quants errors té de simbol la paraula rebuda?

(d) Quin és el polinomi localitzador d’errors?

(e) Trobeu les posicions dels errors.

(f) Calculeu el valor dels errors.

(g) Doneu la cadena de bits corregida.

(h) Quants errors de bit tenia la paraula enviada?

EEDE]
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6.4 Solucions

Solucié de I’Exercici

1. AT,
1 1 1 1 11 1 1
6 5 4 3 6 5 4 3
V4(6a57473) = 62 52 42 32 = 1 4 2 2
6 5 43 3 6 6 1 6

2. Anomenem A = V4(6,5,4,3). Els seus menors corresponents a la primera fila seran

5 4 3

Ajpr=det| 4 2 2 |=60+12+48-36-10-96=4+5+6-1-3-5=6
6 1 6
6 4 3

Ap=det| 1 2 2 |=72+3+48-36-12-24=2+3+6-1-5-3=2
6 1 6
6 5 3

Aiz=det| 1 4 2 |=144+18+60-72-72-30=4+4+4-2-2-2=6
6 6 6
6 5 4

Aigy=det] 1 4 2 |=24+24+60-96-72-5=3+3+4-5-2-5=5.
6 6 1

Per tant, det(A) =1-A1-1-Ap+1 ~A13—1 -As=6-2+6-5=5.

3. Fent servir el lema,
det(A) = (3-4)(3-5)(3-6)(4-5)(4-6)(5-6) == (-1)(-2)(-3)(-1)(-2)(-1) =12 =5.
Corroborem, per tant, que coincideixen.

|Torna a I'exercici (p |

Solucioé de ’Exercici

0 0
1 1
a «
a? a+1
| ®+a=2a+1
o? 202+ =2
ab 2a
ab | 20%2=2a+2
o | 202 +2a=a+2
a8 a?+2a =1
1 1 1 1 1 1 1 1
3 5 7 3 5 7
1. V4(047043704570‘7): (5)2 (33)2 (O(ZéS)Z (0(77)2 = 52 36 32 36
(a)3 (a3)3 (QS)S (a7)3 aS a a7 as

2. Anomenem A = V4(a, a®,a®, a”). Els seus menors corresponents a la primera fila seran
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a® o® o
Ay = det] o o® af
a o o

= 042+()é4+0(6—042—052—042

= a4+a6+a2

= 2)+@2a+2)+(a+1)=2

i, de manera analoga,

« O[S
Aqo = det a? o?
Oés O[7
« Oés
Aq3 = det a? af
Oés «
« OZS
Ag=det] o® af
Oé3 «

Per tant, det(A) =1

3. Fent servir el lema,

det(A) =

o
a® |=1+af+1-a*-a*-af=-a*=1,
ab
o
a® |=a*+a*+a?-1-1-a?=a*=2,
ob
ob
a? |=alf+1+1-af-a*-a*=-a*=1.
o

~A11—1~A12+1~A13—1~A14=2—1+2—1 =2.

(o =a®) (" -a®)(a” - a)(a® - a®)(a® - a)(a® - )

(a+2-2a)(a+2-2a-1)(a+2-a)(2a-2a-1)2a-a)(2a+1-a)

(—a+2)(—a+1)(2)(-1)(a)(a+1)
(2a+2)(2a+1)(2)(2)(a)(a+1)

a6a3a4a4aa2 _ OZG-%—3+4+4+1+2 — a20 _ a4 =9

Corroborem, per tant, que coincideixen.

Torna a 'exercici (p|128l)

Solucié de I’Exercici

Utilitzarem la taula

pot. pol. vec.
0 0 00
af 1 10
o' a 01
a® | 2a+1 | 12
a® | 2a+2 | 22
at 2 20
a® 2x 02
o | a+2 | 21
o’ a+1 11

Calculem el determinant per menors:

a3+2+5 +055+6+1 +O[64—7+7 _ a7+2+1 _a6+7+3 _a6+5+5

145
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1 1 1 1
1 a o o
3 4\y _ _
det(Vua(1,a,0a°,a")) = det 1 0 o8 1 =
1 a® a o
a o o 1 1 1 1 1 1 11 1
det] o® af 1 —det] o® af 1 +det] o o® o |-det] a o o* |=
a® a o o a o o a o a® af A

6 7 5

= (®+ab+a’ -’ -a-a?)-(a?+aP+a®

—a—a-a®)+(a’+a’+af-af-a’-a®) - (P +af+a’ -’ -a-a?) =

s S t)~ i 585100 -0t 50 5805 -a®) (0 s ) =

3 7 7 5 5 3

=—aP+a+a’+a’-a’-a®-aP+ra=(a+a)+(a’ +a’)-(®

+ad) - (a®+a®) =dfa+ata’ +aP+ab =

5 3 3

=+l +at+a’=(a®+0°) + (P

+a)=a+a’

veiem que el determinant és o?.

Calculem el determinant pel lema:
(1-a)(1-0®)(1 - a*)(a-a®)(a-a*)(a® - a*) = a?aPa*a?a’a® = o?.

Observem com els dos calculs coincideixen.

Torna a 'exercici (p |

Solucié de I’Exercici

1. Lelement 2 és primitiu. En efecte, les seves poténcies son totes diferents fins a exponent g— 1 = 4.
20-1,2"=2 22-4, 28=-3, 24=1.

2. Una matriu generadora de RSs(2) és

3. Una matriu generadora de RSs(1) és

4. En aquest cas, n— k = 4 - 2 = 2. Per aix0 la matriu de control de RSs(2) tindra 2 files i és aquesta

matriu:
1 2 4 3
1 4 1 4 )

5. En aquest cas, n— k = 4 -1 = 3. Per aix0 la matriu de control de RSs(1) tindra 2 files i és aquesta
matriu:

[CSI SN \b]

4 3
1 4
4 2
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6. La llista de paraules de RS5(2) és el conjunt de combinacions lineals de les files de

11 1 1
1 2 4 3

Soén:
0(1111)+0(1243) = (0000) =
0(1111) +1(1243) = (1243) 28113128223 . E?gg‘g
0(1111) +2(1243) = (2431) 3(1111) +0(1243) = (3333)
O(1111) +3(1243) = (3124) 5 1 i1} 11(1243) = (4021)
O(1111)+4(1243) = (4312) 4 1 111)s2(1243) = (0214)
1(1111) +0(1243) = (1111) 3(1111) +3(1243) = (1402)
T11) +1(1243) = (2304) 141 4(1243) = (2140)
1(1111)+2(1243) = (3042) ) 14y L o(1243) = (4444)
1(1111) +3(1243) = (4230) 1114y q(1243) - (0132)
1(1111) +4(1243) = (0423) o 114) L o(1243) = (1320)
201111)+0(1243) = (2222)  1114) 1 3(1243) = (2013)
2(1111) +1(1243) = (3410) 4(1111) +4(1243) = (3201)
2(1111) +2(1243) = (4108)

7. Fs[x]®={0,1,2,3,4,x,x +1,x+2,x +3,x +4,2x,2x +1,2x +2,2x +3,2x +4,3x,3x +1,3x +2,3x +
3,3x+4,4x,4x +1,4x +2,4x + 3,4x + 4}.

8. Hem d’avaluar a(x) = 3x + 2 en els valors
20=1,2'=2,22=4,2%=3.
Ens queda
(a(1),a(2),a(4),a(3))=(3-1+2,3-2+2,3-4+2,3-3+2) =(0,3,4,1),
que, efectivament, és a la llista de paraules de RSs(2) que hem vist anteriorment.

9. Volem veure si podem interpolar el vector (0, 1,3,2) per un polinomi de Fs[x]<2.
Busquem a = a;x + a tal que

a(2)=a(l)=a+a =

a(2')=a(2)=2a;+ay =

a(2®)=a(4)=4a;+ay =

a(2®)=a(3)=3a;+ay =

N W = O

Restant la primera equaci6é a la segona obtenim que a; = 1. De la primera equacid, deduim que
ap = —1=4. | veiem que aquesta solucié és compatible amb les equacions tercera i quarta.

El polinomi buscat és, doncs, a(x) = x + 4.

10.  + Escollim la paraula u = (2,0, 1,3). Tindrem u(x) =2+ x? + 3x3. Com que n=41ik =2, tindrem
n-k =2 ihem d’avaluar u(x) en2' =2i22 = 4.

u2) = 2+22+3.2°=2+4+4-=0
u(4) = 2+4%+3.48=2+1+2=0
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Comprovem que, quan avaluem u(x) en 2' i 22, dona 0 i, per tant, en efecte, u és una paraula de
RS5(2).

+ Escollim la paraula v = (4,1,0,3). Tindrem v(x) =4 + x +3x%. Com que n=4ik = 2, tindrem
n-k =2ihem d’avaluar v(x) en2' =222 = 4.

4+2+3.2°=4+2+4=0
4+4+3.-43=44+4+2=0

v(2)
v(4)

Comprovem que, quan avaluem v(x) en 2' i 22, dona 0 i, per tant, en efecte, v és una paraula de
RS5(2).

Torna a 'exercici (p |

Solucioé de I’Exercici[94]

1. Els elements de Z43 poden tenir ordre 1, 2, 3, 4, 6, 12.

2. Les primeres poténcies de 7 son

70 1

71 7+ 1

72 149=10+1
721 70=5=%1
741 35=9+1
75 63=11=+1
78 77=12+1

Aixi veiem que 'ordre de 7 no és ni 1, ni 2, ni 3, ni 4, ni 6 i, per tant, ha de ser 12.

3.

70 1

77 7
72 10
78 5
74

75

78 12
77 [ 84=6
78 [42=3
7° [21=8
70156 =4
7T 28=2
72114 =1

També hauriem pogut utilitzar que 78 = —1:
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70 1

77 7
7° 10
78 5
74 9
7° 11
78 12

77 75.7=-7=6
78 75.72=-10=3
7° ] 75.7°=-5-38
707 785.74=_9=4
7T 7T =41 =2
712 76_77:(_1)2:1

4. Per poder corregir dos errors hem d’agafar d = 5. Aleshores la longitud i la dimensi6 s6n
n=q-1=12,
k=n-d+1=8.

5. El polinomi generador és (x-7)(x-72)(x-7%)(x-7%) = (x-7)(x-10)(x-5)(x-9) = x* +(-7-10~-
5-9)x3+(7-10+7-5+7-9+10-5+10-9+5-9)x*+(~-7-10-5-7-10-9-7-5-9-10-5-9)x+7-10-5-9 =
x*+8x3+(5+9+11+11+12+6)x%+(-5-5-5-9-9-9-11-9)x+5-6 = x* +8x3+2x%+ (1+7+10+5)x+4 =
x* +8x3 +2x% +10x + 4.

6. Utilitzant el polinomi generador obtenim

4 10 2 8 1 0 0 0 0 O OO
0 4 10 2 8 1 0 0 0 0 0O
0 0 4 10 2 8 1 0 0 0 0 O
7.
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 A
1 7 72 73 74 7 78 77 78 79 g0 1o
1 72 74 78 78 70 4 72 g4 786 78 710
11 1 1 1 1 1 1 1 1 11
1 7 10 5 9 11 12 6 3 8 4 2
1 10 9 12 3 4 1 10 9 12 3 4
8.

1. 72 74 7% 78 710 7 72 74 76 78 710

1 7 72 73 74 75 76 77 78 79 71 0 71 1
(173 AN AR Y AR AR AR B A 79)

1 7 10 5 9 11 12 6 3 8 4 2
110 9 12 3 4 1 10 9 12 3 4
1 5 12 8 1 5 12 8 1 &5 12 8

Torna a 'exercici (p|138l) |

Solucié de I’Exercici
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1. Es irreductible perqueé té grau 3 i no té arrels. Es primitiu perqué 'ordre de la classe de x, que anome-
nem «, és g — 1 =7, com es pot desprendre de la taula:

exp. | vect.
010
001
110
011
111
101
100

Qe

Q0 L L L2 9
N o o s Tw ™

2. (a) Hem d’agafar d =5. Lalongitud és n=qg-1=7iladimensi6 ésk=n-d+1=3.

(b) El polinomi generador sera (x — a)(x —a?)(x - a®)(x —a*) = x* - (a+a® +a® + a*)x® + (aa® +
ac® + aa* + a?a® + a2a* + aPat)x? - (a2afat + addat + acfat + aclal®)x + actalat = x* +

a®x® + X% + ax + ab.

(c)

2

a® a1 o® 1 0 O
G=l 0 a® a 1 & 1 0
0 0 o a 1 o® f
(d)
1 a o® o o* & of
H 1 2 o o a o o
11 a® o a® &b a ot
1 o a o o® o o8
(e) ®+a?+a?+af+a*=0
(f)
0 00O
G-H=l0000
0 0 0O
Torna a 'exercici (p|138l) |
Solucié de I’Exercici
1. Podem veure que les poténcies d’exponents 0,1,...,5 son totes diferents: 3° = 1, 3' = 3, 32 = 2,

3¥=6,3=4,3=5

2. D’una banda, la longitud haura de ser 7 — 1 = 6. Hem de garantir que d — 1 sigui més gran o igual que
3, i, per tant, d > 4. Com que en els codis Reed-Solomon d = n—- k+ 1, podem agafar k= n—-4+1=3.

3. Una matriu generadora sera

—_
—_
N w —
AN o
—_ O —
N A=
ENQNS [N
S—

4. Una matriu de control sera

w
N
[6)]

[\
—_
N

1 2 6

1 4 4
1 6 1 6 1 6
5. El polinomi generador sera g(x) = (x-3)(x-32)(x-3%) = (x-3)(x-2)(x-6) = x>+ (-3-2-6)x% +
(3:2+3:6+2-6)x+(-3:2-6)=x3+3x®+x+6.
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6. Substituim els esborralls per zero i obtenim el polinomi associat a la paraula: u(x) = 5+ 6x2 + 4x*.
Calculem les sindromes: u(3) =5+6-2+4-4=5+5+2=5, u(3%) = u(2) =5+6-4+4.2=5+3+1 =2,
u(3)=u(6)=u(-1)=5+6+4=1.

Resolem el sistema
3! 33 3° e u(3)
( (382 (38%)?2 (3°)? ) ( e ) = ( u(3?) )
(8% (3%)° (3)° es u(3?)

3 6 5 e 5
2 1 4 es |=| 2 |.
6 6 6 es 1

La solucié del sistema la podem trobar, per exemple, invertint la matriu del sistema.

Es a dir,

36 5\ ] 3 -2 46\
2 1 4 - 6 +2 -3
6 6 6 4+4+4-2-2-2\ 5 o .5
1356T
- 12 4
615 5 5
315
-6l5 2 5
6 4 5
4 6 2
- l25 2
13 2

Llavors la soluci6 del sistema sera

SIS H HEH

Per tant, deduim que la paraula enviada era (5,0,6,0,4,0) - (0,6,0,1,0,6) = (5,1,6,6,4,1).
7. Hem de resoldre el sistema

1

1
(ao a4 32) 1 3
1 2

AN =
- O =
N A=

El podem resoldre a partir de la primera submatriu:

1

(a a ag)(1

1

N w =
N —

~————
1l
—
(6}
-
o
~
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Calculem la matriu inversa de la matriu del sistema:

11\ ] 1 -2 +6 )\
3 2 = -2 +3 -1
> 4 5+2+2-3-4-4| & 1 .o

(156

- 2|5 36

56 6 2

3 1 4

=11 2 4

4 4 6

Aleshores, la solucié del sistema sera
3 1 4
(a a a)=(516)[1 2 4]=(5 3 4)
4 4 6

i deduim que el polinomi interpolador és f = 4x2 + 3x + 5. Si ara 'avaluem a totes les poténcies de 3
obtenim (#(3%), £(3"),(3%),1(3%),£(3*),£(3°)) = (f(1),(3),(2),f(6),£(4),1(5)) = (5,1,6,6,4,1),
que comprovem que és la paraula corregida.

Torna a 'exercici (p|14OI) |
Solucio de I’Exercici

1. El cos primer ha de ser Z, i els polinomis han de ser x® + x> + 1 0 bé x® + x + 1, ja que s6n els Unics
polinomis de Z, irreductibles de grau 3.

2. En els dos casos a = [x] és un element primitiu.
La taula potencial-vectorial per a Zo/x® + x* + 1 és

0 000
100
010
001
101
111
110
011

taula potencial-vectorial per a Zo/x® + x + 1 és

000
100
010
001
110
011
111
101

o 0o~ W N = O

L

S RLL Lo L O QO ®» 0000 D0 QR

o O~ WO N = O

3. Considerarem la segona construccié de Fg. Per corregir dos esborralls cal una distancia minima > 3.

Agafem d = 3. El polinomi generador sera g(x) = (x - a)(x - a?) = x2 + a*x + a®.

4. Lalongitud és 8 - 1 =7. La dimensi6 és 7 - grau(g) =7-2=5.

5. Com a paraula no nul-la del codi podem agafar (0a2a#1000), que correspon al polinomi x - g.
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6.

Posem esborralls a les posicions primera i segona. Obtenim (??a#1000). El polinomi corresponent a
la paraula rebuda, si substituim els esborralls per zero, és u(x) = a*x® + x.

. 1 « e |\ [ ule) Y\ [ a* ). . . Cai. 3
F{esolemelmstema(1 2)(31)_(u(a2) =| 5 i obtenimque eg =0i e =a”.

(0%

Per tant, la paraula enviada ha de ser (00a*1000) - (0200000) = (0a3a*1000).

Torna a 'exercici (p|14OI) |

Solucié de I’Exercici

1.
2.

2L

El polinomi és irreductible perqué té grau 2 i no té arrels (f(0) =2, f(1) =11 f(2) = 2).

00
10
01
12
22
20
02
21
11

QL oo Qo0 20O

N O o B~ WoN

Hem d’agafar distancia prevista 4.

g(x) = (x-a)(x-a?)(x-a®) = x>+ ax® + a’x + a?.

La dimensi6 sera n—grau(g) = 5.

Tenim la paraula amb esborralls (aa®a??000). El polinomi corresponent és u(x) = ax? + a®x + a.

3 4
. . [0 « e
Calculem u(a) =a® +a* +a =1, u(a?) = a® + a® + a = o® i resolem el sistema ( o1 ) ( e3 ) =
4

1 . . .
( oS ) d’on deduim que e; = o i e, = o®. Per tant, la paraula corregida és (o, o®, o, a8, a’,0,0,0)

corresponent a (0122012111000000).

El polinomi de control és (x® — 1)/g = x® + a®x* + ax® + a®x® + o®x + o?. El seu reciproc sera el

generador del codi dual i és exactament hx = a?x® + a®x* + a3x3 + ax® + o®x + 1.

|Torna a I'exercici (p |

Solucioé de ’Exercici

1.

2 711
] . 9 74
(a) Elvector de sindromes de u és s [=| 7¢
10 72
2
Tenim rang() # rang 2 . Per aixd sabem que s’ha produit com a minim un error.
10
2 2 9
Arahemde veuresirang| 9 |=rang| 9 8
8 8 10

—_

2 9 717
Observemque| 9 8 |=| 7 7° |
8 10 77
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711 74 711 711 74
Comaque7®| 7 |=| 7° |, tenimquerang| 7* |=rang| 7% 7° |=1.
79 72 79 79 72

Deduim que s’ha produit un error.
Hem de resoldre el sistema 7''fy = -7* = 7874 = 70, que té soluci6 fy = 70" =71 = 711 = 2,
Per tant, el polinomi localitzador d’errors és x + 2.

Ldnica arrel del polinomi localitzador d’errors és x = -2 = 11 = 7°. Deduim que l'error és a la
cinquena posicié (comptant des de 0).

Per calcular el valor de I'error resolem 7%e5 =2 = 7', que té soluci6 es = 76 = 12.

La paraula corregida és u—e = (3,12,0,1,1,5,3,10,1,9,1,11)-(0,0,0,0,0,12,0,0,0,0,0,0) =
(3,12,0,1,1,6,3,10,1,9,1,11).

9 74
] . 8 7°
El vector de sindromes de v és 5 [=| 73
12 78
Anomenem t al nombre d’errors.
9
Tenim rang() # rang 2 . Per tant, t > 0.
12
9 9 8 74 7470
D’altra banda, rang| 8 |#rang| 8 5 |,jaque rang| 7° |#rang| 7° 7° |. Pertant,
5 5 12 7° 7?78
t>1.
R 9 8 9 8 5 . , N
Pero rang( 8 5 ) = rang( 8 5 12 ) Deduim que s’han produit dos errors.
8

. 9 by [ -5
Hem de resoldre el S|stema( 8 5 ( I )_( 12 )

Desenvolupem les equivaléncies seglents:

9 8 5 1 3 6
8 5 {2 | “fr=fi-fafe=f2-8fi’| o 7 g |~f=202f1=f1-3f2

i deduim que la solucié és lh =-1=12i L =-6=7.
Per tant, el polinomi localitzador d’errors és x2 + 7x + 12.

o =
- O
o =

)

Les arrels del polinomi localitzador d’errors sén -3 = 10 = 72 i -4 = 9 = 7*. En conseqiéncia, les
posicions d’error sén la segona i la quarta (comptant des de 0).

Per calcular el valor dels errors resolem el sistema

72 7 e\ (9
74 78 ey - 8 )’
és a dir,
10 9 e\ (9
9 3 es )] \ 8 )
equivalent a
1 6 () _ 1
0 1 €4 - 12
i equivalent a

(o 1)(&)-(12)

que té soluci6 e» =7, e4 = 12 i aquests sbn els valors dels errors.
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(e) Laparaulacorregidaésv-e=(11,11,4,0,12,1,2,2,8,5,1,11)-(0,0,7,0,12,0,0,0,0,0,0,0) =
(11,11,10,0,0,1,2,2,8,5,1,11).

|Torna a I'exercici (p|143I) |
Solucié de I’Exercici

1. (a) < Separem la informacié en blocs de tres bits:
(111)(110)(001)(111)(100)(011)(111)(111)(111)(110)(001)(010)(101)(010)...

» N’agafem els primers k blocs:
(111)(110)(001)

+ Els passem a simbols:

+ Obtenim el polinomi d’informacié:
i(x) =a®+a3x +a?x?
» El passem cap a la “part alta”:

x"Ki(x) = x*(a® + a®x + a?x%) = aOx* + x5 + ax8

« Calculem la redundancia:

?x+ X%+ a®x* | x*+  o®x%+ X+ ax+ o
—(a?x8+ x5+ ®x*+ X3+ aPx?) X%+ ox+ P
a?x°+ oBx*+ oPxP+ X
-(@®x5+  aSx*+ a3+ oBx%+ o)
o?x* X%+ aPX%+ adx
—(a2x*+ ®x%+ a2x%+ o®x+ ab)

a?x+ o’

Per tant, R(x) = a®x + a®.
« Calculem el polinomi ¢(x) = x"ki(x) - R(x) = a® + a®x + a®x* + a®x® + a®x5.
+ La paraula codificada en simbols sera:
¢ = (a®a?00a°aPa?)
 La paraula codificada en bits sera:

c= (111001 000 000 111 110 001)

(b) Calculem c(«) o, equivalentment, calculem el producte de c per la primera fila de H:

5 4 3 5 2 6 5 3 2

c(@)=a®1+a?-a+0-a?+0-a®+a’-a*+a®-a®+a?-af=a’+aP+a?+a+a=0.

2. (a) u=a?1000al.

(b) El polinomi corresponent a u és u(x) = x® + ax® + x + a®. Calculem les 4 sindromes:

ule) = af+af+a+af=0t
u(e?) = a®+at+af+0?=1
ue® = o*+af+af+a?=ab

u(a®) = oP+1+a*+a?=0
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4

e} 4
. 1 .
(c) Anomenem t al nombre d’errors. Tenimrang() # rang o8 | Per tant, t > 0. Itenimrang| 1 #
0 of
4
a” 1 4 4 6
1 1
rang] 1 of |, pertant, t>1. Com que rang( @ 6 ) = rang( e 6 @ ) =2, dedu-
6 1 « 1 o 0
o 0
imque t=2.

. at 1 Iy a® . . 6

(d) Resolem el sistema 1 af p = o | De la segona fila tenim que ©h = a°h, i
1

substituint a la primera equaci6 tenim a*afl + I = of, és a dir, (a® + 1) = of. Deduim que

6 6
_ « _ o 5 _ 6.5 _ .4
h=—7=%=aiquel=a’a’=a".

> =
El polinomi localitzador d’errors sera A(x) = X% + i x + Iy = X* + a®x + a*.

(e) Observem que A\(a®) =1+a®+a*=0ique A(a*) = a+a?+a* = 0. Pertant, les seves arrels
sén ol i a*.
Tindrem error a les posicions indexades amb 0 i 4, és a dir a la primera i la cinquena posicions.
(f) Per calcular els valors dels errors hem de resoldre el sistema

( o (o )( . )( oo )
(3 e)(e)-(7)

La solucié del sistema és ey = o® i &4 = o, que sbn els valors dels errors demanats.

(9) Laparaula d’errors sera e = (°000a°00) i, per tant, la paraula corregida sera u—e = (o21000a1) -
(a®0000200) = (a®100a2a1) que correspon a la cadena de bits

és a dir,

110100000000110010100.

(h) La paraula enviada tenia 5 errors de bit:

001100000000000010100
110100000000110010100

| Torna a 'exercici (pl143l) |

6.5 Apeéendix: Repas de determinants

El determinant és una valor que associem a una matriu quadrada A i que denotem per det(A) o |A|. En els
casos en qué el nombre de files sigui com a molt 3 tenim les féormules seglents:

det( ai ) = a,
ay  ape

det = @118 — 12821,
azy  ax

ayy a2 a3

det| a» ax ax = di182833 t+ dz1aszpai3 + 12823431 — a118z3832 — d13822831 — d128214d33.

a3y dz2 ass
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Per exemple,
det( 4 ) = 4,
4 5
det(2 7) = 28-10=18,
4 5 0
det] 2 7 9 = 28+0+360-216-0-10=162.
8 6 1

Per a casos més grans, definim el menor complementari d’'a;, que denotem Aj;, com el determinant de
la matriu que obtenim eliminant la fila i-éssima i la columna j-éssima de A. Aleshores podem calcular el
determinant de A per alguna de les férmules equivalents segients.

Desenvolupament de menors per files:

det(A) a11A11 —a12A12+a13A13—a14A14+...
= —a1 A2 + axpAz — a23A23 + a24A24 — . ..
= ag1Asy — aszpAsp + azzAszz — azahas + . ..

= —a41As + 42As2 — 43Asz + A4aPas — . ..

O bé desenvolupament de menors per columnes:

det(A) a11A11 - 321A21 + 831A31 - a41A41 + ...
= —apA12 + Ao — a3pAsp + sAsr — . ..
= a3A13 — @x3Ao3 + az3zAszz — AszAgz + . ..

= —ay4A14 + 824A24 — 34 A34 + 44 As4 — . ..

Relacionat: determinant d’'una matriu Vandermonde (p|1 27|) |

Una matriu quadrada és invertible si i només si el seu determinant és diferent de zero.

Aixi, un sistema d’equacions on la matriu del sistema sigui una matriu quadrada amb determinant diferent
de zero, tindra solucié i la solucié sera Unica.
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1 Aritmeética modular i polinomial, cossos finits

1. Calculeu el maxim comu divisor de 365 i 70 i expresseu-lo com a combinacié lineal de 365 i 70.

Solucio:

Construim la taula de 'algoritme d’Euclides:

1 0|1 |-4| 5
0 1]1-5|21]|-26
5| 4 1 |2
3657015 (10| 5 |0

Deduim que mcd(365,70) =5ique 5-365-26-70 = 5.

2. (a) Trobeu el maxim comu divisor de 985 i 318 utilitzant divisions successives.

(b) Doneu la successio6 de tots els residus obtinguts.

(c) Expresseu tots els residus com a combinacio lineal de 985 i 318.

Solucio:

(a) Les divisions successives ens donen la taula seglent:

1 0 1 ]-10| 31 | -4
0 1 | -3] 31 | -96 | 127
3 | 10 3 1
985 | 318 | 31 8 7 1 10

Per tant, el maxim comu divisor és 1.
(b) La successié de residus és 985, 318,31,8,7i 1.

(c) Podem expressar els residus com a combinacio lineal de 985 i 318 de la manera seglent:

985
318
31
8

7

1

1(985)
0(985)
1(985)
~10(985)
31(985)
~41(985)

+ +

+

+

127(318)

985

0

985
-9850
30535
-40385

+
+

+

+

0

318
954
9858
30528
40386

3. (a) Trobeu el quocient i el residu per a les segiients parelles de valors de dividends i divisors:

+98i12

+ 9871123

+ 987611234

» 987651 12345

(b) Deduiu quins sén el quocient i el residu de dividir 987654321 entre 123456789.
(c) Comproveu-ho i justifiqueu els passos.

Solucio:

(@ -+g=8,r=2
*+qg=8,r=3
+qg=8,r=4
*+g=8,r=5

(b) Intuimqueg=8,r=9

161
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) Calculem 123456789 - 8 i ens dona 987654312. Si li sumem 9 ens dona 987654321. Per tant,
987654321 = 123456789-8 + 9 i, com que 9 < 123456789, per forgca 9 és el residu i 8 el quocient.

4. Per a cadascuna de les seglients congruéncies

« justifiqueu si tenen solucié o si no en tenen,
+ digueu quantes solucions tenen,
» doneu totes les solucions modul 60.

(a) 32x = 58(60)
(b) 53x = 17(60)

(c

) 39x = 18(60)

Solucio:

(a

) 32x =58(60) no té solucié perqué med(32,60) = 4 no divideix 58.

(b) 53x = 17(60) té solucié perqué mcd(53,60) = 1 divideix 17. 53x = 17(60) no es pot simplificar

més. Resolem primer 53x’ = 1(60):

1101 |-7| 8 |-15
o1 ]|-1]8]|-9]| 17
1 7 |1 1

60 53| 7 | 4|3 1 1|0

Deduim que (60) - (-15) + (53) - (17) =1, per tant, 53-17 =1 mod 60.

Multiplicant-ho tot per 17, es complira 53(17 - 17) = 53 - 289 = 53 -49 == 17(60). Per tant,
x = 49(60) és una solucié.

53x = 17(60) només té una solucié, ja que mcd(53,60) = 1. La solucié és x = 49(60).

(c) 39x = 18(60) té solucié perqué mcd(39,60) = 3 divideix 18.

39x = 18(60) queda simplificada com 13x = 6(20) i per aixd resolem primer 13x’ = 1(20):

110|112
o|1|-112]|-3
1 1 1
20113 7 |6 | 110

Deduim que (20) - (2) + (13) - (-3) =11, per tant, 13-17 =1 mod 20.
Multiplicant-ho tot per 6, es complira 13(17-6) = 13- 102 = 13-2 = 6(20). Per tant, x = 2(20) és
una soluci6.

39x = 18(60) tenia solucié x = 2(20). Totes les seves solucions modul 60 seran x = 2,22,42(60).
Observem que n’hi ha 3 = med(39, 60).

5. Quantes solucions tenen aquestes equacions amb congruéncies? Doneu-ne les solucions.

) 26x =3 mod 13
13x =3 mod 26
26x=0 mod 13
9x =-3 mod 15

(f) 5x=7 mod 7
Solucio:

(a) 0 solucions, (b) 0 solucions, (c) 13 solucions, que s6n x =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 mod 13,
(d) 3 solucions, que sén x = 3,8,13 mod 15, (e) 1 solucid, que és x =5 mod 7, (f) 1 solucid, que és

X =

0 mod?7.
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6. Sigui b= 124
(a) Es b primer?

Qui és med(b, ¢)?

Expresseu mcd(b, ¢) com a combinacié lineal enterade bi c.
Es Z, un cos?

Per que?

Quants elements invertibles hiha a Z,?

Doneu un element invertible de 7Z, diferentde 1i b - 1.
Doneu el seu invers.

Quants divisors de zero no nuls hi ha a Z,?

Doneu, si existeix, un divisor de zero no nul de Zj.

Doneu, si existeix, un element no nul de Z; que multiplicat per I'element de I'apartat anterior doni
zero.

Solucio:

No.

124 =22.31.

Escollim, per exemple, ¢ = 20.

En el nostre cas, 124, 20, 4, 0.

4.

4=1-124-6-20.

No.

Perqué 124 no és primer.

©(124) = p(22)p(31) = (4 - 2)30 = 60.
Per exemle, 5, ja que és coprimer amb 124.

Aplicant el teorema d’Euler, l'invers de 5 sera 5¥(124)~1 = 55°_ Sabem que 5° = 125 = 1. Per tant,
5% = 55752 = 52 = 25 També haguéssim pogut aplicar divisions successives:

1 Jo] 1 [
0 [1]-24]25
24 |1
124[5] 4 [1]0]

() 124 -60-1=63.
(m) 4, ja que 4 no és coprimer amb 124.
(n) 31,jaque 4-31=124=0a Z24.

7. Siguil'anell Zy;.

(a) Esun cos?

(
(c
(d

)
)
)

b) Quants elements invertibles té i quins s6n?

Quants divisors de zero té?

Busqueu un element primitiu.
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(e) Busqueu un element diferent de 0, 1 que no sigui primitiu. Quin ordre té?
Solucio:

(a) No és un cos, (b) #(27) = 33-32 = 18 invertibles, que son {1,2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20,22,23,25,26}
(c) 8, (d) per exemple, el 2, (e) 4, que té ordre 9.

(a) Es Z1y un cos? Per qué?
(b) Quants elements invertibles té Z;?
(c) Doneu la llista de tots els invertibles de Z14 i els seus inversos.
(d) Comproveu que 2 és un element primitiu de Zq1.
(e) Quants elements primitius té Z11? Doneu-los tots.
Solucio:
(a) Si, perque 11 és primer.
(b) Té 10 elements invertibles, que s6n tots menys el 0, perqué és un cos. Es a dir, {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
(c)
element | invers
1 1
2 6
3 4
4 3
5 9
6 2
7 8
8 7
9 5
10 10
(d) Es primitiu perqué el seu ordre és 11. Es a dir, totes les seves poténcies amb exponent més petit
que 10 sén diferents. Ho podem comprovar a la taula seglent:
20 1
2t |2
22 | 4
2% |8
2* |5
2° |10
26 19
27 |7
2% |3
2% |6
210 | 1
(e) El'nombre d’elements primitius és ¢(¢(11)) = ¢(10) = ¢(5)¢(2) = 4. Els elements primitius son
2/, on med(j, ¢(11)) = med(j, 10) = 1, és a dir, 2',23, 27, 2%, que correspon a 2,8,7,6.
Sigui 'anell Zqg.

(a) Esun cos?
(b
(c
d

e) Demostreu que un element « € Z1g és primitiu si i només si o* # 1.

) Quants elements invertibles té?

) Quins son tots els elements invertibles?
(d) Doneu un element invertible diferent de 1 i el seu invers.
(e)
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(f) Utilitzeu I'apartat anterior per veure que Z1g no té elements primitius.
Solucié:

(a) No és un cos perqué 16 = 2* no és primer. (b) ¢(16) = 24-23 = 8invertibles. (c) {1,3,5,7,9,11,13,15}.
(d)3i11,0bé5i13,0bé7i7,0bé69i9,0bé 15i15. (e) Un element « és primitiu si i només si el
seu ordre és ¢(16) = 8. Si el seu ordre és 8, aleshores, per definicié d'ordre, o* # 1. D’altra banda,

si o # 1 voldra dir que « és primitiu perqué no tindra ordre cap dels divisors de 4 (1,2,4). En efecte,

a' # 1 perqué, si no, altrament, o* = (a")* = 1; o® # 1 perqué, si no, altrament, o = (a?)? = 1;

a* # 1 per hipotesi. (f) Els tnics elements que poden ser primitius sén els invertibles. Perd 14
34 =81=1,5=252=92=1,7=2492=12=1,9* =812 =12 = 1, 11* = (-5)* = 252 = 9? = 1,
132 = (-3)*=81=1,152 = (-1)* = 1. Per I'apartat anterior, no s6n primitius.

Il
-

10. (a) Es Zy; un cos? Per qué?

(b) Quants elements de Zy7 sén invertibles?
(c) Justifiqueu per qué té invers el 8 a Zy7.
(d)
(e)

e

Trobeu I'invers de 8 a Z,7 utilitzant la identitat de Bézout.
Trobeu l'invers de 8 a Z»7 utilitzant el teorema d’Euler.

(f) Comproveu que I'element trobat és, en efecte, 'invers.
Solucié:

)

) ¢(27)=27-9=18.
c) Perqué mcd(8,27) =1

)

(d) Utilitzem l'algoritme d’Euclides per trobar els coeficients de la identitat de Bézout:
1|10 1]-2] 8
0 1]-8|7|-10
3| 2 1
27 |8| 3 | 2 1

Deduim que 3-27 + (-10) - 8 = 1. Reduint modul 27 obtenim (-10) -8 = 17-8 = 1 i, per tant,
linvers de 8 modul 27 és 17.

(e) Pel teorema d’Euler tenim que 8'® = 1 mod 27, d’on deduim que a Zy;, l'invers de 8 és 8'7.
Podem calcular aquesta poténcia de moltes maneres diferents. En posem una de possible: com
que podem reduir els exponents per multiples de ¢(27) = 18, tenim 817 = 2317 = 217-1-1 _ 215 _
2%.2°.25=32.32.32=5.5.5=125=19+25=17+27 = 17.

(f) Es tracta de comprovar que 8-17 = 1 a Zy7 i, com en I'apartat anterior, hi ha moltes maneres de
fer-ho. En proposemuna: 8-17=8-(10+7)=80+56=-1+2=1.
11. (a) Quants elements té Zggp?
(b) Quants invertibles té Zggo?

(c) Doneu tres elements de Zgoo que siguin invertibles i que siguin diferents de 1 i anomeneu-los
X,y,z (us sera més senzill si agafeu x < y < 2).

Calculeu 200y + 400z a Zgqg.
Calculeu x32° a Zgg.

@

—_
—n

Comproveu 'apartat anterior.

=)

)
)
) Doneu linvers de x utilitzant el teorema d’Euler.
)
)

(h
(i) Comproveu I'apartat anterior.

Doneu l'invers de y utilitzant la identitat de Bézout.

Solucio:
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a) 600.

(a)

(b) $(600) = #(2%-3-52) = 4(2%) - ¢(3) - p(5°) = (22 - 22)(3-1)(52-5) =4-2-20 = 160.
(c) Podem agafar x =7,y =11,z =13 0 moltes altres opcions.

(d) 200-11 +400-13 =2200 + 5200 = 7400 = 1400 = 200 o altres resultats depenent de x i y.
(e)

e) Com que ¢(600) = 160, aleshores a'®® = 1 mod 600 si mcd(a,600) = 1. Per tant, a Zggpo
tenim &% = &21%9+% = ('80)25° = g°. En particular, 7°2° = 75 = 72.72.7 = 49 .49 .7 =
7. Aquest resultat es pot obtenir per forga bruta. Perd també haguéssim pogut procedir aixi:
(50 - 1)(50 - 1)7 = (2500 — 100 + 1)7 = ((2400 + 100) — 100 + 1)7 = 7. D’altra banda, 113% =
115 =121.121-11. Per forca bruta obtenim que és 251. Perd també ho haguéssim pogut calcular
aixi: (120 +1)(120+1)11 = (120% + 240+ 1)11 = (1200-12+240 + 1)11 = 241-11 = 2651 = 251,
13%2° - 135-132.132.13=169-169-13 = 28561-13 = 4561-13 = 361-13 = (360+1)(10+3) =
3600+ 10+1080+3 =0+ 10+ 480+ 3 = 493.

(f) Pel teorema d’Euler sabem que l'invers d’un invertible a és a'®°. Linvers de 7, per exemple, sera

7199 = 7831+4 _ (75)31 .74 i ara podem utlitzar el que hem vist a I'apartat anterior, (7°)3" - 74 =
7T =T = (TP =TT =75 =75 7R =772 = 749 = 343,
Si volguéssim calcular l'invers de 11, per I'apartat anterior sabem que 11° = 251 = 240 + 11.
Deduim que 110 = (240 +11)% = 2402 +2.240-11 +11% = 2400-24 + 5280 + 121 = 0+ 480+ 121 =
601 = 1. Linvers de 11 sera 117%% = 11107549 = (1110)15. 419 = 115. 119 = 11%. 11°, Pels calculs
intermedis de I'apartat anterior sabem que 114 -11°% = 241.251 = (251 — 10)251 = 2512 - 2510 =
1-110=491.

(g) 343-7=2401=10Dbé 491-11 =5401 = 1 o bé altres opcions depenent de I'eleccié de y.

(h) Resolem per y =11 iper y =13, perd hi ha més opcions. Les divisions successives de 600 entre
11 ens donen la taula seglent:

1 0 1 |- 2
0 1 |-54 |55 | -109
54 | 1 1
600 | 11 | 6 5 1 0

Per tant, 1 =2-600 + (-109) - 11. Fent modul 600 obtenim 1 = -109 - 11 i, per tant, I'invers de 11
a Zgoo €s 600 — 109 = 491.

Les divisions successives de 600 entre 13 ens donen la taula segtient:

1 0 1 -6
0 1 | -46 | 277
46 6
600 | 13| 2 1 |0

Per tant, 1 = -6 - 600 + 277 - 13. Fent modul 600 obtenim 1 = 277 - 13 i, per tant, I'invers de 13 a
Zis00 és 277.

(i) 491-11 =5401=10bé 277-13 =3601 = 1 0 bé altres opcions depenent de I'eleccié de y.

(a) Doneu, justificadament, si existeix, un polinomi de Z,[x] que tingui arrels i que sigui irreductible,
o justifiqueu per qué no existeix.

(b) Doneu, justificadament, si existeix, un polinomi de Z,[x] que tingui arrels i que sigui reductible, o
justifiqueu per que no existeix.

(c) Doneu, justificadament, si existeix, un polinomi de Z,[x] que no tingui arrels i que sigui irreducti-
ble, o justifiqueu per qué no existeix.

(d) Doneu, justificadament, si existeix, un polinomi de Z,[ x] que no tingui arrels i que sigui reductible,
o justifiqueu per qué no existeix.
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(e)

En quin cas podem dir que un polinomi és reductible si i només si té arrels? Per qué?

Solucio:

(a)

(b)

Només poden ser x, x + 1. Sén irreductibles perqué sén lineals i els polinomis lineals sén irreduc-
tibles. El polinomi x té 0 com arrel i el polinomi x + 1 t¢ 1 com arrel.

Per exemple, x2 + 1. Es reductible perqué descompon com a (x+1)(x+1). Té 1 per arrel, ja que
si 'avaluem a 1 ens dona 0.

Per exemple, x? + x + 1. No té arrels perqué en avaluar-lo a 0 dona 1 i en avaluar-lo a 1 dona 1.
Es irreductible perqueé té grau 2 i no té arrels.

Per exemple, x* + x? + 1. Es reductible perqué descompon com a (x? + x +1)(x? + x +1). No té
arrels perqué en avaluar-lo a 0 dona 1 i en avaluar-lo a 1 dona 1.

Podem dir que un polinomi f és reductible si i només si té arrels sempre que tingui grau 2 o 3.
En efecte, suposem que el grau de f és d. Perquée f descompongui, sempre ho fara com a
producte de dos polinomis de graus d’,d”, respectivament, de manera que d’' + d” = d. Si
d = 2, aix0 només pot sersi d’ = 1,d" =1. Si d = 3, aixd nhomés pot sersi d = 1,d" = 2 0 si
d'=2,d" =1. Tant si d = 2 com si d = 3, el grau d’almenys un dels polinomis en que factoritza f
ha de ser 1 i tenir un factor de grau 1 és equivalent a tenir una arrel. Si d > 4, aleshores podria
ser que f no tingués arrels perd que es pogués descompondre com a producte de dos polinomis
de grau més gran que 1 tots dos. Per exemple, amb d’'=2>1id"=d-2> 1.

13. A Zy[x] calculeu el maxim comu divisor de x° + x2 + x + 1i x® + 1 i expresseu-lo com a combinacié
lineal polinomial dels polinomis inicials.

Solucio:

Construim la taula de 'algoritme d’Euclides:

x> +x%+x+1 X3 +1

—(x® +x2 ) x°
X+1
x3 +1 X +1
—(x3 + x? ) X2+ x+1
x> +1
-(x2+x )
X+1
-(x+1)
0
1 0 1
0 1 X2
32
Xrx2+x+1 | xX¥+1 [ x+1]0

Obtenim que med(x® + X2+ x +1,x3+ 1) = x+1= (1) + X2+ x +1) + (x®)(x® +1).

14. (a) Calculeu el maxim comu divisor dels enters 9 i 7 fent servir la taula de divisions successives

d’Euclides i expresseu-lo com a combinaci6 lineal de 9 7.

Solucio:
1/0] 1 |-3
o(1]-1] 4
1 3
97| 2 1 0

Deduim que (9) - (-3) +(7)-(4) =11, pertant,7-4=1 mod 9.
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(b) Calculeu a Zsz[x] el maxim comu divisor del polinomi a = x% + 2x + 2 i el polinomi b = 2x + 1 i
expresseu-lo com a combinacié lineal de ai b.

Solucio:
X2+2x+2 2x+1
—(x*+2x ) 2x

2
1 0 1
0 1 X

2x | x+2
X>+2x+2 | 2x+1 | 2 0

Deduim que (x® +2x +2) + x(2x +1) = 2.

(c) Podem deduir si 7 és invertible a Zg? En cas afirmatiu doneu el seu invers.
Solucié:
7 és invertible perque és coprimer amb 9 i el seu invers és 4.

(d) Podem deduir si 2x + 1 és invertible a Z3[x]/x? + 2x + 2? En cas afirmatiu doneu el seu invers.
Solucio:
2x+1 és invertible perqué és coprimer amb x2 +2x +2. De la igualtat (x® +2x+2) + x(2x+1) =2
deduim que 2(x® + 2x + 2) + 2x(2x + 1) = 1. En consequéncia, 'invers de (2x + 1) és 2x.

(e) Podem deduir si x + 2 és invertible a Z3[x]/x? + 2x + 2? En cas afirmatiu doneu el seu invers.
Solucié:
Observem que x +2 =2(2x +1). Com que (2x + 1)(2x) = 1, també (2(2x + 1))(2(2x)) =1, és
adir, (x +2)x = 1. Per tant, I'invers de (x +2) és x.

(f) Comproveu que tots els inversos que heu trobat son, en efecte, inversos.
Solucio:
*7-4=28=1 mod 9
s (2x+1)(2x) =x*+2x=-2=1 mod x*> +2x +2
e (x+2)(x)=x2+2x=-2=1 mod x> +2x +2
15. Contesteu justificadament els seglients apartats:
(a) Llisteu els enters m entre 2 i 10 (ambdods inclosos) pels que Z, és un cos.
(b) Llisteu els enters m entre 2 i 10 (ambdds inclosos) pels quals existeix un cos de m elements.
(c) Doneu tres valors de m diferents tals que Z;, tingui 4 elements.
Solucié:
(@) 2,3,5,7.
(b) 2,8,4,5,7,8,9.
(c) 5,10, 8.
16. (a) Digueu tots els cossos primers i tots els polinomis que podem utilitzar per construir el cos finit de
8 elements.

(b) Escolliu una de les opcions de I'apartat anterior i doneu un element primitiu i la corresponent taula
potencial-vectorial.

Solucio:

(a) El cos primer ha de ser Z, i els polinomis han de ser x3 + x? + 1 0 bé x® + x + 1, ja que sén els
unics polinomis de Z, irreductibles de grau 3.
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17.

18.

(b)

En els dos casos « = [x] és un element primitiu.
La taula potencial-vectorial per a Z,/x> + x + 1 és

0 000
a® 100
o® 001
a® 101
ot 111
a® 110
a® 011
La taula potencial-vectorial per a Z/x® + x + 1 és
0 000
a® 100
o® 001
o® 110
ot 011
a® 111
a® 101

(a) Considerem els polinomis f = x>+ x2+1i g = x2+x+1 de Z[x]. Quins sén el quocient i el residu
de dividir f entre g?

(b) Demostreu que f i g sén irreductibles a Zy[ x].

(c) Quants elements té Z,[x]/f?

(d) Quants elements primitius hi ha a Zy[x]/f?

Solucio:
(a) Fem la divisié de polinomis
x° +x% +1 X2+ x +1
—(x® + x*+x3 ) X3+ x°
x*+x3+x2 +1
~(x*+x3+x2 )
y
Obtenim q = x® + x2, r = 1. Podem comprovar que, en efecte, (x® + x + 1)(x® + x®) +1 =
XSrxt e xt+x3+x3 e x2+1=x5 4 x2 41,

(b) El polinomi g és irreductible perqué té grau 2 i no té arrels. Com que el polinomi f té grau 5, per
veure que és irreductible hem de mirar que no tingui factors irreductibles de grau 1 (ho sabem
perque no té arrels) ni factors irreductibles de grau 2. Aixd darrer ho sabem perque I'Gnic polinomi
irreductible de grau 2 és x2 + x + 1 (els altres tindran per forca 0 0 1 com arrel) i, del primer apartat,
deduim que g no divideix f.

(c) 2°=32.

(d) Qualsevol element de Z,[x]/f t¢ com a ordre un divisor de 32 — 1 = 31. Com que 31 és primer,
els Unics ordres possibles sén 1 0 31. Dels 32 elements de Z;[x]/f, el 0 no té ordre definit i I'1
té ordre 1 (és I'inic element amb aquest ordre). La resta, que sén 30, tots tenen ordre 31 i, per
tant, sén primitius. La resposta a la pregunta és, doncs, que hi ha 30 elements primitius.

(@) Doneu un polinomi reductible de grau 2 de Zs[x].

(d)

Doneu un polinomi irreductible de grau 2 de Zs[ x].

Quin dels dos polinomis anteriors podem utilitzar per construir un cos? Quants elements tindra el
cos?

Doneu una taula d’equivaléncies potencial-polinomial-vectorial del cos obtingut a partir d’'un ele-
ment primitiu.
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(e) Quins sén els ordres possibles dels elements del cos?
(f) Doneu un element de cada ordre possible.

Solucié:
(a
(b
(c
(d

Per exemple, X2, x2 + x, x? + 2.

El segon. Tindra 9 elements.

que [ és primitiu.
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)
) Només n’hi ha sis de possibles: xZ + 1, x2 + x + 2, x> + 2x + 2, 2x?> + 2, 2x2 + 2x +1,2x? + x + 1.
)
)

La taula d’equivalencies dependra de quin polinomi irreductible haguem agafat. Si agafem el
primer, resulta que o = [x] no és un element primitiu, ja que o* = 1. En aquest cas agafem, per
exemple, 5 = a+ 1. Construim la taula a partir de 5 i, al mateix temps que la construim, veiem

pot. | pol. en « | vec. resp. a | pol. en 3 | vec. resp.
0 0 00 0 00

50 1 10 1 10

A a+1 11 B 01

52 20 02 26 +1 12

33 2a + 1 12 2 +2 22

B4 2 20 2 20

B° 2a+2 22 23 02

38 a 01 B+2 21

67 a+2 21 B+ 1 11

Si agafem el polinomi x2 + x + 2 i anomenem « = [x], aleshores « és primitiu i ens dona la taula

d’equivaléncies seguent:

Si agafem el polinomi x? + 2x + 2 i anomenem « = [x], aleshores « és primitiu i ens dona la taula

d’equivaléncies seguent:

Si agafem qualsevol dels altres tres polinomis irreductibles podem construir la taula de manera

semblant a les anteriors.
(e) 1,2,4,8.
(f) Sia=[x] és primitiu tenim:

pot. pol. vec.
0 0 00
al 1 10
o « 01
a® | 2a+1 | 12
a® | 2a+2 | 22
ot 2 20
ab 20 02
o® | a+2 | 21
o | a+1 1

pot. pol. vec.
0 0 00
af 1 10
o « 01
o | a+1 1
a® | 2a+1 | 12
ot 2 20
ab 2 02
b 20+ 2 22
o | a+2 | 21
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e ordre 1: 1,
. ordre 2: o,
. ordre 4: o?,
* ordre 8: o
Si a no és primitiu, agafem S primitiu i tenim:
e ordre 1: 1,
- ordre 2: 3%,
« ordre 4: 32,
* ordre 8: .

19. Considerem Zz[x]/x? + x + 2

(a) Demostreu que és un cos.
(b
(c
(d
(

20 5
e) Calculeu a? (w)

as-a

) Quants elements té?
) Es a = [x] un element primitiu? Per qué?
) Doneu-ne una taula d’equivaléncies amb les notacions potencial, polinomial i vectorial.
)
Solucio:
(a) Calveure si x*>+x+2 ésirreductible i ho és perqué té grau 2inoté arrels (f(0) =2 #0,f(1) =1+0
if(2)=2%0).
(b) 3%2=09.

(c) Els anics ordres possibles dels elements de Z3[x]/x2 + x + 2 s6n els divisors de 9 - 1 = 8, és
adir, {1,2,4,8}. Peroa'ia?son#1ia*=(a?)?=(2a+1)2 =4’ +4a+1=a’+a+1=
2a+1+a+1=2+1. Pertant, 'ordre de . no és 1,2 ni 4 i ha de ser 8.

(d)

pot. pol. vect.
0 0 (0,0)
@ ! (0,1)
o® | 2a+1 | (1,2)
a® | 2a+2 | (2,2)
o 2 (2,0)
a® 2 (0,2)
a® | a+2 | (2,1)
o | a+1 | (1,1)
a8 1 (1,0)
(6) a2 (2552e) = a? (2ire ) = o? (225%2) = a? (25) = o® (%) = %5 = 27 = 0.

20. Considerem Zs[x]/x? + 1

(a) Demostreu que és un cos.
(b) Quants elements té?

(c) Anomenem « I'element del cos que correspon a la classe de x modul x2 + 1. Quin és I'ordre de
a?

) Es a = [x] un element primitiu? Per qué?
) Trobeu un element primitiu 5.
(f) Escriviu a com una poténcia de .

)

Doneu una taula d’equivaléncies amb les notacions potencial amb poténcies de 3, polinomial
amb polinomis en « i vectorial.
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(h) Calculeu 5° (5:-2).

Solucio:

(a) Es un cos perqué, d’una banda, 3 és primer i, d’altra banda, x? + 1 té grau 2 i no té arrels i, per
tant, és irreductible a Zs[ x].

(b) 3

() a'#1,02=2%1,a®=2a %1, a* = (a?)? =22 = 1. Per tant, l'ordre de « és 4.

(d) No ho és perqué per ser primitiu hauria de tenir ordre 9 — 1 = 8.

(e) Com en I'exercici anterior, els Unics ordres possibles sén els divisors de 8 i, per tant, 5 és primitiu

siinomés si % + 1. Agafem 3 = a+1 i veiem  que es un element primitiu. En efecte, 8* = (5%)? =
(a®?+2a+1)2 = (2+2a+1)% = (2a)? = 4a® = o® = 2 + 1. Haguéssim pogut agafar 3 = a + 2,
B=2a+1, 3 =2xa+2itambé ens haurien donat elements primitius.

() Ho podem fer a partir de la taula de I'apartat segiient i obtenim a = 6. Sien lloc d’agafar 5 = a+1
haguéssim agafat g = 2« + 2, seria el mateix. Si haguéssim agafat 3 =a+20bé g =2a+1,
aleshores tindriem o = /32.

(9) Depenent de quina 8 haguem agafat, tindrem alguna de les seglents taules:

pot. pol. vect. pot. pol. vect.
0 0 (0,0) 0 0 (0,0)
B | a+1 | (1,1) B | a+2 | (2,1)
32 2a (0,2) 32 o (0,1)
£l 2a+1 | (1,2) B | 2a+2 | (2,2)
B4 2 (2,0) B4 2 (2,0)
B | 2a+2 (2,2) B | 2ac+1 (1,2)
3° a (0,1) 8° 2a | (0,2)
87 a+2 | (2,1) g7 a+1 | (1,1)
38 1 (1,0) 38 1 (1,0)
pot. pol. vect. pot. pol. vect.
0 0 (0,0) 0 0 (0,0)
153 2a+1 | (1,2) 153 2a+2 | (2,2)
32 o (0,1) 32 2a (0,2)
g a+1 | (1,1) B a+2 | (2,1)
B4 2 (2,0) B4 2 (2,0)
B a+r2 | (2,1) B a+t1 | (1,1)
Be 2a | (0,2) 3° a (0,1)
87 | 2a+2 | (2,2) 87 | 2a+1]| (1,2)
o 1 (1,0) I 1 (1,0)

_ . 215 (BB _ a1 (B82-8%) _ B-8B° _
(h) lfnﬁtots els casos dona 1. Vegem-hoenelcas §=a+1: (B‘Mf ) =f ( 5545 ) = 75 =
- 2a
=22 =1,

B%+1 ~ 2a —
21. Considerem R = Z3[x]/f(x).
(@) Doneu un polinomi f(x) de manera que R sigui un cos de més de 3 elements.

(b) Quants elements té?

(c) Anomenem « a I'element del cos que correspon a la classe de x modul f(x). Quin és I'ordre de
a?

(d) Es a = [x] un element primitiu? Per qué?

(e) Si « és primitiu, doneu una taula d’equivaléncies amb les notacions potencial, polinomial i vecto-
rial. Si no ho és, trobeu un element primitiu.
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Solucio:
(una opcio)
(a) Hem de donar un polinomi que sigui irreductible i de grau > 2. Seleccionem x? + 1 que té grau 2
no té arrels i, per tant, és irreductible a Zs [ x].
(b) 3
(€ a'#1,a2=2%1,a%=2a %1, a* = (a?)? = 2% = 1. Per tant, l'ordre de « és 4.
(d) No ho és perqué per ser primitiu hauria de tenir ordre 9 — 1 = 8.
(e)

e) Com en I'exercici anterior, els Unics ordres possibles s6n els divisors de 8 i, per tant, 5 és primitiu
siinomés si % # 1. Agafem 3 = v+ 1 i veiem que es un element primitiu. En efecte, 8* = (5%)? =
(e +2a+1)2 = (2+2a+1)% = (2a)? = 4a? = o® = 2 # 1. Haguéssim pogut agafar 5 = o + 2,
B8=2a+1, 8=2a+2itambé ens haurien donat elements primitius.

(una altra opcid)

(a) Hem de donar un polinomi que sigui irreductible i de grau > 2. Seleccionem x2 + x + 2, que té grau
2ino té arrels i, per tant, és irreductible a Z3[ x].

(b) 32=9.

() a'#1, 02 =20+2%1,a° =202 +2a=2a+2+1,a* =2a% + 20 = 2 # 1. Com que l'ordre ha de
ser un divisor de 9 — 1 = 8, com que els divisors de 8 s6n 1,2,4,8 i com que ja hem comprovat
que « no té ordre 1,2 ni 4, aleshores « ha de tenir ordre 8.

(d) Sique ho és, perque té ordre 9—1=8.
(e)

pot. pol. vec.
0 0 00
al 1 10
o « 01
a® | 2a+1 | 12
a® | 2a+2 | 22
ot 2 20
ab 20 02
o® | a+2 | 21
o | a+1 1

| tantes opcions com ens puguem imaginar, comengant per un polinomi irreductible i de grau > 2...

22. (a) Per qué per comprovar que un polinomi de grau més petit o igual que tres n’hi ha prou de veure
que no té arrels?

(b) Considerem el conjunt P de polinomis amb coeficients a Zz que tenen exactament un monomi de
grau senar i coeficient 1 i la resta de monomis de grau parell. Podeu-ne un exemple.

(c) Demostreu que un polinomi p € P que sigui irreductible ha de complir
i. La suma dels seus coeficients no és mdltiple de 3.
ii. La suma dels seus coeficients no és congruent amb 2 modul 3.
(d) Doneu una altra condicié que ha de complir un polinomi de P que sigui irreductible.
(e) Utilitzeu els apartats anteriors per donar un polinomi que generi F»7.
Solucio:
(a) Perqué sité grau 2 només pot descompondre en producte de dos polinomis de grau 1 mentre que
si té grau 3 només pot descompondre en producte d’'un polinomi de grau 1 per un altre de grau 2

0 bé en producte de tres polinomis de grau 1. En tots els casos cal un factor de grau 1. Perd si
no té arrels aleshores no té factors de grau 1 i, per tant, no es pot descompondre i és irreductible.
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23.

(b)
()

(d)
(e)

(@)
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X +x2+2¢P.

i. La suma dels coeficients de p és p(1). Si p(1) és un mdltiple de 3 aleshores s’anul-la a Zs i
1 és una arrel de p. Per tant, p no és irreductible.

1 si r és parell

2 si r és senar

Tenim que p(2) és la suma de coeficients més 1 i, per tant, p(2) no s’anulla a Z3 si i només

si la suma de coeficients és congruent amb 2 modul 3.

ii. Tenimque22=4=1aZs. Pertant, 2’ =

El coeficient constant, com que és p(0), no ha de ser nul.
x> +2x2 +10bé x>+ x2+2.

Quants polinomis monics hi ha a Z3[x] de grau 2?
Solucié:
Hi ha 9 polinomis ménics de grau 2 a Zs[x], ja que sén tots els polinomis de la forma x2 + ax + b
amb ai b variant cadascun en els tres valors de Zs.
Quins son els polinomis irreductibles monics de Zs[ x] de grau 2? Justifiqueu la resposta.
Solucio:
El polinomi x2 + ax + b, per ser irreductible, com que té grau 2, no ha de tenir arrels. Perqué 0
no sigui arrel cal que 0% + 0a+ b = 0. Aixd implica b =10 b = 2. Perqué 1 no sigui arrel, cal que
1+a+b=+0. Perqué que 2 no sigui arrel cal que 4 + 2a+ b # 0. Aix0 ens dona tres opcions:
*b=1,a=0
e b=2,a=1
e b=2,a=2
que corresponen als tres polinomis
e x2+1
e X2+ x+2
e X2 +2x+2

Escolliu un dels polinomis irreductibles de I'apartat anterior i digues-li f. Quants elements té
Zs/(f)?

Solucié:

9.

Quants elements té Zg?

Solucio:

9.

Quants elements invertibles té Z3/(f)? Doneu un element invertible de Z3/(f) que no sigui I'1 i
el seu invers.

Solucié:

8 invertibles. Per exemple, 2 és invertible i el seu invers és ell mateix.

Quants elements invertibles té Zy? Doneu un element invertible de Zg que no sigui I'1 i el seu
invers.

Solucio:

¢(9) =9 - 3 = 6 invertibles. Com hem vist abans, 7 és invertible i el seu invers és 4.

Doneu un element primitiu de Z3/(f) i escriviu totes les seves poténcies diferents en forma poli-
nomial.

Solucié:

La solucié dependra de quin polinomi irreductible haguem agafat. Si agafem el primer, resulta que

a = [x] no és un element primitiu, ja que o = 1. En aquest cas agafem, per exemple, 3 = o+ 1.
Construim la taula a partir de S i, al mateix temps que la construim, veiem que 3 és primitiu.
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pot. | pol.en« | pol. en g
0 0 0

30 1 1

Ik a+1 B
(2 2 28 +1
Ik 20+ 1 26 +2
B4 2 2

B° 20+ 2 243
38 e 6+2
B’ a+2 B+1

Si agafem el polinomi x2 + x + 2 i anomenem « = [x], aleshores « és primitiu i ens dona la taula
d’equivaléncies segiient:

pol.
0

1

«
2o+ 1
2a+ 2
2
2a
a+2
a+1

D22 292090202 o8

N o o~ W N 2+ O

Si agafem el polinomi x2 + 2x + 2 i anomenem « = [x], aleshores « és primitiu i ens dona la taula
d’equivaléncies seglient:

pol.
0

1
«
a+1
2a0+ 1
2
2a
200+ 2
a+2

o
[=)¥e]
I

QLR QLR
N o o s w N = o

e

(h) Doneu un element primitiu de Zg i escriviu totes les seves poténcies diferents.
Solucié:
Per exemple el 2.

N
w
1l
- 01 N 00 A~ DN =

24. (a) Justifiqueu si son irreductibles els seglients polinomis a Z,[ x].
Coy4
ioXx*+1
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a o T
2 0 O

(i
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Y x+1

i. x
il x*+ x2+1
iv. xX*+x3+x2+x+1
Escriviu cadascun dels polinomis de I'apartat (a) com a producte de polinomis irreductibles.
Doneu el maxim comu divisor de x* + 1i x* + x% + 1.

Podeu expressar el maxim comu divisor de x* + 1 i x* + x> + 1 com a combinacié lineal dels
mateixos polinomis? En cas afirmatiu, doneu-ne els coeficients i feu la comprovacié. En cas
negatiu, doneu-ne una justificacio.
Quines de les seglents estructures sén un cos i, en cas de ser-ho, quants elements tenen?
i. Zo[x]/x*+1
ii. Zo[x]/x* + x +1
iii. Zo[x]/x* + X% +1

iv. Zo[x]/x*+x3+x2

+ X+ x+1

En quins dels casos en qué tenim un cos, si anomenem « a la classe de x, tenim que « és un
element primitiu?

Doneu una taula exponencial-polindmica-vectorial per un cas en qué « sigui primitiu. Els apartats
que segueixen els referirem al mateix cas (la mateixa « i la mateixa taula).

Quins son els ordres possibles dels elements del cos?
Per a cadascun dels ordres possibles, doneu un element del cos amb aquell ordre.

Solucio:

(@)

El primer polinomi s’anul-la en 1 i, per tant, és reductible. El segon polinomi no té arrels. Per ser
reductible hauria de ser el quadrat de I'inic polinomi reductible de grau 2, és a dir, hauria de ser
(X2 +x+1)% = x* + x2 + 1, perd veiem que no ho és. Per tant, és irreductible. El tercer polinomi
acabem de veure que és (x® + x +1)? = x* + x2 + 1, per aixd és reductible. El quart polinomi és
irreductible pel mateix argument que el segon.

x*+1=(x2+1)2=(x+1)4,

X ex+1=xt+x+1,

x*+x2+1=(x2+x+1)2,

XX+ xex+1=x*+x°

+ X2+ x+1.
1, perque no tenen factors irreductibles en comu.
Utilitzem l'algoritme d’Euclides.

1 0 1 X2
0 1 -1 xZ+1
1 X2
X ex+1 [ XA +1 ] x2 1

Obtenim que (x®)(x* +x2+1) + (x* +1)(x* +1) = 1.

Comprovem el resultat: (x2)(x*+x2+1)+(x2+1)(x*+1) = (X®+x* +x2) + (X8 +x®) + (x*+1) = 1.
La segona i la quarta. Tenen 2* = 16 elements.

Sabem que els Unics ordres possibles de « s6n els divisors de 15, és a dir, 1,3,5,15. Perqué «
sigui primitiu cal que el seu ordre sigui maxim, és a dir, 15.

En el segon cas, « té ordre 15, ja que 1,3 sdn més petits que el grau del polinomi generador i
a®=aa* = a(a+1) =a®+a+ 1. Pertant, o és primitiu.

Enelquartcas, o® =a(a®+a?+a+1)=a*+al+ad?+a=a®+a?+a+1+a®+a? +a=1. Per
tant, o té ordre 5 < 15 i no és primitiu.



Universitat Rovira i Virgili

25.

(@)

(b)

pot. pol. vect.
ad 1 1000
o' « 0100
a? a? 0010
a® ol 0001
o? a+1 0011
a® A +a 0110
ab a®+a? 0011
o’ a®+a+1 1101
al a® + 1 1010
o o+ 0101
a0 a?+a+1 1110
al B +a?+a 0111
a? | B +al+a+1 | 1111
a'® a®+a?+1 1011
a' a® +1 1001

177

Tots els divisors de 16 — 1 =15, que sén 1,3,5, 15.
1té ordre 1, a® = a? + a té ordre 3, o® té ordre 5 « té ordre 15.

(@) Doneu un anell Z, i un polinomi de Zn,[x] amb els qual es pugui construir Fg.

(b) Construiu la taula d’equivaléncies de les notacions polindmica-exponencial-vectorial a partir d’'un
element primitiu.

(¢) Hiha algun altre anell Z,, amb el qual haguéssim pogut construir Fg? En cas afirmatiu, doneu-ne
un altre.

(d) Hiha algun altre polinomi de Z [ x] amb el qual es pugui construir Fg? En cas afirmatiu, doneu-ne
un altre.

(e) Quins sén els ordres possibles dels elements de Fg?

(f) Doneu un element de cada ordre possible en cadascuna de les tres notacions (polindmica, expo-
nencial i vectorial).

6 3 4

(g) Sianomenem « a la classe de x, quin valor té %? Doneu el resultat en cadascuna de les

tres notacions.
Solucié:

Lanell ha de ser Z3 i el polinomi pot ser qualsevol d’aquests: x2+1, X%+ x+2, x> +2x+2, 2x*> + 2,
2x% +2x +1,2x%2 + x + 1.

La taula d’equivalencies dependra de quin polinomi irreductible haguem agafat. Si agafem el
primer, resulta que o = [x] no és un element primitiu, ja que o* = 1. En aquest cas agafem, per
exemple, 5 = a+ 1. Construim la taula a partir de 5 i, al mateix temps que la construim, veiem
que [ és primitiu.

pot. | pol. en « | vec. resp. a | pol. en 3 | vec. resp.
0 0 00 0 00

B0 1 10 1 10

A1 a+1 11 B 01

32 2a 02 26 + 1 12

53 2a + 1 12 2 +2 22

B4 2 20 2 20

B° 2a+2 22 23 02

38 a 01 B+2 21

B’ a+2 21 B+ 1 11
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Si agafem el polinomi x + x + 2 i anomenem « = [x], aleshores « és primitiu i ens dona la taula
d’equivaléncies seguent:

pot. pol. vec.
0 0 00
al 1 10
o « 01
o | 2a+1 | 12
o® | 2a+2 | 22
ot 2 20
ao® 2a 02
o | a+2 | 21
o | a+1 1

Si agafem el polinomi x? + 2x + 2 i anomenem « = [x], aleshores « és primitiu i ens dona la taula
d’equivaléncies seguent:

pot. pol. vec.
0 0 00
ol 1 10
o « 01
a? a+1 11
a® | 2a+1| 12
o? 2 20
ab 2u 02
a® | 2a+2 | 22
ol | a+2 | 21

Si agafem qualsevol dels altres tres polinomis irreductibles podem construir la taula de manera
semblant a les anteriors.
) No.

) Qualsevol dels altres polinomis mencionats al primer apartat.
(e) 1,2,4,8.

) Si«=[x] és primitiu tenim:

e ordre 1: 1,

- ordre 2: o,

« ordre 4: o?,

+ ordre 8: a.
Les notacions polinomial i vectorial dependran del polinomi escollit i ens vindran donades per la
taula. En el segon cas, per exemple, tindriem 1 =10, 2 =20, 2a+1 = 12, « = 01, respectivament,
mentre que en el tercer cas tindrem 1 = 10,2 = 20, o + 1 = 11, o = 01, respectivament. Si o no
és primitiu, agafem S primitiu i tenim:

e ordre 1: 1,

- ordre 2: 34,

« ordre 4: 32,

« ordre 8: 5.
Les notacions polinomial i vectorial dependran del polinomi escollit i ens vindran donades per la
taula. En el primer cas, per exemple, tindriem 1 =10, = 1035, 2 =20, = 208, 2a =25+ 1 =02, =
125, a+ 1= =11, = 01, respectivament.
Dependra del polinomi escollit. Per exemple, si agafem el primer, podem utilitzar que o = 2 i que
a* =11 el caleul queda reduit de la manera segiient: L(o’+a’) _ 20a4t) _2ar1 _ B _ g3 _ g5 _

@ 2a « 38

200 +2=22, =024.

S}

6 3 4 6 2

a(a "+«

CACRLY) 7():70”7":04501.
(0%

Si agafem el segon,
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. 6, 3, 4 6 5
Si agafem el tercer, % = —a*=-2=20.

(@) Doneu un anell Z, i un polinomi de Zn,[x] amb els quals es pugui construir Fye.

179

(b) Construiu la taula d’equivaléncies de les notacions polinomica-exponencial-vectorial a partir d’'un

element primitiu.

(¢) Hihaalgun altre anell Z,, amb el qual haguéssim pogut construir F1¢? En cas afirmatiu, doneu-los

tots.

(d) Hi ha algun altre polinomi de Z,[x] amb el qual es pugui construir F15? En cas afirmatiu, doneu-

los tots.

(e) Quins sén els ordres possibles dels elements de Fqg?

(f) Doneu un element de cada ordre possible en cadascuna de les tres notacions (polinomica, expo-

nencial i vectorial).

6 3 4
(9) Sianomenem « a la classe de x, quin valor té %? Doneu el resultat en cadascuna de les

tres notacions.
Solucio:

(a) Lanell ha de ser Z, i el polinomi pot ser qualsevol d’aquests: x*+x+1, x*+x3+1, x*+x3+x2+x+1.

(b) La taula d’equivaléncies dependra de quin polinomi irreductible haguem agafat. Si agafem el
primer, tenim la taula d’equivaléncies seglient, on « és la classe de x.

pot. pol. vec.
0 0 0000
a® 1 1000
ol « 0100
a? o? 0010
o o® 0001
at a+1 1100
a® o+ a 0110
ab a® +a? 0011
a’ a®+a+1 1101
al a® +1 1010
a® a® + 0101
a'® a®+a+1 1110
ol adral+a 0111
a? | ot +al+a+1 | 1111
a'd a®+al+1 1011
a'* a® + 1 1001
a' 1 1000

Si agafem el segon, tenim la taula d’equivaléncies seglent, on « és la classe de x.
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Si agafem el tercer, resulta que

En aquest cas agafem, per exemple, 5 = o+ 1. Construim la taula a partir de 3 i, al mateix temps
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pot. pol. vec.

0 0 0000
af 1 1000
o' le’ 0100
a? a? 0010
ol o 0001
at a®+1 1001
ad a®+a+1 1101
a® | B +af+a+1 | 1111
a’ a?+a+1 1110
ab ala? + o 0111
a® a? +1 1010
a0 o +a 0101
a'l a®+a?+1 1011
a'? a+1 1100
a'd a?+a 0110
a' a® +a? 0011
a'™® 1 1000

a = [x] no és un element primitiu. En efecte,

pot. pol. vec.

0 0 0000
a® 1 1000
o' le} 0100
a? o? 0010
ol al® 0001
ot | B+l +a+1 | 1111
a® 1 1000

que la construim, veiem que [ és primitiu.

(c) No.

pot. pol. en « Vec. resp. a
0 0 0000
30 1 1000
Ik a+1 1100
(2 a® + 1 1010
8% | P+l +a+1 1111
B4 a®+a?+a 0111
G° a® +a?+1 1011
38 o 0001
g7 P +a+1 1110
38 a® +1 1001
5° a? 0010
B0 a® +a? 0011
312 aP+a+1 1101
B3 a 0100
B2 a® + o 0110
B4 a® + 0101
g1 1 1000

(d) Qualsevol dels altres polinomis mencionats al primer apartat.

() 1,3,5,15.
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(f) Si«=[x] és primitiu tenim:
e ordre 1: 1,
« ordre 3: o,
« ordre 5: o,
 ordre 15: a.

Les notacions polinomial i vectorial dependran del polinomi escollit i ens vindran donades per la
taula. En el primer cas, per exemple, tindrem 1 = 1000, o® = o + a = 0110, o® = 0001, a = 0100,
respectivament, mentre que en el segon cas tindrem 1 = 1000, o® = o® +a+1 = 1101, o = 0001,
« = 0100, respectivament. Si « no és primitiu, agafem £ primitiu i tenim:

« ordre 1: 1,

- ordre 3: 35,

« ordre 5: 33,

+ ordre 15: 3.

Les notacions polinomial i vectorial dependran del polinomi escollit i ens vindran donades per
la taula. En el primer cas, per exemple, tindriem 1 = 1000,, 3° = a® + o® + 1 = 1011, 3° =

P+ +a+1=1111,, S =a+1=1100,, respectivament.

(g) Dependra del polinomi escaollit.
27. (a) Es Zs un cos? Per qué?

(b) Comproveu que només hi ha tres polinomis monics (coeficient de grau maxim igual a 1) irreduc-
tibles de grau 2 a Zs[ x] i doneu-los.

—
(¢)

Doneu un polinomi monic f(x) de grau 2 irreductible de Z3[x] amb coeficient de grau 1 igual a 1.

PN
o QO
= 2 2 =

Comproveu si f(x) és primitiu.
Anomenem F al conjunt Z3[x]/f(x). Quants elements té F?
Es F un cos? Per qué?

—
)

Anomenem « a la classe de x dins de Z3z[x]/f(x). Doneu una taula d’equivaléncies exponencial-
polinomial-vectorial de les poténcies de «.

(9

Solucio:
(a) Z3 és un cos perque 3 és primer.
(b) Per ser irreductible ha de tenir coeficient constant no nul. Només hi ha aquests polinomis moénics

de grau 2 amb coeficient constant no nul:

« x? +1 (grau 21i no té arrels, per tant, és irreductible)

« x2+x+1 (té arrel 1, per tant, no és irreductible)

« x2+2x+1 (té arrel 2, per tant, no és irreductible)

+ x2+2 (té arrel 1, per tant, no és irreductible)

« x?+ x+2(grau 2i no té arrels, per tant, és irreductible)
« x? +2x + 2 (grau 2 i no té arrels, per tant, és irreductible)

Els Gnics polinomis monics irreductibles s6n 3is6n x2 + 1, x% + x + 2, x? + 2x + 2.
(c) Lunic polinomi mdnic irreductible amb coeficient lineal igual a 1 és x? + x + 2.

(d) Es primitiu perqué totes les poténcies de la classe de x en el quocient Zs [x]/f(x) de grau més
petit que 8 son diferents, com podem comprovar en la taula de I'apartat (g).

(e) 9.
(f) Es un cos perqué 3 és primer i x2 + x + 2 és irreductible.
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pot. | pol. | vect.

0 0 00
af 1 10
o « 01
o | 2a+1| 12
a® | 2a+2| 22
ot 2 20
ad 2a 02
b a+2 21
o | a+1 1
of 1

28. Sigui f(x) = x8 + x3 + 1 € Zy[x].
(a) Avalueu f en tots els elements de Z, i doneu els resultats obtinguts.
(b) Té arrels f(x)? Sien té, quines s6n?
(c) N’hi ha prou amb I'apartat anterior per deteriminar si f(x) és irreductible? Per qué?
(d) Anomenem F = Zy[x]/f(x).
« Es F un cos?
» Per qué?
» Quines comprovacions heu fet?
(e) Quants elements té F?
() Anomenem a a la classe de x dins de F. Doneu les primeres poténcies de a fins que alguna
poténcia sigui repetida.
(9) Quin és l'ordre de a?
(h) Es aun element primitiu de F? Per qué?
(i) Calculeu els seglents valors i doneu-los com una poténcia de a o bé zero.
. a5 _ a11
c & +at

a-a' 14

* Frae T

Solucio:

(@ f(0)=1,f(1)=1.

(b)

(c) No, perque el grau de f és més gran que 3.

(d) « Si.

» Perqué 2 és primer i f és irreductible.

» Hem comprovat (1) 2 és primer; (2) f no té arrels; (3) f no és divisible pels polinomis irreduc-
tibles de grau 21i 3.

No en té.

—~
T I

(e) 2° =64,
) @=1,a'=a &= a=aa=a"a=a,=a+1,a =a"+ad=a+a a=1.
(9) El'seu ordre és 9.

) No és primitiu perqué el seu ordre és més petit que 64 — 1 = 63.

)

Calculeu els seglients valors i doneu-los com una poténcia de a o bé zero.
cad-a'l=a+a2=a
. a:’ +11a18 =3 +1= a
ittt =d+a=a

—
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2 Codis lineals i ciclics

1. Dins de F3 considerem el conjunt de paraules C = {(000), (111),(101), (010)}.
(a) Demostreu que C és un codi lineal.

b

c) Comproveu que totes les paraules de C estan generades per G.

d

e) Justifiqueu quina és la distancia minima de C.

(b) Doneu una matriu generadora de C.
(
(
(

)
)
) Doneu una matriu de control de C.
)
)

(f) Comproveu que totes les paraules del codi quan les multipliquem per la matriu de control donen
0.

(9) Doneu el codi dual C*.
(h) Comproveu que les paraules del codi dual quan les multipliquem per la matriu G donen 0.
Solucié:

(a) Podem comprovar que és un espai vectorial perquée les combinacions lineals de dos vectors
qualssevol de C és dins de C. En efecte,

(000) + (000) = (000) € C
(000) + (111) = (111) ¢ C
(000) + (101) = (101) € C
(000) + (010) = (010) e C
(111) + (111) = (000) ¢ C
(111) + (101) = (010) ¢ C
(111) + (010) = (101) ¢ C
(101) + (101) = (000) ¢ C
(101) + (010) = (111) ¢ C
(010) + (010) = (000) € C

1 0 1
(b) Per exemple, G_( 01 0 )

(c) Vegem com la matriu G genera tot C:

0

o

o
~—  ~— ~—

1

—_

0

—_
O - O =+ O = O =

- o 40 +~0 —+ 0O
—
N —
Il
—~ —~~ —~~ —~~
—
o
—
~ ~ ~ ~

———— —

(
(
(1
(

(d) Com que G té la forma (/|P), podem construir H com (-PT|/). Ens queda H = (101).

(e) d=1. Es pot veure per la matriu de control o perqueé hi ha una paraula de pes 1 o0 perque podem
trobar dues paraules a distancia 1.

(f) Podem comprovar que totes les paraules de C quan les multipliquem per H ens donen 0. En



184 Maria Bras-Amorés / Oriol Farras Ventura: Matematica discreta 2

efecte,
0
(1to1) o] =0
0
1
(to1) 1] =0
1
1
(1to1) o] =0
1
0
(1to1) 1] =0
0

(g) El codi dual és el que esta generat per H. En el nostre cas és {OH,1H} = {(000), (101)}.
(h)
( 1 0 1 ) 8 _( 0 )

0 10 0 0

1 0 1 g) [0

0 10 "\ o

1
2. Considerem el codi ternari C generat per la matriu

1 1 1
2 0 1

- O
S—

(a) Quantes paraules té aquest codi?
(b) Doneu totes les paraules del codi.
(c) Doneu la distancia minima del codi. Justifiqueu la resposta.
(d) Quina dimensié té el codi dual? Justifiqueu la resposta.
(e) Doneu dues paraules (no multiples una de l'altra) del codi dual. Justifiqueu la resposta.
(f) Quina relacié hi ha entre Ci C*?
(9) Trobeu una matriu de control del codi.
(h) Corregiu el missatge rebut 212112012222.
Solucio:
(a) Ladimensi6 del codi és el nombre de files de la matriu generadora que és 2. Aleshores el codi té
9 paraules perque té dimensié 2 i és sobre Zs.

(b) Les paraules s’obtenen multiplicant la matriu generadora per tots els possibles vectors de dues
coordenades de Zs:

(00)(; ; ] ?):(0000) (10)(; 8 } ?):(1110) (20)(; é ] ?):(2220)
(01)(; ; ] ?):(2011) (11) ; 8 ] ? - (0121) (21) ; (1) } ? - (1201)
(oz)(; (1) ] ?):(1022) (12) ; 8 } ? - (2102) (22) ; (1) } ? - (0212)

(c) La distancia minima és 3 perque totes les paraules, excepte la nul-la, tenen pes 3.

(d) Elcodidual, com que esta generat per la matriu de control, té com a dimensié dimensi6 el nombre
de files de la matriu de control que és n— k = 2.
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(e) Observem que les dues files de la matriu generadora quan les multipliquem per la matriu gene-
radora ens donen 0. Per tant, podem donar les paraules 1110 2011.

(f)y CiC* soniguals, ja que C* té dimensid 2 i, per tant, esta generat per la mateixa matriu genera-
dora de C.

(g) Com que Ci C* sbn iguals, la mateixa matriu generadora és matriu de control.

(h) Podem corregir per sindrome o per observacié de les paraules del codi. Com que la distancia
minima és 3, només es pot corregir un error. Per cada bloc, si trobem una paraula del codi a
distancia 1 (o0 0), aquesta és la paraula corregida. Aixi doncs, la seqiiéncia corregida ens queda
0121 1201 2220.

3. A Zs considerem el codi C; que té matriu de control

3 1 3 2 1
4 1 0 4 1
3 2 2 0 3

(a) Doneu una matriu de control de C; sistematica per la dreta.
(b) Doneu una matriu generadora de C;.
(c) Quina és la dimensié de C;?

(d) Quina és la longitud de C;?

(e) Quina és la distancia minima de C;?

(f) Quants esborralls es poden corregir?

(g9) Quants errors es poden corregir?

(h) Corregiu els esborralls de la paraula (32477) i doneu la paraula corregida.

(i) Rebem la paraula (43031). Escolliu una matriu de control de les anteriors i doneu la sindrome
de la paraula rebuda.

() Quants errors hi ha i en quines posicions es troben?
(k) Quins son els valors dels errors?
(I) Doneu la paraula corregida.

Solucio:

(a) Transformem la matriu donada en una d’equivalent amb una identitat a la dreta:

(31321) (12142)
4104 1| ~., 410 4 1
1’ = 2f1
322 0 3 VA, 1302 4
2110 1
Y= -2 l g 8 8 j’
fo! = 4f2
f3' = 13+ 212
3110 0
“aren-ms 900 8 8 °
f2! = 2+ 13 0

(b) Com que en I'apartat anterior hem obtingut una matriu de control sistematica de la forma (P|/),
ara podem trobar la generadora de la forma (/| - PT).

10 2 0 1
01 410
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(c) La dimensié del codi és el nombre de files de la matriu generadora, que és 2.
(d) La longitud del codi és el nombre de columnes de la matriu generadora, que és 5.

(e) Per calcular la distancia minima comprovem que no pot ser 1 perqué no hi ha cap columna nul-la
en H ni pot ser 2 perqué no hi ha cap parella de columnes linealment dependents. Si que hi ha
tres columnes linealment dependents, per exemple la primera, la tercera i la cinquena. Per aixo
la distancia minima és d = 3.

() Es podran corregir d — 1 = 2 esborralls.
(9) Es podran corregir | ] = 1 errors.
(h) Per corregir la paraula amb esborralls resolem el sistema

3
31100 2 0
0 4 010 4 |=1 0 [,
4 0 0 0 1 X 0

y
que té solucié x = 2 i y = 3. Per tant, la paraula corregida és (32423).
(i) La sindrome de (43031) és, si fem servir la matriu de I'enunciat,

4
3 1 3 2 1 3 2
4 1 0 4 1 01l=] 2],
3 2 2 0 3 3 1
1
0 bé, si fem servir la matriu sistematica,
4
311 00 3 0
0 4 0 10 0 |=] 0 |.
4 0 0 0 1 3 2
1

(j) En tots dos casos veiem que la sindrome és dues vegades la cinquena columna de H. Per tant,
hi ha un error a la cinquena posici6.

(k) El valor de I'error és 2.
(I) La paraula corregida és (43031) — (00002) = (43034).

(a) Quants simbols diferents hi ha a Fy25?
(b) Quins sén els digits d’'un codi sobre Fq25?
(c) Quants digits té cada simbol?

5. (a) Doneu justificadament un polinomi en x que generi Fy.
(b) Doneu una taula exponencial-vectorial de F4.
(c) Anomenem « a la classe de x dins de F,4. Considerem el codi C amb matriu generadora

1 o o 1
G= ( 0 o> 0 o ) ’
Codifiqueu la cadena de bits 011001001111 i doneu el resultat també amb bits.

(d) Doneu una matriu de control del codli.
(e) Quina és la distancia minima del codi C?
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(f)

(9)

(h)

Quants errors es poden corregir en cada paraula rebuda? | quants esborralls? Quants errors es
poden detectar?

Detecteu si hi ha errors en la cadena codificada de bits

011111010011001000000000.

En quina posicié ha de ser un error per poder-lo corregir?

Solucio:

(@)

(b)

Els polinomis irreductibles de grau 2 de Z,[x] seran aquells que no s’anul-lin a 0 (coef. constant

1) ni a 1 (nombre senar de termes no nuls). Linic polinomi amb aquestes caracteristiques és
2

X +x+1.

0 |00
1 |10
o 01
a? | 11

La cadena de bits representa la cadena de simbols a1a0a?a?.

simbols per la matriu generadora:

Multipliguem cada parell de

a0c?1 ac’ala o?a?i1.
El resultat en bits sera

01001110 01111101 11111010.

La matriu generadora sistematica sera
1 0 a o
o1 0 1 J°

Per tant, com a matriu de control podem agafar
10
0o 1)

a 0
a® 1
Com que hi ha dues columnes iguals i no hi ha cap columna nul-la, la distancia minima és 2.
No es pot corregir cap error, es pot corregir un esborrall i es pot detectar un error.
De les tres paraules codificades només té error la paraula del mig (multiplicada per la matriu de
control dona + 0).
Comproveu que el polinomi x? + 2x + 2 és irreductible i primitiu a Z[ x].
Doneu una taula exponencial-vectorial de Zz[x]/x? + 2x + 2 respecte I'element o = [x].
Considerem el codi C amb matriu generadora

1 a o® o
G= ( 0 o* 0 1 ) '
Codifiqueu la cadena de trits 01211022. Doneu el resultat també com a cadena de trits.
Doneu una matriu de control del codi.

Quina és la distancia minima de C?

Quants errors es poden corregir en cada paraula rebuda? | quants esborralls? Quants errors es
poden detectar?
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(g) Corregiu els esborralls de la cadena de trits 01127722. Doneu el resultat en trits.
Solucio:

(@) El polinomi és irreductible perqué té grau 2 i no té arrels (f(0) = 2, f(1) =2 f(2) = 2). Sifem
totes les poténcies de a = [x] veiem que son diferents fins que arribem a o® = 1. Per aixo el
polinomi és primitiu.

(b)

vect.
00
10
01
11
12
20
02
22
21

]
s

o L0 oL Lo =0
N o o s e N

(c) Com que els elements de Z3[x]/x? + 2x + 2 es representen per dos trits cadascun, per poder
passar la cadena de trits a cadena de simbols haurem d’agrupar els trits de 2 en 2. Aixi, la cadena
de trits 01211022 la separem com (01)(21)(10)(22). A cada parella de trits li fem correspondre
un simbol seguint la taula de I'apartat anterior. Obtenim la cadena de simbols aa’1a®. Ara,
per poder codificar la cadena de simbols, la separem en blocs de k = 2 simbols: (aa’)(1a®).
Multipliguem cada bloc per la matriu generadora:

que correspon a la cadena de trits

01201211 10121101.

(d) La matriu generadora és equivalent a

que és equivalent a

a® 01 0
H= ( 2 1 0 1
(e) Com que hi ha dues columnes linealment dependents i no hi ha cap columna nul-la, la distancia

minima és 2.
(f) No es pot corregir cap error, es pot corregir un esborrall i es pot detectar un error.
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(9) La cadena de trits representa el vector aa®xa®. Perqué aquest vector sigui del codi, cal que en
multiplicar-lo per H ens doni el vector nul.

Deduim que
x+a’ =0.

7

Per tant, x = —a’ = o®. La paraula codi corregida és aa®a®a®, que correspon a la cadena de trits

01121222.

7. (a) Comproveu que el polinomi x* — 1 té 4 arrels diferents a Zs.

(b) Doneu el polinomi generador d’'un codi C primitiu ciclic sobre Zs de dimensi6 2 (I'apartat anterior
us pot ajudar).

—
o

Quina longitud té el codi?

a

Doneu el polinomi de control del codi.

o

—
—n
R . — i

Doneu una matriu generadora del codi.
Doneu una matriu de control del codi.

Quina és la distancia minima de C?

— o~
o «Q

Quants errors podem detectar amb aquest codi?

—_

Codifiqueu de manera sistematica en les darreres posicions la informacié 2014. Utilitzeu tantes
paraules com sigui necessari.

(j) Comproveu que les paraules obtingudes en I'apartat anterior pertanyen al codi per tres procedi-
ments diferents:
+ Mitjangant el polinomi generador.
+ Mitjangant el polinomi de control.
+ Mitjangant la matriu de control.

Solucio:
(a) Veiem que 1,2, 3,4 son arrels i son totes diferents. Per tant, x* -1 = (x —1)(x-2)(x-3)(x - 4).
(b) Haura de ser n = 4 i, per tant, el polinomi generador haura de ser un divisor de grau 2 de x* - 1.
Per I'apartat anterior, pot ser qualsevol de
e (x-1)(x-2)=x+2x+2
e (x-1)(x-3)=x2+x+3
e (x-1)(x-4)=x*>+4
« (x-2)(x-3)=x%+1
e (x-2)(x-4)=x2+4x+3
* (x-3)(x-4)=x2+3x+2.
Com a exemple de resoluci6 agafem g(x) = x2 + 2x + 2.
(c) n=g9-1=4.

(d) h(x) = £51 = CDEBEROD _ (x_3)(x-4) = x2 +3x +2

(e) Com a matriu generadora podem agafar

2 210
G:(0221)'
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(f) Com a matriu de control podem agafar la matriu generadora del codi generat pel polinomi reciproc

de h(x):
13 2 0
H:(o 13 2)'

(9) El'minim nombre de columnes linealment dependents de H és 3 i, per tant, aquesta és la distancia
minima.

(h) [ ]=1.

(i) Separem en dos blocs:
« (20): iy (x) =2, if(x)x" K =2x%, R(x) = x + 1, ij(X)x" % - R(x) = 2x% + 4x + 4 i obtenim la
paraula codi (4,4,2,0).
o (14): b(x) =1 +4x, b(X)x" % = x2 +4x3, R(x) = x + 4, b(X)X" ¥ = R(x) = 4x3 + x? + 4x + 1
i obtenim la paraula codi (1,4,1,4).

(j) - Dividim els polinomis corresponents a les paraules pel polinomi generador i veiem que ens
dona residu 0. En efecte, en el primer cas, (2x* + 4x + 4)/(x? + 2x + 2) = 2 i la divisi6 és
exacta. En el segon cas, (4x3 + x2 +4x +1)/(x? + 2x + 2) = 4x + 3 i la divisié és exacta.

+ Multipliguem els polinomis corresponents a les paraules pel polinomi de control i ens dona
un maltiple de x* - 1. En efecte, en el primer cas, (2x2 + 4x + 4)h(x) = 2x* + 3 = 2(x* - 1),
mentre que, en el segon, (4x3 + x% +4x + 1)h(x) =4x% + 3x* + x +2) = (4x + 3)(x* - 1).

4
(1 320)] 4| (o0
o1 322 {o
0
1
(13 20)] 4| (o0
01321 {o
4

8. Considerem el codi C sobre Z3 donat per les solucions del sistema

{ X1 +2X3+ X4 + X5+ 2% =0
X1 +2Xo + X3 +2X4 + 2% =0
Doneu una matriu G generadora de C.
Doneu una matriu H de control de C.
Com és el producte GH' ? | el producte HG”? Comproveu-ho.
Doneu la longitud i la dimensi6 de C.
Doneu la distancia minima de C.
Podem corregir algun esborrall? En cas afirmatiu
i. Digueu quants.
ii. Poseu un exemple detallat de correcci6 d’esborralls.
En cas negatiu
i. Justifiqueu per que no.
ii. Poseu un exemple detallat en quée no es corregeixi bé cap esborrall.
(g) Rebem la paraula 221220
i. Quina és la seva sindrome?
ii. Es del codi? En cas negatiu, si es pot corregir, expliqueu quina seria la paraula del codi
corregida; si no es pot corregir, doneu més d’una paraula que es trobin a distancia minima.
(h) Rebem la paraula 110102
i. Quina és la seva sindrome?
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ii. Es del codi? En cas negatiu, si es pot corregir, expliqueu quina seria la paraula del codi
corregida; si no es pot corregir, doneu més d’una paraula que es trobin a distancia minima.

(i) Rebem la paraula 022202
i. Quina és la seva sindrome?

ii. Es del codi? En cas negatiu, si es pot corregir, expliqueu quina seria la paraula del codi
corregida; si no es pot corregir, doneu més d’una paraula que es trobin a distancia minima.

(j) Rebem la paraula 210120
i. Quina és la seva sindrome?

ii. Es del codi? En cas negatiu, si es pot corregir, expliqueu quina seria la paraula del codi
corregida; si no es pot corregir, doneu més d’una paraula que es trobin a distancia minima.

Solucio:

(a) Una matriu de control ve donada pel sistema d’equacions i és
10 2 1 1 2
H= ( 12120 2 )

En busquem una d’equivalent que sigui sistematica:

to2112)(102112) (1021 2
121 2 0 2 022120 01 1 2 0
Deduim que una matriu generadora és
121 000
21 0100
G= 2 20010
1 0 0 0 O 1
(b) Una matriu de control 'hem donada en I'apartat anterior i és
10 2 11 2
H :(1 2120 2)
(c) El producte GH' és la matriu nul-la de dimensions 4 x 2:
1 1
121 000 0 2 3 6 0o
21 0100 2 1| |3 6] 100
2 20010 1 2] |3 6] |00
1 0 0 0 0 1 10 3 3 0 o0
2 2
El producte HG" és la matriu nul-la de dimensions 2 x 4:
1 2 2 1
2 1 20
10211 2 i 00O0] (3333} (0000
121 2 0 2 0 1t oo \'e 6 6 3J] \0O0O0TO0
0O 01O
50 0 0 1

(d) n=6,k=n-2=4.
(e) d =2 perqué hi ha dues columnes de H que son linealment dependents.
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Es pot corregir un esborrall. Per exemple, suposem que rebem la paraula 100007. Resolem el

|

corregida és 100001.

o o

sistema H - ) equivalent a 2x + 1 = 0. Deduim que x = 1 i, per tant, la paraula

X OO0 oo =

La sindrome és ( g . No es pot corregir perquée I'error tant podria ser 200000 com 000001. A

distancia minima (igual a 1) hi trobem 021220 i 221222.

La sindrome és ( 8 ) Es del codi.

La sindrome és ( ; ) No es pot corregir perqué I'error tant podria ser 002000 com 000100. A

distancia minima (igual a 1) hi trobem 020202 i 022102.

La sindrome és ( g ) Lerror és Unic perque només pot ser 00020. Per tant, la paraula corregida
sera 210100.

Doneu la matriu de control d’'un codi binari de dimensié 3 capa¢ de corregir un esborrall en una
paraula codificada.

Poseu un exemple de paraula del codi i poseu-li un esborrall.

Expliqueu el procés per corregir I'esborrall de I'apartat anterior.

Amb el codi que heu construit, es podrien corregir dos esborralls?

Si en I'apartat anterior heu respost que si, poseu un exemple de paraula del codi amb dos esbor-
ralls i expliqueu el procés per corregir-los. Si en I'apartat anterior heu respost que no, poseu un
exemple de paraula amb dos esborralls que no es puguin corregir.

Solucio:

(@)

Perqué sigui un codi binari cal que la matriu sigui de zeros i uns. Perqué una matriu sigui una
matriu de control, cal que totes les seves files siguin linealment independents. Per tenir dimensid
3 cal que el nombre de files de la matriu de control sigui n— 3, on n és el nombre de columnes.
I, finalment, perqué puguem corregir un esborrall, cal que la distancia minima sigui > 2. Per aix0
n’hi ha prou que no hi hagi cap columna nul-la.

Com a exemple haguéssim pogut donar la matriu

11 0 0 1
00 1 1 1

Com a matriu generadora podem agafar

110 0O
0 01 10
101 0 1

Com a paraula codi, aleshores podem agafar qualsevol fila de la matriu generadora. Per exemple,
la primera: 11000. Li podem afegir un esborrall a la primera posici6 i obtenir 71000.

Perqué una paraula sigui del codi, en multiplicar-la per la matriu de control ens ha de donar zero.
Aixd ens determina el seglent sistema d’equacions:

11 0 0 1
001 1 1

X

[« N
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10.

(d)

No, perque la distancia minima és 2 perqué hi ha dues columnes linealment dependents (o també
perque la matriu generadora té paraules de pes 2). Si haguéssim tingut distancia minima > 3,
aleshores si, perd no és el cas de I'exemple que hem triat.

La paraula (77000) no es pot corregir de manera Unica, perqué tant (11000) com (00000) sén
paraules del codi.

Doneu justificadament una matriu de control d’'un codi binari de dimensi6 4 capag¢ de corregir un
error en una paraula codificada.

Doneu-ne una matriu generadora.

Poseu un exemple de paraula no nul-la del codi i poseu-li un error.

Expliqueu el procés per corregir I'error de I'apartat anterior.

Amb el codi que heu construit, es podrien corregir sempre dos esborralls?

Si en 'apartat anterior heu respost que si, poseu un exemple de paraula del codi amb dos ebor-
ralls i expliqueu el procés per corregir-los. Si en I'apartat anterior heu respost que no, poseu un
exemple de paraula amb dos esborralls que no es puguin corregir.

Amb el codi que heu construit, es podrien corregir sempre dos errors?

Si en I'apartat anterior heu respost que si, poseu un exemple de paraula del codi amb dos errors i
expliqueu el procés per corregir-los. Si en I'apartat anterior heu respost que no, poseu un exemple
de paraula amb dos errors que no es puguin corregir.

Solucio:

(@)

Perqué es tracti d’'un codi binari cal que la matriu sigui de zeros i uns. Perqué una matriu sigui una
matriu de control, cal que totes les seves files siguin linealment independents. Per tenir dimensié
4 cal que el nombre de files de la matriu de control sigui n -4, on n és el nombre de columnes.
I, finalment, perqué puguem corregir un error, cal que la distancia minima sigui > 3. Per aix0 n’hi
ha prou que no hi hagi cap parell de columnes linealment dependents, que en el cas binari es
redueix al fet que no hi hagi dues columnes iguals.

Com a exemple haguéssim pogut donar la matriu

i 0010 1 1
010110 1
0010111
Com que és una matriu sistematica, una matriu generadora seria
i1 01 000
0110100
1010010
111 0 0 0 1

Com a paraula codi, aleshores podem agafar qualsevol fila de la matriu generadora. Per exemple,
la primera: 1101000. Li podem afegir un error a la primera posici6 i obtenim 0101000.

Com que el codi té distancia minima 3, només podem corregir un error, i aixo ho podem fer per
la sindrome:

0

1
1001 01 1)\]0 1
01t 0110 1 1 1=]10
001011 1J]O0 0

0

0

Com que la sindrome és un mudltiple de la primera columna de la matriu de control, deduim que
I'tnic error s’ha produit a la primera posici6. Com que el codi és binari I'error per forga és 1.
Deduim que la paraula enviada és 0101000 + 1000000 = 1101000.
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(e) Si, perque la distancia minima és 3.
(f) Com a exemple agafem la mateixa paraula d’abans on hem posat esborralls en les dues darreres

posicions: 110107?7. A I'hora de corregir-la, substituim els esborralls per “x” i “y” i imposem que

en multiplicar per la matriu de control el resultat sigui zero:
1

1
1 001 0 1 1 0 X+y
0o1 0110 1 11=1 vy 1.
O 010 1 1 1 0 X+y
X
y

Deduim que x = y = 0, per tant, la paraula enviada era 11010xy = 1101000.

(9) No, perque la distancia minima és 3 perque hi ha tres columnes linealment dependents (o també
perque la matriu generadora té paraules de pes 3). Si haguéssim tingut distancia minima > 5,
aleshores si, pero no és el cas de I'exemple que hem triat.

(h) Suposem que s’envia 1101000 (la mateixa paraula que abans) i es produeixen dos errors en la
primera i segona posicio, respectivament. Aleshores es rep la paraula 0001000, que és més a
prop de 0000000 que no pas de la paraula original.

11. Considerem el conjunt de paraules {0000,0101,1010,1111} ¢ Z,.
(a) Demostreu que és un codi lineal.
(b) Quina dimensié té?
(c) Doneu-ne una matriu generadora.
(d) Demostreu que és un codi ciclic.
(e) Doneu-ne el polinomi generador.
Solucio:

(a) Es un subespai vectorial perqué totes les combinacions lineals de dues de les quatre paraules
pertanyen al codi:

0000 + 0000 = 0000
0000 + 0101 = 0101
0000 + 1010 = 1010
0101 + 0101 = 0000
0101 + 1010 = 1111
o101 + 1111 = 1010
1010 + 1010 = 0000
1010 + 1111 = 0101
1111+ 1111 = 0000

Per tant, és un codi lineal.
(b) La dimensié és 2 perqué és el maxim nombre de paraules linealment independents.
(c) Haguéssim pogut agafar qualsevol de les tres matrius seglents:

01 0 1 01 0 1 10 10
1 0 1 0 11 1 1 11 1 1)
o qualsevol de les anteriors intercanviant les dues files.
(d) Es un codi ciclic perqué qualsevol desplagament circular de qualsevol de les paraules dona una

altra paraula del codi. En efecte,

« tots els desplagaments circulars de 0000 donen la mateixa paraula 0000,
« tots els desplagaments circulars de 0101 donen o bé la mateixa paraula 0101 o bé la paraula
1010,
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12.

« tots els desplagaments circulars de 1010 donen o bé la mateixa paraula 1010 o bé la paraula
0101,
* tots els desplagaments circulars de 1111 donen la mateixa paraula 1111.

(e) Els polinomis que representen les 4 paraules del codi s6n 0, x + x3, 1 + x2, 1 + x + x® + x%, dels
quals el de grau minim sense comptar el 0 és x2 + 1. Per tant, aquest és el polinomi generador
del codi.

(@) Doneu I'iinic polinomi f de Z[x] tal que Zy[x]/f és el cos de 4 elements. Justifiqueu per qué,
amb el polinomi que heu escollit, Z>[x]/f és un cos.
(b) Anomenem « a la classe de x dins el cos generat en I'apartat anterior. Considerem el conjunt de
vectors
C={(0,0,0),(1,a,0%), (a,a?1),(a®1,a)}.
Demostreu que es tracta d’un codi lineal.
Quina és la longitud del codi?
Doneu-ne una matriu generadora.
Quina és la dimensi6 del codi?

)
)
)
(f) Doneu-ne una matriu de control.
) Quina és la distancia minima del codi? | la capacitat correctora?
) Es tracta d’'un codi ciclic?

)

En cas afirmatiu, quin és el polinomi generador? En cas negatiu, quins vectors li hem d’afegir
perqueé sigui un codi ciclic?
Solucié:

(@) f(x) = x®+ x + 1. Obtenim un cos perqué és irreductible (té grau 2 i no té arrels) i el cos és de
22 = 4 elements. La seva taula d’equivaléncies és

exp. | vect.
0 00
1 10
Q 01
o |11

(b) Anomenem v; = (0,0,0), v, = (1,a,0?),vs = (o, a?,1), v4 = (?,1, ). Es un codi lineal perqué
totes les sumes de dos vectors cauen dins de C:

Vi+tVi=Vy Vi+Vo=Vo Vi+V3=Vy Vi+VWVg=VWy
Vo+Vo=Vy Vo+Va=Vg Vot+Vg=V3

Va+Va=V4 V3+Vg=VWo

Va+ Vg =Wq

i perque qualsevol vector multiplicat per un escalar també cau dins de C:

0V1 =W 1V1 =V aVi=W a2V1 =W

0V2:V1 1V2=V2 aVo = V3 042V2:V4

0V3=V1 1V3=V3 V3 = V4 a2V3=V2 ’
2

0V4 Vq 1V4 =Vs aVyg=Vo Q" V4=V3

(c) La longitud del codi és 3 perque és el nombre de components dels seus vetors.

(d) A l'apartat (b) hem vist que els miultiples de v» sén tot C (podem dir el mateix dels multiples de
v3, i dels de v5). Aixo ens diu que v» genera tot C (o també v 0 v4) i, per tant, {v,} és una base
de C com a subespai vectorial. Per tant, la matriu que té una Unica fila corresponent a v» és una
matriu generadora de C. Aixi doncs, podem agafar G=( 1 a o? ).
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(e) La dimensi6 és 1 perqué hem vist que hi ha un sol vector que genera tot el codi. També podem

dir que és 1 perqué és el nombre de files de G.

() La matriu G = ( 1 a o ) té una identitat a I'esquerra, de dimensions 1 x 1. En efecte,

G=(/|P)amb/=(1)iP=( a o). Pertant, podem agafar com a matriu de control la

matriu
a 1 0
H:(‘PT/):(0201)

(g) Ladistancia minima és d = 3 perque és el minim dels pesos de C. Capacitat correctora =[%J =

1.

(h) Si que es tracta d’'un codi ciclic, ja que tots els desplagaments circulars de vy sén ell mateix i tots

(i

els desplagaments circulars de v», v3, v4 sOn algun de vo, vs, V4.

Es a+a?x+x2, ja que és I'linic polinomi ménic de grau minim d’entre els que representen paraules
no nul-les del codi.

13. Considerem el codi binari C, < F§ generat per la matriu

(@)

(b)

11 1 1 1 1

G= ( 101010 )
Quantes paraules t¢é? Enumereu-les totes.
Solucio:
Té 4 paraules, que sén ¢; = (000000),c, = (111111),¢3 = (101010), ¢4 = (010101).
Quina longitud té?
Solucié:
Té longitud 6.
Quina dimensi6 té? Justifiqueu la resposta.
Solucio:
Té dimensid 2 perqué esta generat per dues paraules linealment independents.
Demostreu que es tracta d’un codi ciclic.
Solucio:
Es tracta d’'un codi lineal per ser definit com I'espai vectorial generat per les files de G i és ciclic,
ja que tots els desplagaments circulars de les paraules de C, s6n paraules de C,. En efecte,
els desplagaments circulars de ¢y i de ¢, els deixen invariants, mentre que els desplagcaments
circulars de c3 i ¢4 s6Nn 0 bé c3 0 bé ;.
Quin és el seu polinomi generador? Justifiqueu la resposta.
Solucio:
Dels polinomis que representen les paraules de Co, el que és monic i té grau minim i, per tant, és
el polinomi generador, és g(x) = x* + x% + 1.

Quin és el seu polinomi de control?

Solucio:
El polinomi de control ésh(x)zﬁﬁzx4f;1+1=x2+1.
Doneu una matriu de control de Co.
Solucio:
1 01 00O
01 0100
H= 0 01 010
0 0 01 0 1
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(h)

Quina és la distancia minima de C,? Justifiqueu la resposta.

Solucio:

No hi ha cap columna de H nul-la. Per tant, d > 2. No hi ha dues columnes de H proporcionals.
Per tant, d > 3. Hi ha tres columnes de H linealment dependents. Per exemple, la primera, la
tercera i la cinquena. Per tant, d = 3.

Quants errors es poden corregir en una paraula de C,? Justifiqueu la resposta.

Solucié:

Com que la distancia minima és d = 3, es pot corregir | 51| = 2] = 1 error.

Quina és la sindrome de la paraula (100110)?

Solucio:
1
0 1
0 1
AN P e
1 1
0

Si té errors expliqueu els passos per corregir-los i doneu la paraula corregida. Si no té errors
demostreu que no en té.

Solucié:

La manera d’obtenir la sindrome com a combinacié lineal de columnes de H emprant el minim
nombre possible de columnes és com la suma de les columnes 3a i 4a. Com que no hi ha cap
altra combinaci6 de dues columnes que doni la sindrome, podem deduir que només s’han produit
dos errors ens les posicions 3a i 4a i que laparaula enviada era (101010).

Poseu un exemple de paraula amb dos errors que no es corregeixi de manera correcta.
Solucio:

Com que les columnes primera i cinquena sumen la columna tercera, si es produeix un error a
la posicié primera i un altre a la cinquena, la sindrome sera la mateixa que si només s’hagués
produit un sol error a la tercera posicié i, per tant, per maxima versemblanga, corregirem pensant
gue només s’ha produit un error a la tercera posicié. Per exemple, si a la paraula (000000) li
afegim dos errors a les posicions primera i cinquena obtenim la paraula (100010). La sindrome
d’aquesta paraula sera (1010) que és igual a la tercera columna. Per tant, deduim que la paraula
enviada era (100010) — (001000) = (101010).

14. Considerem el codi ternari C3 ¢ F§ generat per la matriu

(@)

(b)

()

11 1 1 1
o !

Quantes paraules t¢é? Enumereu-les totes.

Solucié:

Té 9 paraules, que s6n ¢; = (000000),c, = (111111),¢c3 = (101010),c4 = (010101),¢5 =
(222222), c5 = (202020), ¢; = (020202), cg = (212121), ¢y = (121212).

Quina longitud té?

Solucio:

Té longitud 6.

—_
o =
SNS—

Quina dimensi6 té? Justifiqueu la resposta.
Solucié:
Té dimensié 2 perqué esta generat per dues paraules linealment independents.
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Es tracta d’un codi ciclic? Justifiqueu la resposta.

Solucié:

Es tracta d’un codi lineal per ser definit com I'espai vectorial generat per les files de G i és ciclic,
ja que tots els desplagaments circulars de les paraules de C, sén paraules de C,. En efecte, els
desplagaments circulars de ¢y, de ¢, i de ¢s els deixen invariants, els desplagaments circulars
de c3 i ¢4 SON 0 bé ¢c3 0 bé ¢4, els desplagaments circulars de ¢ i ¢; s6n 0 bé ¢cs 0 bé ¢; i els
desplagaments circulars de cg i cg s6n 0 bé cg 0 bé cy.

Si es tracta d’'un codi ciclic, doneu el seu polinomi generador i justifiqueu la resposta. Si no és
ciclic, doneu una paraula que no tingui els desplagaments circulars dins el codi.

Solucio:

Dels polinomis que representen les paraules de Cs, el que és monic i té grau minim i, per tant, és
el polinomi generador, és g(x) = x* + x% + 1.

Si es tracta d’un codi ciclic, doneu el seu polinomi de control i justifiqueu la resposta. Si no és
ciclic, doneu una altra paraula que no tingui els desplagaments circulars dins el codi.

Solucio:

El polinomi de control és h(x) = A5 = X2 _ x2 2

X44x241 7 x44x2+1

Doneu una matriu de control de Cs.

Solucio:
2 01 0 0O
020100
H= 0 02010
0 00 2 0 1

Quina és la distancia minima de C3? Justifiqueu la resposta.

Solucio:

No hi ha cap columna de H nulla. Per tant, d > 2. No hi ha dues columnes de H proporcionals.
Per tant, d > 3. Hi ha tres columnes de H linealment dependents. Per exemple, la primera, la
tercera i la cinquena. Per tant, d = 3.

Quants errors es poden corregir en una paraula de C3? Justifiqueu la resposta.

Solucio:

Com que la distancia minima és d = 3, es pot corregir | % | = |35 | = 1 error.

Quina és la sindrome de la paraula (212021)?

Solucio:
2
1 0
2 2
Hl o 7] o
2 1
1

Si té errors, expliqueu els passos per corregir-los i doneu la paraula corregida. Si no té errors
demostreu que no en té.

Solucié:

Observem que la sindrome és dues vegades la quarta columna de H. Deduim que hi ha hagut un
error amb valor 2 a la posicié quarta i la paraula enviada era (212021) — (000200) = (212121).
Doneu una paraula no nu-la del codi amb dos esborralls i corregiu-los explicant tots els passos.
Solucio:

Podem agafar, per exemple, la paraula c; i li afegim dos esborralls a les darreres posicions i ob-
tenim (020277). Per corregir els esborralls els convertim en incognites x i y, és a dir, considerem
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(0202xy). Multipliquem aquesta paraula amb incognites per la matriu de control i imposem que
el resultat sigui el vector nul. Aixo ens dona el sistema d’equacions segient:

0
0
X

1l I 1l
o O O O

1+y

D’on deduim que x =0, y = 2 i, per tant, la paraula enviada era (020202).

15. Considerem el conjunt de vectors amb coeficients a Zs segiient:
Cc=1{(0,0,0,0),(1,2,4,3),(2,4,3,1),(3,1,2,4),(4,3,1,2)}.

Doneu la taula de la suma i del producte de Zs.

Quantes possibles sumes hi ha entre dos vectors de C? Calculeu-les totes.

Quants possibles productes d’'un escalar de Zs per un vector de C hi ha? Calculeu-los tots.
Es C un codi lineal?

Quina és la longitud del codi?

—
)

Quina és la dimensi6 del codi?

Q

Doneu-ne una matriu de control.
Quin sistema lineal d’equacions ens dona com a soluci6 totes les paraules del codi?
Agafeu una paraula no nul-la qualsevol de C i comproveu que és solucié del sistema anterior.

)

)

)

)

)

) Doneu-ne una matriu generadora.
)

)

)

)

) Quina és la distancia minima del codi? | la capacitat correctora?
)

Considerem el vector (3,1,2,4).
(i) Doneu-ne la sindrome.
(i) Es pot corregir de manera univoca?
« En cas afirmatiu, expliqueu els passos seguits per corregir mitjangant la sindrome, aixi
com el corresponent vector corregit.
» En cas negatiu, doneu la llista de les paraules de C que es troben a distancia de Ham-
ming minima.
(m) Considerem el vector (2,4,4,3).
(i) Doneu-ne la sindrome.
(i) Es pot corregir de manera univoca?
« En cas afirmatiu, expliqueu els passos seguits per corregir mitjangant la sindrome, aixi
com el corresponent vector corregit.
» En cas negatiu, doneu la llista de les paraules de C que es troben a distancia de Ham-
ming minima.
(n) Considerem el vector (2,3,1,2).
(i) Doneu-ne la sindrome.
(i) Es pot corregir de manera univoca?
» En cas afirmatiu, expliqueu els passos seguits per corregir mitjangant la sindrome, aixi
com el corresponent vector corregit.
» En cas negatiu, doneu la llista de les paraules de C que es troben a distancia de Ham-
ming minima.
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(0) Es C un codi ciclic?

(p) En cas afirmatiu, quin és el polinomi generador monic? En cas negatiu, quins vectors li hem
d’afegir perqué sigui un codi ciclic?

(g) En cas afirmatiu, quins son el polinomi de control i el polinomi generador monic del codi dual? En
cas negatiu, quins son tots els vectors del dual?

Solucio:
(a)
+[o[1]2]3]4
ojo|1|2|3]|4
11112340
212|13[4/|0 |1
313(4|0[1]2
414(0|1]23
x|0|112|3|4
ojojo|j0|0]|O
110(1|2[3|4
210|124 |13
310(3|1]4]2
410(4|13]2|1

(b) Diem vy = (0,0,0,0),vo=(1,2,4,3),v3=(2,4,3,1),v4=(3,1,2,4),v5 = (4,3,1,2).
Hi ha 15 possibles sumes entre els vectors de C. Sén les seglents:

Vi+Vvi=Vy Vi+Vo=Vo Vi+V3z=V3 Vi+Vy
Vo+ Vo=V Vo+V3=Vg Vo+Vg=Vsg Vo+ V5=V

Va+Vga=Vsg V3+VWVg=Vy V3g+Vg=VW

Vo +Vg=Vo Vg+Vs=V3

Vs + Vs =Wy

Vo Vi+Vs=Vs5

(c) Hiha 25 possibles productes d’un escalar de Zs per un vector de C. Sén els seguents:

0V1 =V 1V1 =V 2V1 =W 3V1 =W 4V1 =W
Ovo=vi 1va=Vvo 2Vb=Vv3 3Bwa=V; 4vo=V5
Ovs=vi 1wz=vz 2v3=Vv5 3wz=Vo 4wz3=Vy
0V4:V1 1V4=V4 2V4:V2 3V4: Vs 4V4I V3
0V5:V1 1V5:V5 2V5:V4 3V5= V3 4V5: Vo

(d) Es un codi lineal perqué totes les sumes de dos vectors pertany a C i perqué qualsevol vector
multiplicat per un escalar també pertany a C.

(e) La longitud del codi és 4 perqué és el nombre de components dels seus vetors.
(f) Al'apartat 3 hem vist que els multiples de v» sén tot C (podem dir el mateix dels mdltiples de v3,
dels de v4 i dels de vs). Aixd ens diu que v» genera tot C (o també vs, v4 0 V5) i, per tant, {vo} és

una base de C com a subespai vectorial. Per tant, la matriu que té una Unica fila corresponent a
V> és una matriu generadora de C. Aixi doncs, podem agafar G=( 1 2 4 3 ).

(9) La dimensi6 és 1 perqué hem vist que hi ha un sol vector que genera tot el codi. També podem
dir que és 1 perque és el nombre de files de G.
(h) La matriu G = ( 1 2 4 3 ) té una identitat a I'esquerra, de dimensions 1 x 1. En efecte,

G=(1/|P)amb/=(1)iP=(2 4 3).Pertant, podem agafar com a matriu de control
la matriu

3100
H=(-PT|1)=1 010
2 0 0 1
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(i) Un vector (xo, X1, X2, X3) € Zs pertany al codi si i només si

0

3x+xy = 0 X;i = 2x
Xo+X2 = 0 o,equivalentment,{ x2 = 4xg
2% +x3 = 0 Xs = 3x

Si agafem v, tenim que xo = 1 i es verifiquen les tres equacions: x; = 2 = 2xg, Xo = 4 = 4xp,
Xo =3 = 3Xp.

Si agafem vs, tenim que xo = 2 i es verifiquen les tres equacions: x; = 4 = 2xg, Xo = 3 = 4Xp,

Xo =1 =3xp.
Si agafem vy, tenim que xo = 3 i es verifiquen les tres equacions: x; = 1 = 2xg, X2 = 2 = 4Xp,
Xo =4 = 3Xp.
Si agafem vs, tenim que xo = 4 i es verifiquen les tres equacions: x; = 3 = 2xg, X0 = 1 = 4xo,
Xo =2 = 3Xp.

d = 4 perqué és el minim dels pesos de les paraules no nul-les de C. Capacitat correctora

=15 =1.

3100 ? 0
1010 5 |= 0
2 0 0 1 4 0
Com que la sindrome és nul-la, és una paraula del codi i ja no cal corregir.
3100 i 0
1010 4 |7 1
2 0 0 1 3 2

No es pot corregir de manera univoca, perque, si anomenem hy, ho, hs, hy, respectivament, a
les columnes de H, aleshores la sindrome es pot escriure amb el minim nombre de columnes
possible, o bé com hy — 3he, 0 bé com hz + 2h,.
Veiem que la distancia de Hamming de (2,4, 4, 3) a les paraules del codi és
- d((2,4,4,3),vy) =4
d((2,4,4,3),v) =2
d((2,4,4,3),v3) =2
« d((2,4,4,3),v) =4
* d((2a4a473)7 VS) =4
La llista de les dues paraules a distancia de Hamming minima de (2,4, 4,3) és, doncs, {v2, v3}.

31 00 g 4
1010 1 1= 3
2 0 0 1 5 1

Veiem que la sindrome és 3h;. Aix0 vol dir que hi ha un error a la primera posicié amb valor 3. Si
el restem de la paraula rebuda obtenim (2,3,1,2) - (3,0,0,0) = (4,3,1,2) = vs € C.

Si que es tracta d'un codi ciclic, ja que tots els desplagaments circulars de v4 sén ell mateix i tots
els desplagaments circulars de v», v3, V4, V5 SON, respectivament, va, Vs, Va, vs.

X3 +3x% +4x + 2.

El polinomi de control és h= (x°-1)/(x® +3x% +4x +2) = x + 2.

Polinomi monic vol dir que el coeficient del terme de grau més gran és 1. El polinomi generador
del codi dual és el reciproc del polinomi de control. Aixd vol dir el de control perd invertint els
coeficients de grau més petit a grau més gran. Aixi, el reciproc de x + 2 (coeficients 2,1) és 2x + 1
(coeficients 1,2). Perd 2x + 1 no és monic. Per passar-lo a monic I’hem de “dividir” entre 2, és
a dir, multiplicar per l'invers de 2, que és 3. Per tant, el polinomi generador monic del dual és
3(2x+1)=x+3.
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16. A Z7[x] considerem el polinomi g(x) = x* + 3x3 + x + 3 i el codi primitiu C, generat per g.
a) Expliqueu per qué g genera un codi ciclic.
) Doneu el polinomi de control de C..
) Doneu una matriu generadora de Co.
) Doneu una matriu generadora de C, sistematica per I'esquerra.
e) Doneu una matriu generadora de C. sistematica per la dreta.
) Doneu el polinomi generador (modnic) del codi dual de C..
) Doneu la matriu de control de C, que s’obté a partir del polinomi de control.
)

Volem enviar el bloc d’'informacié 21. Doneu el polinomi corresponent a la informacié que es vol
enviar.

(i) Per enviar-lo utilitzarem la codificacié sistematica dels codis ciclics.

» Doneu el dividend de la divisié necessaria per a la codificacié sistematica.

» Doneu el divisor de la divisié necessaria per a la codificacié sistematica.

» Doneu el quocient de la divisi6 necessaria per a la codificacié sistematica.

» Doneu el residu de la divisié necessaria per a la codificacié sistematica.

(j) Doneu el polinomi corresponent a la codificacié sistematica del bloc 21.
(k) Doneu el vector corresponent a la codificacié sistematica del bloc 21.
Solucio:
(a) Com que ens diuen que es tracta d’'un codi primitiu, sabem que la seva longitud sera g -1 =

7 -1 = 6. Sidividim x® — 1 entre g ens dona quocient x2 + 4x + 2 i residu 0. Com que el residu és
0, g és divisor de x" — 1 i, per tant, és el polinomi generador d'un codi ciclic de longitud 6 a F5.

(b) El polinomi de control és el quocient de la divisi6 anterior, que és h(x) = x* + 4x + 2.
(c) A partir dels coeficients de g construim la matriu generadora:

31 03 10
0 3103 1

(d) Per trobar la matriu generadora sistematica per la dreta fem transformacions de files:

3103 10 N 150150
0 310 3 1 f1" =51 015015
f2' = 5f2

1 0 3 1 0 3
T =f1+2f2 015015

(e) Com que el codi és ciclic, la matriu sistematica per I'esquerra la podem obtenir, simplement, per
un desplagament circular de les seves columnes:

310310

50150 1
(f) El polinomi generador (monic) del dual I'obtenim a partir del reciproc del polinomi de control i
multiplicant-lo per una constant perqué ens quedi monic. En efecte, h*(x) = 2x2 + 4x + 1. Per

obtenir un generador monic I'haurem de multiplicar per I'invers de 2, que és 4 (trobem facilment
que 2-4 = 1 a Z;). Obtenim que el polinomi generador del dual sera 4h*(x) = x2 + 2x + 4.

(9) La matriu de control que obtenim a partir del polinomi de control és

4 2

[N N
(=Rt
o = b
- AN O
A~ DN OO
NO oo
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(h) Codifiguem la informacié com i(x) = x + 2.

(i) Per fer la codificacié sistematica hem de fer la divisié de polinomis de dividend x° + 2x* i divisor
g(x) = x* +3x® + x + 3. El quocient ens dona x + 6 i el residu 3x® + 6x? + 5x + 3.

(i) Deduim que el polinomi corresponent a la codificacio sistematica de la informacié és x° + 2x* +
4x3 + x2 + 2x + 4, que correspon a la paraula codi (421421).
17. (a) Considerem el codilineal C c Z§ generat pels vectors (6, 4,6,1,0,0), (0,6,4,6,1,0)i(0,0,6,4,6,1)
amb components de Z;. Quines sén la seva longitud i la seva dimensi6?
Doneu-ne una matriu generadora.
Comproveu que es tracta d’un codi ciclic.

Doneu-ne una matriu de control.

)
)
(d)
(e) Doneu-ne una altra matriu de control per un procediment diferent.
) Quina és la distancia minima de C? Justifiqueu-ho.
) Doneu una paraula del codi de pes 4, una de pes 5 i una de pes 6.
)

Agafeu la paraula de pes 5 i anomeneu-la ¢. Doneu totes les paraules que obtenim quan fem
desplagaments circulars de c.

(i) Agafeu un dels desplagaments circulars de ¢ i comproveu que pertany a C mitjangant una matriu
de control.

() Agafeu un altre dels desplagaments circulars de c, diferent de I'anterior, i comproveu que pertany
a C mitjangant o bé el polinomi generador o bé el polinomi de control.

(k) Agafeu un altre dels desplagaments circulars de c, diferent dels anteriors, i produiu-li dos esbor-
ralls.

() Expliqueu i feu tots els passos necessaris per corregir els esborralls.
(m) Agafeu un altre dels desplagaments circulars de c, diferent dels anteriors i produiu-li un error.
(n) Expliqueu i feu tots els passos necessaris per corregir I'error.
Solucio:
(a) n=86, k=3.
(b)

6
G=| 0
0

o o N
(20~ o))

10
6 1
4 6

- O O

(c) Si fos un codi ciclic, deduim per la forma de la matriu que el seu polinomi generador hauria de
ser x2 + 6x2 + 4x + 6. En efecte, el polinomi monic de grau més petit que podem obtenir com a
combinacié lineal dels polinomis corresponents a les files de G és precisament aquest.

Comprovem si aquest polinomi divideix x” — 1 = x8 + 6.

X8 +6 x3+6x2+4x+6

—(x% +6x% + 4x* +6x° ) X3+ X% +4x+1
x° +3x* + X3 +6
-( x® +6x*+4x3+6x2 )
4x* + 4x3 + x° +6

—(4x* +3x3+2x2+3x )
x3 +6x2+4x+6

—( x® +6x%+4x+6)

0
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Com que el dividieix, deduim que es tracta del polinomi generador d’un codi ciclic. La matriu
generadora del codi ciclic generat per aquest polinomi és la de I'enunciat i per aix6 deduim que
la matriu genera un codi ciclic.

6
x°—1 _ 3
XBr6x2raxi6 - X

|

(d) Com que es tracta d’'un codi ciclic amb polinomi de control +x% +4x + 1, deduim

que una matriu de control és

—_ N
—_ N =

0
1
4

- O O

1 1
Hi=] 0 1
0 o0

(e) Busquem una matriu G’ sistematica, G’ ~ G.

6 4 6 1 0 0 6 4 6 1 0 0
06 46 10 oGt 1 633010
(006461) (006461)
6 4 6 1 0 0
~fy=fy—4f,—6h=3f +h+1s ( 6 3 3 010 ): G
31 6 0 0 1

Deduim que una matriu de control sistematica sera

10
H=] 0 1
0 o0

(f) La distancia minima és 4 perqué és el minim nombre de columnes linealment dependents de H;
o de H.. Tots els grups de tres columnes 0 menys sén linealment independents.

- O O

1 1
3 4
1 4

N YRS

(9) Laprimera fila de G és 646100 i té pes 4. La suma de les tres files de G és 632401 i té pes 5. La
suma de les tres files de G’ és 111111 i té pes 6.
(h) ¢ =632401. Els seus desplagaments circulars sén:
+ 324016
+ 240163
+ 401632
+ 016324
+ 163240
* 632401, que torna a ser c.

(i) Agafem el desplagament circular 324016. Podem comprovar-ho amb H; o H,. Ho farem amb H, :

100 1 1 4 28 0
01 0 3 4 6 =| 42 |=| 0 |.
o011 4 1 14 0

(j) Agafem el desplagament circular 240163. Mitjangant el polinomi generador:

w

OO = O Ph~DN

3x5 + 6x* + X° +4x+2 ‘ X3 +6x°+4x+6

—(3x° + 4x* + 5x3+4x2 ) 3x°+2x + 5
2x* + 3x3+3x% +4x+2
—(2x* + 5x3+ x2 +5x )
5x3+2x%+6x+2
—-(5x3+2x%+6x+2)
0
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O bé mitjangant el polinomi de control:

(Bx°+6x* + X} +4x+2) - (xXP+x2+4x+1) 3+ (B3+6)x"  +(5+6+1)x°+(B3+3+1)x°+(6+4+4)x*+
+(1+4+2)x° + (2+2)x%+ (4+1)x+2

= 3x%+2x" +5x°+4x2 +5x+2

= (8x%+2x+5)x® - (8x% +2x + 5)

= (x*-1)(3x* +2x +5)

0 mod (x®-1)

(k) Agafem el desplagament circular 401632. Li posem dos esborralls, per exemple, en les dues
darreres posicions: 401677,

() Les convertim en incognites x, y i resolem el sistema

4
1 0 0 1 1 4 1 X+4y+3 0
01 0 3 4 6 6 |~ 4x+6y+4 |=| 0 |.
001 1 4 1 X 4x +y 0

y
De la darrera equacioé deduim que y = 3x, substituint a la primera obtenim 6x + 3 =0, d'on x = 3
i, per tant, y = 3x = 2. Obtenim la paraula original, prévia als esborralls: 401632.

(m) Agafem el desplagament circular 016324. Li posem un error, per exemple, en la darrera posici6:
016320.

(n) Multipliquem la paraula per la matriu de control per calcular la sindrome:

0
1
1001 1 4 6 5
(010346) 3 :(4)
001 1 4 1 3
2
0
5 4
Mirem si és multiple d’alguna de les columnes de H i resultaque | 4 |=3| 6 |, ésadir, és
3 1

3 vegades la darrera columna. Aixo vol dir que hi ha un error de valor 3 a la darrera posici6 que li
hem de restar a la paraula rebuda. Per tant, la paraula corregida sera 016320 -000003 = 016324.

18. (a) Doneu I'iinic polinomi f de Z,[x] tal que Z,[x]/f és el cos de 4 elements. Justifiqueu-ne I'eleccié.

Anomenem « a la classe de x dins el cos generat en I'apartat anterior. Considerem el codi C
. . X1+ Xo+X3=0
sobre 4 donat per les solucions a IF§ del sistema 12T 5
Xy +aXo + ax3 =0.

(b) Quina és la longitud del codi?

(c) Rebem la segiient seqiiéncia de simbols on hi ha hagut uns quants esborralls: ??a?a??1?? Podeu
corregir-los?
(d) Doneu-ne una matriu generadora.
(e) Quina és la dimensié del codi?
) Doneu-ne una matriu de control.
)

(f

(9) Quina és la distancia minima del codi? | la capacitat correctora?
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(h) Doneu una paraula del codi en simbols.
i) Afegiu-li un error i calculeu-ne la sindrome.

i) Expliqueu com es dedueix a partir de la sindrome

* on és l'error,
* quin és el valor de I'error.

(k) Es tracta d’un codi ciclic. Quin és el polinomi generador monic (és a dir, amb coeficient de grau
maxim igual a 1)?

() Volem enviar la seglient seqiiéncia de bits: 10110100. A quina sequiéncia de simbols correspon?
(m) Codifiqueu-la de manera sistematica mitjancant polinomis. Doneu el resultat en
+ simbols,
* bits.
Solucio:
(@) f(x) = x+ x + 1. Obtenim un cos perqué és irreductible (té grau 2 i no té arrels) i el cos és de
22 = 4 elements. La seva taula d’equivaléncies és

exp. | vect.
0 00
1 10
« 01
a® |11
(b) 3.
(c) Separem en tres blocs de 3 simbols cada un: x;xocr, y102ys, 12,23. En resulten els sistemes
d’equacions

Xy +axo+1=0.
Deduim que xo + @ = axo + 1, és a dir, xo = 1, i deduim que x; = «
paraula corregida és a?1q.
{ yi+a®+ys=0,

y1+1+0a2y3=0.
Deduim que a? + y3 = 1 + a2ys, és a dir, y3 = 1, i deduim que y; = a. Per tant, la segona
paraula corregida és a1,
{ 1+2+23=0,

1+az+a?z3 =0.

| {x1+x2+a:0,

2. Per tant, la primera

iii.
a+az+azz =0,
1+az+ OéZZ3 =0.

Deduim que o + azz = 1 + o?z3, és a dir, zz = 2, i deduim que z = «. Per tant, la segona
paraula corregida és 1aa/?.

El sistema és equivalent a {

(d) Per les equacions deduim que una matriu de control és

En busquem una d’equivalent que sigui sistematica:

1 1 1 1 0 o
O -1 a2 ~h+=f 0 1 az .

D’aqui deduim que una matriu generadora pot ser

—_
—_
QS =
SN
N
S—
2
[N
+
I‘I"
—_
o =
S
N
S =
S—
2
o
*
Il
Q

G:(a a? 1).
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(e) 1.
(f) Com ja hem vist abans, podem agafar

11 1
H_(1 o az)'

(9) d =3 perque és el minim nombre de columnes linealment dependents de la matriu H. Capacitat
correctora =| 1 | = 1.

(h) Agafem la paraula que trobem com a (nica fila de la matriu generadora: aa?1

(i) Alterem, per exemple, la segona posicio afegint, per exemple, I'error « i obtenim 11

o111 Tl @
1 a a? ’ “\a? )
(j) Com que la sindrome és o vegades la segona columna de H, aixd vol dir que tenim un error a la
segona posicio i de valor a.

(k) A partir de la matriu generadora podem deduir que el polinomi generador monic és g = a+a
(I) 10110100 correspon a 1a2a0.
(m) Separem en blocs de k en k, és a dir, d’'un en un.
i. iy =1, ijx" % = x? i el residu de dividir x? entre x? + a®x + a és a®x + a. La primer paraula
codificada sera, doncs, en simbols,

2x+x°.

aa’1.
i. b =a? bx"*=0a?x?iel residu de dividir a’x? entre x? + a®x + a és ax + 1. La segona
paraula codificada sera, doncs, en simbols,

1aa?.

iii. i3 =, sx™" K = ax? i el residu de dividir ax? entre x% + a?x + o és x + o. La tercera paraula
codificada sera, doncs, en simbols,
o?la.

iv. is =0, isxx" % =0 el residu de dividir 0 entre x? + o®x + « és 0. La quarta paraula codificada
sera, doncs, en simbols,
000.

Si ara passem les quatre paraules a bits, obtenim 011110 100111 111001 000000.
Demostreu que g = x* + 4x® + 6x + 3 genera un codi ciclic primitiu sobre F7 = Z.
Quina longitud i quina dimensi6 té aquest codi?

Doneu-ne una matriu generadora.

)
)
)
) Es pot deduir la distancia minima a partir de la matriu generadora?
) Corregiu la segiient paraula amb esborralls: (777235).

)

Comproveu si la paraula obtinguda en I'apartat anterior pertany al codi mitjangant el polinomi de
control.

(9) Codifiqueu de forma sistematica la informacié (11) mitjangant el polinomi generador.
Solucio:

(a) Cal demostrar que g divideix x® - 1. I, en efecte, (x® —1)/g = x% + 3x + 2.

(b) n=6, k=2
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(d) Les paraules del codi seran combinacions lineals de les dues files de G. Observem que totes dues
files tenen pes 4 i que qualsevol combinacié lineal d'ambdues tindra com a minim 4 components
no nul-les.

(e) (542235).

(f) (5+4x+2x2+2x3+3x* +5x%)(x% +3x +2) = 5x” +4x® + 2x + 3. Si ara dividim 5x” + 4x5 +2x +3
entre x® — 1 ens dona quocient 5x + 4 i residu 0.

(9) Elresidu de dividir i(x)x" % = x*+ x5 entre g és R(x) = 5x3+x2+x+2. Aleshores x(x)x"*~R(x)
correspon a la paraula codi 566211.

(a) Comproveu que el polinomi x2 + x + 2 és irreductible i primitiu a Zs[x].

(b) Doneu una taula exponencial-vectorial de Z3[x]/x? + x + 2 respecte « = [x].

(c) Considerem el codi C amb matriu generadora

1 a® a of
G= ( 0 1 0 o? ) '

Codifiqueu la cadena de trits 01200210. Doneu el resultat també com a cadena de trits.

) Doneu una matriu de control del codi.

) Es tracta d'un codi ciclic?

(f) Quina és la distancia minima de C?

) Quants errors es poden corregir en cada paraula rebuda? | quants esborralls? Quants errors es
poden detectar?
(h) Corregiu els esborralls de la cadena de trits 20770211. Doneu el resultat en trits.

Solucio:

(@) El polinomi és irreductible perqué té grau 2 i no té arrels (f(0) = 2, f(1) = 1i f(2) = 2). Sifem
totes les poténcies de a = [x] veiem que son diferents fins que arribem a o® = 1. Per aixo el
polinomi és primitiu.

(b)

exp. | vect.
00
10
01
12
22
20
02
21
11

QL oL Qoo 20O

N O o B~ WoN

(c) La cadena de trits representa la cadena de simbols aa*®1. Multipliquem cada parell de simbols

per la matriu generadora:
ala?a® a®2afa =
01101202 02202101.

(d) La matriu generadora sistematica sera:
10 a o
01 0 &)

Per tant, com a matriu de control podem agafar

a® 0 10
H:(a7o¢601'



Universitat Rovira i Virgili 209

(e) Per la matriu generadora veiem que els polinomis que representen paraules del codi tenen grau,
com a minim, 2. Per la segona fila veiem que a®x? + 1 és un d’aquests polinomis de grau minim.
Si el multipliquem per o® obtenim el polinomi monic x2 + a8. Perqué fos un codi ciclic caldria que
x2+a® fos un divisor de x*~1. Pero, fent la divisi6 euclidiana, obtenim x*~1 = (x2+a®)(x?+a?)+1.
Per tant, x? + a® no és un divisor de x* - 1 i el codi no és ciclic.

(f) Com que hi ha dues columnes linealment dependents i no hi ha cap columna nul-la, la distancia
minima és 2.

(9) No es pot corregir cap error, es pot corregir un esborrall i es pot detectar un error.

(h) La cadena de trits representa el vector a*xa’a’. Perqué aquest vector sigui del codi, cal que en
multiplicar-lo per H ens doni el vector nul.

~ a+a® (0
L a"+abx+a” ]\ ofx |

x=0.

4

Q,R,x &

Deduim que

La paraula codi corregida és a*0a’a’, que correspon a la cadena de trits

20000211.

21. Considerem el polinomi de Z,[x]

9(x)=1+x%+x5.

Quin és el codi ciclic C de longitud minima que pot generar g? Quina longitud té?
Quina dimensié té C?

Doneu una matriu generadora de C.

Doneu una matriu de control de C.

Quina és la distancia minima del codi? Per que?

En una transmissié on s’ha codificat mitjangant C rebem la seqiiéncia de bits segiient: 101101110001101.
Extraieu-ne la primera paraula rebuda.

) Quina sindrome té?

) Pot ser que no s’hagi produit cap error? Per que?
) Pot ser que s’hagi produit un sol error? Per qué?
@)

Solucio:

Pot ser que s’hagin produit dos errors? Per que?

(a) Veiem amb les divisions segiients que g(x) no és divisor de x® — 1, ni de x” — 1, nide x® - 1. En
canvi si que ho és de x® — 1. Per aixd genera un codi ciclic de longitud n = 9 i no en genera cap

de més petit.
x8 +1 x8 +x% +1
-(x® +x® +1) 1
-3
x’ +1 x8 +x% +1
—(x" +x* +x ) X

x* +x+1
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b% +1 x® +x% +1
-(x® +x® +x2 ) X2
X2 +x% +1
x° +1 x8 +x% +1
-(x® +x®+x® ) 3+
x® +x3 +1
—(x® +x® +1)
0

(b) Té dimensié n—grau(g) =9-6=3.
(c)

(d) Podriem calcular la matriu de control a partir del polinomi de control, perd optem per fer-ho apro-
fitant el fet que la matriu generadora és sistematica amb una identitat a I'esquerra.

1001 0 0O0O0DO
01 0O01TO0O0O0TGO
0 01 001 0O0O
100 0O0O0OT1TO0DO
01 00O0O0OO0OT1TO
0 01 00O O0OTO0 1

(e) La distancia minima de C és 3 perqué dins la matriu de control no hi ha columnes nul-les ni dues
columnes que siguin linealment dependents (en aquest cas iguals). En canvi si que n’hi ha tres
que soén linealment dependents. Per exemple, la primera, la quarta i la setena.

(f) La primera paraula rebuda és 101101110 perque la longitud del codi és 9.
(g) Aquesta paraula té sindrome

1
0
1001 0O0O0O00O 1 0
01 001 0O0O0O 1 0
0 010O01TO0O0O o |- 0
100 0O0O0T1TO00O0 1 0
01 0O0O0O0O0OT1TO0 1 1
001 0O0O0O0O01 1 1
0

(h) No, perqué aleshores la sindrome hauria de ser nul-la.

(i) No, perqué aleshores la sindrome hauria de ser multiple d’alguna columna de la matriu de control
i no ho és.

(j) Si, perqué la sindrome és la suma de les dues darreres columnes i es pot haver produit, per tant,
error en les dues darreres components de la paraula. En aquest cas, la paraula codi corregida
seria 101101101. Veiem que aquesta paraula pertany al codi perqué és la suma de la primera i
la tercera files de la matriu generadora.

Si només s’han produit dos errors han de ser en les dues darreres posicions, perque no hi ha cap
altra combinacié de dues columnes de la matriu de control que sumi la sindrome.

22. Escriviu totes les paraules del codi ciclic binari de longitud 3 generat per 1 + x + x2.
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23. (a) Comproveu que el polinomi x® + x + 1 és irreductible i primitiu a Z[x].
(b) Doneu una taula exponencial-vectorial de Zo[x]/x® + x + 1 respecte a = [x].
(c) Digueu justificadament quin dels segiients polinomis genera un codi binari ciclic de longitud 7.
L] X’
o X" +ax+1,
e x*+ P + X%+ ax + ol
Quina és la dimensi6 del codi generat? Per que?
Doneu el polinomi de control del codi.

@

,\
—
e N —

Doneu una matriu generadora del codi.

Doneu una matriu de control del codi.

Rebem la seglient cadena de bits 011111000111100100000. Justifiqueu si correspon a una
paraula del codi per tres procediments diferents:

» Mitjangant el polinomi generador.
+ Mitjangant el polinomi de control.
 Mitjangant la matriu de control.

Q

(i) Codifiqueu de manera sistematica en les darreres posicions la informacié aa?a®.

() Quina cadena de bits passaria pel canal?
Solucio:

(a) Es irreductible perqué té grau 3 i no té arrels (si substituim la x per 0 i per 1 ens dona 1). Es
primitiu perqué totes les potencies de [x] = « amb exponents de 0 a 6 sén diferents. Es pot veure
en la taula de I'apartat seglent.

(b)

°
) Qoo:g
o

L L LR
o o M WN
—~
=t

o (101)

(c) Només el tercer perqué és I'inic que és divisor de x” — 1. En efecte, x” — 1 entre x ens donara
residu 1, mentre que x’ — 1 entre x” + ax + 1 ens donara residu ax. En canvi, si dividim x’ — 1
entre x* + a®x® + x2 + ax + o® ens dona quocient x + a®x2 + a2x + o* i residu 0.

(d) Com que el grau del polinomi generador és n— k =7 — k = 4, la dimensié és 3.

(e) h(x)=x3+a®x®+a?x+a*

a® a1 o 1 0 O
HG=] 0 &® a 1 & 1 0
0 0 & a 1 o {1
1 a® &> a* 0 0 0
0 1 a® &2 a* 0 0
(9) H= 0 0 1 a® o o* 0
0O 0 O 1 o o o
(h) La cadena de bits correspon a la cadena de simbols o*a°0a°110 i al polinomi u(x) = x° + x* +

a®x® +alx + o

« Sidividim u(x) entre g(x) ens dona quocient x + « i residu 0.
+ Si multipliquem u(x) per h(x) ens dona x® + ax” + x + o que és 0 moddul x” - 1.
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N
N

a a
5 5
0 1 a® o2 o* 0 0 0 . a*+a+a? 0
e as [ O @ o® a* 0 0 WSl c+at+1 | | O
] 1o 0 1 a® a® o* 0 ] | o a+a®+a* || O
1 0 0 0 1 o o® o 1 a®+ad +a? 0
0 0
(i) (ax* +a2x%+a®x8) — R((ax* + a®x® + a®x8,g(x)) = a®x® + a2x% + ax* + x® + abx2 + a®x + o4,

que correspon a la cadena de simbols a*a®a®1aa?a®.

(j) 010111101100010001110.

24. (a) Comproveu que 1,2,3,4 € Zs son quatre arrels del polinomi x* — 1 i utilitzeu aquestes arrels per
expressar x* — 1 com a producte de polinomis de grau 1.

(b) Agafeu un polinomi de Zs[x] divisor de x* — 1 i de grau 2 i anomeneu-lo g(x) (I'apartat anterior
us pot ajudar).

(c) Quina dimensid té el codi C de longitud 4 generat per g(x)?

(d

)

) Doneu el polinomi de control del codi.
(e) Doneu una matriu de control del codi.
)

)

(f) Codifiqueu de manera sistematica en les darreres posicions la informacié 24.

(g) Comproveu que la paraula obtinguda en I'apartat anterior pertany al codi per tres procediments
diferents:
* Mitjangant el polinomi generador,
+ Mitjangant el polinomi de control,
+ Mitjangant la matriu de control.

Solucio:

(@) 1,2,3,4 s6n arrels de x* — 1 perqué 14 =1,2* = 1,3* = 1i4* = 1 a Zs. Sabem que a és arrel
d’un polinomi p(x) si i només si x — a divideix p(x). Aixo vol dir, en el nostre cas, que (x - 1)(x -
2)(x-3)(x-4) divideix x* - 1. Mirant els graus deduim que x*-1= (x-1)(x-2)(x-3)(x-4).

(b) Podriem agafar qualsevol dels segiients:

e (x-1)(x-2)=x2+2x+2
e (x-1)(x-3)=x*+x+3
s (x-1)(x-4)=x2+4
e (x-2)(x-3)=x%+1
e (x-2)(x-4)=x%+4x+3
« (x-3)(x-4)=x2+3x+2
Com a exemple de resoluci6 agafem g(x) = x* + 2x + 2.

(c) Grau(g) =2=n-k=4-k. Pertant, k = 2.

(@) h(x) = 51 = CNERBE _ (x_3)(x-4) =x2+3x +2.

(e) Com a matriu de control podem agafar la matriu generadora del codi generat pel polinomi reciproc

de h(x):
13 20
H_(O 1 3 2)'

(f) El polinomi d’informacié que representa el vector d’informacié i = (24) és i(x) = 2 + 4x. La seva
codificacié sistematica en les darreres posicions sera c(x) = i(x)x" % - (i(x)x"* mod g(x)) =
2x2 +4x* - (4x +2) = 4x3 + 2x® + x + 3, que correspon al vector ¢ = (3124).

() + Femladivisi6 de 4x® + 2x? + x + 3 entre g(x) i ens dona residu 0 (i quocient 4x + 4).
+ Multipliguem 4x3 + 2x2 + x + 3 per h(x) i ens dona 4x° + 4x* + x + 1, que dividit entre x* - 1
ens dona residu 0 (i quocient 4x + 4).
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.1320 [ 3+3+4 ) (O
01 3 2 “\1+6+8 )\ 0 )’

25. Sigui C el conjunt de paraules binaries de longitud 4 i pes parell.

AN =W

(a) Demostreu que C és un codi lineal.
b
¢) Quants errors pot corregir C?

(b) Quina és la distancia minima de C?
(

(d
(e) Sies rep laparaula 1071 podrieu dir justificadament quin simbol correspon a I'esborrall?
(f

(g) Doneu-ne el polinomi generador.

)

)

) 1 quants esborralls?

)

) Demostreu que C és un codi ciclic.

Solucié:

(a) Totes les paraules de C sén {vy = 0000,v; = 1100,v» = 1010,v3 = 1001,v, = 0110,vs =
0101,v = 0011,v; = 1111}. Si en sumem dues qualssevol, sempre n’obtenim una altra del
conjunt.

El minim dels pesos de les paraules no nul-les és 2. Per tant, la distancia minima és 2.
No pot corregir cap error.

)
)
d) Pot corregir un esborrall.
) Ha de ser 0 perqué, si no, la paraula tindria pes senar.
)

Els desplagaments circulars de vy s6n ell mateix, els desplagaments circulars de vy, vy, Ve, V3 s6n
algun altre vector de v, vy, Ve, V3. Els desplacaments circulars de v, vs s6n algun altre vector de
Vo, V5. Els desplacaments circulars de vz sén ell mateix.

(9) El polinomi generador és el polinomi moénic de grau minim que representa alguna paraula del
codi. En aquest cas és x + 1.
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3 Matrius de Vandermonde i codis algebraics

1. (a) Demostreu que Zs[x]/x2 + x + 2 és un cos.

(b) Doneu una taula d’equivaléncies exponencial-polinomial-vectorial per a Zs/(x2 + x + 2) a partir de

lelement a que representa la classe de x.
(c) Quina és la matriu de Vandermonde V5(1,a2,a%)?
(d) Calculeu el determinant de Vz(1, a2, a®).
(e) Calculeu el producte (a? —1)(a® - 1)(a® - a?).
)

(f) Comproveu que
det( V3(1,a2,a5))) = (a2 - 1)(oz5 - 1)(045 - a?).
Solucio:

(a) Es un cos perqué 3 és un primer i el polinomi x? + x + 2 és irreductible perqueé té grau < 4 i no té
arrels a Z3. En efecte, sill'avaluem a 0, 1 2, respectivament,dona2+0,4=1+0,8=2+0.

(b)
pot. | pol. | vect.
0 0 00
af 1 10
o o 01
o | 2a+1| 12
a® | 2a+2| 22
ot 2 20
ab 20 02
o | a+2 | 21
o | a+1 1
of 1
(c)
1 1
Va(1,02,0%) = 1 o a°
a4 a2

(d) det(Va(1,0%,0%)) =a*+a® +a* - (a®? +a+a?) =20+ 02 +20 + 21 + 02 + 21 = 20 = o*.
(e) (a®-1)(a®-1)(a®-a?) =a’ala* = o’
(f) Hem vist que els dos valors valen o*. Per tant, es dona la igualtat.
2. (a) El polinomi x® + 2x? + x + 1 és irreductible i primitiu sobre Zs. Quants elements té el cos F =
Za](x3+2x2 + x +1)?

(b) A continuacié donem les primeres files d’'una taula d’equivaléencies de les poténcies de « = [x].
Completeu-la.
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«@
a2
a?+20+2
a+2

a? +2a
2+ 2
202 + 2
a?+a+1
2a% +2
202 + 1
202 +2a +1
o +2a+1
2

2«

207

20 +a+ 1
2o+ 1
202 +
a+1
a® + o
2a% + 20+ 2
a? +1

QL0 QoL o
© o N oo AW =

Q

QR QR R RRRRRRRR
ngm\lmmbwl\)Ao

N
N

(¢) Un codi C de Reed-Solomon primitiu i en sentit estricte definit sobre I té polinomi generador
g=x*+AC +a'x®* +a®x +B,

on A, B sén elements de F. Quins so6n els valors de Ai B?
(d) Quina és la dimensi6é de C? Quina és la distancia minima?
(e) Quants simbols té una paraula del codi? | quants trits?
(f) Doneu una paraula no nul-la del codi en simbols i en trits.

Solucio:
(a) 3°=27.
(b)
a® a?+2
o aPra+?2
a®® 208 +a+2
a1

(c) Com que g té grau 4, haura de ser g = (x — a)(x — a®)(x - a®)(x — a*). A és el coeficient de
gau3quesera A= —a-a®-a®-a* =0 +2a+2=0ad Bés el coeficient constant que sera
(ma)(-a®)(-a®)(-a*) =2a® + 1= a0,

(d) Sabem que elgraude g(=4) ésn-k=(qg-1) - k=26 — k. Deduim que k = 22. D’altra banda,
com que es tracta d’'un codi Reed-Solomon, d=n-k+1=26-22+1=5.

(e) Una paraula codi té 26 simbols o, equivalentment, 26 - 3 = 78 trits.

(f) Podem agafar, per exemple, la paraula corresponent al polinomi generador: g = x*+a®x3+a’x?+

a®x +a'°, que en simbols és

(@'°,08,a",6%1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

i en trits és
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(102 111 122 221 100 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000).

Comproveu que el polinomi x* + x + 1 sobre Z;

i. Esirreductible.

ii. Es primitiu.
Quants elements té el cos F que obtenim fent modul x* + x + 1 a Z[x]? Per qué?
Doneu-ne una taula potencial-vectorial.

Doneu el polinomi generador d’'un codi C de Reed-Solomon sobre F primitiu en sentit estricte
capag de corregir dos esborralls.

Doneu els parametres (longitud, dimensi6 i distancia minima) de C.
Demostreu que la paraula (a*a®1000a3a°1000a2a°1) pertany al codi.
Amb quina cadena de bits la passariem pel canal?

Corregiu els esborralls de la segilient cadena de bits rebuda per un canal que afegeix només
esborralls si s’ha emprat C per codificar la informacié:

Solucio:

(@)

(b)

(c)

i. Com que avaluat a 0i a 1 dona diferent de zero, no té arrels. Per tant, no té factors de grau
1. Tampoc és un multiple de I'inic irreductible de grau 2. Per tant, és irreductible.

ii. Sifem totes les poténcies de « = [x] veiem que no obtenim 1 fins a arribar a I'exponent 15.
Vegeu I'apartat amb la taula d’equivaléncies potencial vectorial.

El cos té 16 elements, ja que el polinomi esta definit sobre Z, amb p = 2 i el grau del polinomi és
m = 4. Per tant, el cos obtingut té p™ = 16 elements. Es a dir, F = Fy¢.

La taula d’equivaléncia vectorial-potencial és:

vect. | (1000) (0100) (0010) (0001) (1100) (0110) (0011)

pot. a® « a? a’ ot a® ab

(1101) (1010) (ot101) (1110) (o111) (1111) (1011) (1001)
o oF % o0 o L L o

Per corregir dos esborralls cal una distancia minima més gran o igual que 3. Agafem com a
polinomi generador g(x) = (x - a)(x —a?) = x2 + a®x + .

Longitud= n = 15, dimensié= k = n—grau(g) = 15-2 =13. Com que és un codi RS, d = n-k+1 =
15-13+1=3.

La paraula donada és la forma vectorial del polinomi g + x6g + x'2g = (1 + x® + x')g. Com que
és un multiple del polinomi generador és del codi.

0001 0110 1000 0000 0000 0000 0001 0110 1000 0000 0000 0000 0001 0110 1000.

La paraula correspon al vector de simbols ??7000000000000°. Per tant, el polinomi corresponent
a la paraula rebuda és u(x) = o®x'. Tenim les sindromes u(a) = a®' = a2, u(a?) = a2 = o
2
i hem de resoldre el sistema ( 1 OC;Z )( zo ) = ( O(; ) que té solucié ey = a® i ey = 1. Per
1
tant, la paraula corregida és 00000000000000a> — a°>10000000000000 = °>1000000000000a°.
Observem que correspon al polinomi x'*g i que haguéssim pogut deduir el resultat per la forma
de la paraula rebuda.
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Comproveu que el polinomi x? + x + 2 és irreductible i primitiu a Z[ x].
Doneu una taula exponencial-vectorial de Z3[x]/x? + x + 2, utilitzant o = [x].

Utilitzant aquest cos, construim un codi C de Reed-Solomon primitiu en sentit estricte capa¢ de
corregir tres esborralls en una mateixa paraula. Quina distancia de disseny hem d’agafar?

(d) Doneu el polinomi generador de C.
(e) Quina és la dimensi6 de C?
(f) Corregiu totes les paraules de la seqiiencia 0122012772000000.
(9) Quin polinomi generador tindra el codi dual de C?
Solucio:
(a) El polinomi és irreductible perqué té grau 2 i no té arrels (f(0) =2, f(1) =1i f(2) = 2).
(b)
0 |00
1 10
a | 01
a? | 12
ad | 22
a* | 20
a® | 02
ab | 21
o’ | 11
(c) Hem d’agafar distancia prevista 4.
d) g(x) = (x-a)(x-a?)(x-a®)=x®+ax® +a’x + .
(e) La dimensi6 sera n—grau(g) = 5.
(f) Tenim la paraula amb esborralls (aa®a??000). El polinomi corresponent és u(x) = ax?® +
a®x + a. Calculem u(a) = a® +a* +a = 1, u(a®) = a® + a® + a = o® i resolem el sistema
3 4
( 36 O; ) ( Zj ) = ( 015 ) d’on deduim que e; = o i &4 = o®. Per tant, la paraula corregida
és (o, 0, a,a%,a’,0,0,0) corresponent a (0122012111000000).
(9) El polinomi de control és (x® —1)/g = x° + a®x* + ax® + a®x2 + a®x + o2. El seu reciproc sera el
generador del codi dual i és exactament hx = a?x® + a®x* + o®x% + ax® + a®x + 1.
5. (a) Doneu justificadament un polinomi en x que generi [F4 i doneu una taula exponencial-vectorial de

(b)

(h)
(i

Fy.

Construiu un codi C de Reed-Solomon primitiu en sentit estricte sobre F4 capa¢ de corregir un
esborrall, tot donant-ne el polinomi generador g.

Quin valor tenen la longitud i la dimensié de C?

Codifiqueu de manera sistematica utilitzant g(x) la informacié corresponent al polinomi x. Doneu
el resultat en bits.

Doneu una matriu generadora de C.
Doneu una matriu de control de C.
Corregiu els esborralls de totes les paraules de la seqiiéncia codificada de bits

001177770100.

Doneu el resultat en bits.
Comproveu que la seqiiencia obtinguda pertany al codi.
Quin polinomi generador tindra el codi dual de C?

Solucio:
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(a) Els polinomis irreductibles de grau 2 de Z,[x] seran aquells que no s’anul-lin a 0 (coef. constant
1) ni a 1 (nombre senar de termes no nuls). Lnic polinomi amb aquestes caracteristiques és

X2+ x+1.
0 |00
1 10
a | 01
o? | 11

(b) Hem d’agafar distancia prevista 2 i polinomi generador x — «.
() n=8ik=2.
(d)
(e)

"~k mod g) = x2 + a2. Correspon a la paraula o*01 = 110010.

a 1 0
0 a 1)

(1ac?).

d) x-x"F—(x-x

e

(9) Tenim dues paraules amb un esborrall cadascuna:
+ (0a2?): Agafem u(x) = o®x i resolem el sistema a?e; = u(a) = o® = 1. Deduim que e; = a.
Per tant, la primera paraula corregida és (0a2a) = 001101.
+ (?a0): Agafem u(x) = ax i resolem el sistema a’eq = u(a) = o®. Deduim que ey = a?. Per
tant, la segona paraula corregida és (a2a0) = 110100.

(h) Veiem que la segona paraula és la mateixa que la primera paraula desplagada. Com que és un
codi ciclic, n’hi ha prou en comprovar que una de les dues pertany al codi. I, en efecte, la segona
paraula correspon al polinomi generador multiplicat per .

(i) El polinomi de control és h(x) = (x> -1)/(x - a) = x* + ax + 2. El seu reciproc és a®x? + ax +1.
Si el que volem és un generador monic, hem d’agafar x? + ox + a.

(a) El polinomi x? + x + 1 és irreductible i primitiu sobre Z,. A continuaci6, donem la taula d’equiva-
léncies de Fy = Zo/(x? + x + 1), on « és la classe de x:

0 |00

1 |10

a | 01

a? | 11

Construiu un codi C de Reed-Solomon primitiu en sentit estricte sobre F4 capag de corregir un
esborrall i doneu-ne el polinomi generador g.

s

Doneu una matriu generadora de C.
Doneu una matriu de control de C.

a o
S INe)

Codifiqueu de manera sistematica utilitzant g(x) el bloc d’informacié corresponent als bits 1001 i
doneu el resultat en bits. A la paraula codi generada 'anomenem c.

(e) Comproveu que ¢ pertany al codi.
(f) Afegiu un esborrall en una posici6 de la paraula c i doneu la paraula amb error obtinguda.
(g) Corregiu aquesta paraula explicant tots els passos.

Solucio:

(a) Hem d’'agafar distancia prevista 2 i polinomi generador x — «.

(b)
a 1 0
(0 a 1 )
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()

(d)

(e)
(f)

(d)
(e)
(f)

(1aa?).
(1+ax) X" — (1 +ax)-x"* mod g) = (1+ax)-x—((1+ax)-x mod g) = x+ax+(x +ax?
mod x + a) = x + ax? + a2. Correspon a la paraula o1 = 111001.
c pertany al codi perqué ax? + x + o2 és divisible per g. En concret, ax® + x + a? = (ax + a)g.
Podem agafar diferents opcions. Per exemple,

711001 =M1«
o bé

117001 = o??a
obé

111007 = o217

En el primer cas tenim u = x + ax? i hem de resoldre el sistema a%e
tant, ey = o i obtenim la paraula corregida (a?1a) = 111001.

En el segon cas tenim u = o + ax? i hem de resoldre el sistema aey
tant, e, = 1 i obtenim la paraula corregida (a?1a) = 111001.

En el tercer cas tenim u = o + x i hem de resoldre el sistema o?e, = u(a) = o® +a = 1. Ara
€ = o i obtenim la paraula corregida (a?1a) = 111001.

u(a) = a+1=a? Per

u(a) =a?+1=qa. Per

Digueu tots els cossos primers i tots els polinomis que podem utilitzar per construir el cos finit de
8 elements.

Escolliu una de les opcions de I'apartat anterior i doneu un element primitiu i la corresponent taula
potencial-vectorial.

Doneu el polinomi generador d’un codi Reed-Solomon primitiu en sentit estricte capa¢ de corregir
dos esborralls.

Quina longitud i quina dimensio6 té el codi?
Doneu una paraula no nul-la del codi.
Afegiu-li dos esborralls i corregiu la paraula obtinguda.

Solucio:

(@)

(b)

El cos primer ha de ser Z i els polinomis han de ser x® + x> + 1 o bé x® + x + 1, ja que sén els

Unics polinomis de Z, irreductibles de grau 3.

En els dos casos « = [x] és un element primitiu.

La taula potencial-vectorial per a Z,/x> + x2 + 1 és
0 000

100

010

001

101

111

110

011

taula potencial-vectorial per a Zo/x® + x + 1 és

000

100

010

001

110

011

111

101

o o A W N 2 O

L

RRRLLRLRQRLO®»®M O QOO QL QL

o 0o A~ W N =2 O
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(c) Considerarem la segona cosntrucci6 de Fg. Per corregir dos esborralls cal una distancia minima
> 3. Agafem d = 3. El polinomi generador sera g(x) = (x — a)(x — @) = X% + a*x + a®.

(d) Lalongitud és 8 -1 =7. Ladimensi6 és 7 —grau(g) =7-2=5.
(e) Com a paraula no nul-la del codi podem agafar (0a3a#1000), que correspon al polinomi x - g.

(f) Posem esborralls a les posicions primera i segona. Obtenim (??a#1000). El polinomi correspo-
nent a la paraula rebuda, si substituim els esborralls per zero, és u(x) = a*x? + x3.

, 1 « e |\ [ ule) Y [ a* . .. . P
Resolem el S|stema( 1 o2 )( & )—( u(a?) )—( N i obtenimque eg =0i ey = a”.

Per tant, la paraula enviada ha de ser (00a*1000) - (0200000) = (0aa*1000).

8. (a) Es Zs un cos? Per qué?

(b) Comproveu que només hi ha tres polinomis monics (coeficient de grau maxim igual a 1) irreduc-
tibles de grau 2 a Zs[ x] i doneu-los.

—
(¢)

—_
D
he N — N

Doneu un polinomi monic f(x) de grau 2 irreductible de Zs[x] amb coeficient de grau 1 igual a 1.
Comproveu si f(x) és primitiu.

Anomenem F al conjunt Z3[x]/f(x). Quants elements té F?

(f) Es F un cos? Per qué?

Anomenem « a la classe de x dins de Z3[x]/f(x). Doneu una taula d’equivaléncies exponencial-
polinomial-vectorial de les potéencies de a.

(h) Volem construir un codi C de Reed-Solomon primitiu sobre IF capag de corregir tres errors, basat
en I'element primitiu «. Quina longitud i quina dimensié hem d’agafar?

Doneu una matriu generadora de C.
Quantes files i quantes columnes té una matriu de control de C?
Doneu les dues primeres files d’'una matriu de control.

Codifiqueu la cadena de simbols a o? o® o* i doneu el resultat en digits.

)

)

)

) Codifiqueu la cadena de simbols o a? o® o i doneu el resultat en simbols.

)

) Agafeu una paraula de C de les obtingudes en I'apartat (1) i afegiu-li tres esborralls.
)

(n
(

0) Expliqueu els passos de 'algoritme per determinar els valors dels esborralls.

(p) Expliciteu els calculs de I'algoritme.
Solucio:
(a) Zs és un cos perque 3 és primer.
(b) Per ser irreductible ha de tenir coeficient constant no nul. Només hi ha aquests polinomis monics

de grau 2 amb coeficient constant no nul:

+ x2 +1 (grau 2 i no té arrels, per tant, és irreductible)

* x“+x+1 (té arrel 1, per tant, no és irreductible)

* X +2x+1 (té arrel 2, per tant, no és irreductible)

* X° + 2 (té arrel 1, per tant, no és irreductible)

* X“+ X +2(grau 2 i no té arrels, per tant, és irreductible)
* X“+2x+2(grau 2ino té arrels, per tant, és irreductible)

Els tnics polinomis monics irreductibles sén 3isén x2 +1, x2 + x + 2, x? + 2x + 2.

[ASTENN \C T \C I \C I \V )

(c) Lunic polinomi monic irreductible amb coeficient lineal igual a 1 és x? + x + 2.

(d) Es primitiu perqué totes les poténcies de la classe de x en el quocient Z3[x]/f(x) de grau més
petit que 8 son diferents, com podem comprovar en la taula de I'apartat (g).

(e) 9.
(f) Es un cos perqué 3 és primer i x2 + x + 2 és irreductible.
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(9)

pot. | pol. | vect.

0 0 00
af 1 10
o « 01
o | 2a+1| 12
a® | 2a+2| 22
ot 2 20
ad 2a 02
b a+2 21
o | a+1 1
of 1

(h) Per poder corregir tres errors hem d’agafar d = 7. Aleshores la longitud i la dimensié s6n
n=qg-1=8

k=n-d+1=8-7+1=2.

Tt 1 1 1 1 1 1 A1
G:( 1 o o o® o o8 of o )
(j) La matriu H té 6 files i 10 columnes.
(k) Les tres primeres files son les seglents.

1 a a* o® ao* o&® o o
1 a® o* o8 1 @ o of
1 a® o a ao* o o of

() Separem els simbols de k en k, és a dir, de 2 en 2, i els multipliquem per la matriu generadora.

1 1 1 1 1 1 1 1
(a az)G - (a a2)(1 a o® a® o o® of a7)

(a+2a+1 a+2a0+2 a+2 a+2a0 a+a+2 a+a+1 a+1 a+a)

(1 2 o® 0 a® o® o as),

(a3 ot )G = ?(a a )
= (a ab 0 o® o* o o ),
ol abal 7

La informacio codificada en simbols serd, doncs, 12a%0a« a®10aba*an

(m) La informaci6 codificada en digits sera 10 20 21 0022 12 11 02 1221 10 00 02 20 01 11.

(n) Per exemple, agafem la paraula 12a°0a%a?a’a® i li afegim tres esborralls al final. Obtenim
1208003777

(0) Anomenem u al polinomi 1+2x+a®x2+a3x* i 'avaluem en les primeres poténcies de .. Obtenim

8ia’=1+a°+1+a"=0

1+202+a+a" =1+af+a?+a®=0a’

1+20%+a®+a®=1+a"+a*+a’ =a°

ula) = 1+2a+a
u(a?)
u(a®)
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Haurem de resoldre el sistema

a® a® o’ es u(a)
(a®)? (a®)? (a7)? e |=| u@®) [,
(a®)® (a®)® (7)° &7 u(a®)
és a dir,
a® a® of es 0
a® of of e |=|
a’ a® o er a®

(p) La matriu inversa de la matriu del sistema és

1 (a-1)  —(a®-a) (a*-0) o oo
(7 -af) (a®-a®) -(a®-a) = % a® of o2
6+l +08 -2 —ab—ob
afrofrai-af-ot a4 03) J(07-af)  (a-1) a af af
Oés 0[7 Oée
= a3 a3 a7

Per tant, el valor dels esborralls és

a® o of 0 ot +a a®
a® a® o a® =] 1+a2 |=] a®
a® a® B a® 1+ab «

Deduim que la paraula corregida és 1206042000 — 000000803 = 1208003020’ o®.

9. (a) Construccié d’un cos finit.
« Comproveu que el polinomi x3 + x + 1 és irreductible i primitiu sobre Z.
Solucié:
Es irreductible perqué és de grau 2 i no té arrels. Es primitiu perqué « = [x] té ordre 7 (vegeu
la taula de I'apartat seglent).
+ Construiu Fg utilitzant aguest polinomi i doneu-ne una taula exponencial-vectorial.

Solucié:
0 « o' a? o ot a® ab

000 100 010 001 110 011 111 101
(b) Definiu el codi RS primitiu i en sentit estricte, amb longitud 7, capag de detectar dos errors.

* Doneu-ne el polinomi generador.

Solucio:

g=(x-a)(x-a?)=x2+a*x+ad.
» Doneu-ne el polinomi de control.

Solucio:

h=(x"-1)/g(x) = x®+a*x* + x® + a®x2 + a®x + o*.
» Doneu-ne la longitud i la dimensi6.

Solucio:
n=7,k=5.
* Doneu-ne una matriu generadora.
Solucié:
a® ot 1 O 0 O O
0 o o* 1 0 0 O
G=l 0 0 o o* 1 0 O
0 0 0 o o* 1 0
0 0 0 0 & o* {1



Universitat Rovira i Virgili 223

* Doneu-ne una matriu de control.
Solucio:

* Quants errors podem garantir que podra corregir?
Solucio:
Podra corregir un error.
(c) Codifiqueu de manera sistematica utilitzant el polinomi generador el primer bloc d’'informaci6 de
la seqiéncia 01a01a01al1c. ..
Solucio:
Agafem i(x) = x+ax®+x*. La codificacié sistematica sera c(x) = i(x)x"*~(i(x)x"* mod g(x)) =
x5 +ax* + x3 + ax + a®, que correspon a la paraula (af,a,0,1,,0,1).
(d) En quines posicions és sistematica la codificacié anterior?
Solucio:
En les darreres.
(e) Corregiu els errors de la primera paraula de la sequéncia
a®0a*a’1a1a®10a’a . ..
Solucio:
Com que la distancia minima és 3, només corregim un error.

El polinomi corresponent a la primera paraula rebuda és u(x) = a® + a*x2 + a®x3 + x* + ax® + x5.
Les sindromes son u(a) = a, u(a?) = o?.

Tenim rang() + rang( 52 ) i, en canvi, rang(a) =rang ( @ o? ) =1. Pertant, t = 1. Resolem

el sistema aly = —a? i obtenim y = a i, per tant, el localitzador d’errors és A = x + a.

Com que A s’anul-la a a, deduim que hi ha un error a la segona posicié i el seu valor el calculem
resolent el sistema aey = u(a) = «, que ens dona e; = 1.

Per tant, la paraula corregida és a*0a*a®1a1 - 0100000 = a®1a*a’1al.
10. (a) Es Z; un cos? Per qué?
(b) Comproveu que a =5 és un element primitiu de Z-.

(c) Volem construir un codi C de Reed-Solomon primitiu sobre Z; capag de corregir dos errors, basat
en I'element primitiu a = 5. Quina longitud i quina dimensié hem d’agafar?

(d) Doneu el polinomi generador del codi.

(e) Doneu dues matrius generadores de C, per procediments diferents: una fent servir el polinomi
generador i I'altra fent servir I'element primitiu a = 5.

(f) Doneu la matriu de control de C fent servir I'element primitiu a = 5.

(9) Escolliu una de les matrius generadores de I'apartat 5 i codifiqueu la informaci6 110256 en funci6
de la matriu generadora escollida.

(h
(i
(

) Quina sindrome té la paraula 4216327
)
i) Quina sindrome té la paraula 3426507
)
)
)

Determineu si la paraula 421632 té error i, en cas de tenir-ne, corregiu-la.

(k) Determineu sila paraula 342650 té error i, en cas de tenir-ne, corregiu-la.
(I

(m

Quina sindrome té la paraula 0256257
Determineu si la paraula 025625 té error i, en cas de tenir-ne, corregiu-la.
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(n) Escolliu una de les matrius generadores que heu trobat en I'apartat 5. Per cadascuna de les tres
paraules corregides en els apartats anteriors, quina informacié s’ha codificat, si per codificar s’ha
emprat la matriu generadora que heu escollit?

Solucio:
(a) Z7 és un cos perque 7 és primer.
(b) En efecte, les seves poténcies sén

50
51
52
53
54
55
56

= WINO O =

(c) Per poder corregir dos errors hem d’agafar d = 5. Aleshores la longitud i la dimensi6é son
n=qg-1=6,
k=n-d+1=2.

(d) El polinomi generador és (x —5)(x —4)(x -6)(x-2) =x*+(-5-4-6-2)x*+(5-4+5-6+5-
2+4-6+4-2+62)x%+(-5-4-6-5-4.2-5.6-2-4-6-2)x+5:4-6-2 = x* +4x3 +6x2 + 5x + 2.

(e) Utilitzant el polinomi generador, obtenim

Q
|
—_
(@ \V]
NN o
(62 ]
(o2l 2N
—
- O
~—

1l
—_ 4

5 4 6
4 2 1
6 1 6
2 4 1

N =B~ DN
A ODNW

(9) Escollim la segona matriu generadora (G). Separem la informacié en blocs de k simbols i multi-
pliquem cada bloc per G.

111 1 11
(11)(154623)=(265034),

1111 11
(02)(154623):(231546),

—_

1 1 11 1
(56)(154623)=(401632).

La informacié codificada sera, doncs, 265034231546401632.
Si haguéssim escollit la primera matriu generadora (G’), la informacio codificada seria: 204351043512324016.
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(h)

(k)
0

(m)

Anomenem u indistintament al vector 421632 i al polinomi 4 + 2x + x2 + 6x3 + 3x* + 2x°. Les
sindromes de u s6n

4
u(a) 1 5 46 2 3 2 3
u(a? 1421 4 2 T | 1
u(a®) 16 1 6 1 6 6 || 5
u(a*) 1.2 41 2 4 3 4
2
Com que la sindrome no és nul-la, deduim que hi ha hagut error.
? 3 3 1
Tenim rang() # rang 5 | perorang| 1 | =rang| 1 5 |. Pertant, t = 1 i només s’ha
4 5 5 4

produit un error. Resolem el sistema 3 = —1 que té solucié f = 2. Deduim que el polinomi
localitzador d’errors és \ = x + 2, que només té l'arrel 5 = 5'. Per tant, hi ha un error a la
segona posicié (primera, si comencem enumerant per 0). Per calcular el valor de I'error resolem
el sistema 5'e; = u(a) = 3 que ens dona solucié e; = 2. Per tant, la paraula corregida és
¢’ = u-(020000) = (421632) — (020000) = (401632).

Anomenem u indistintament al vector 342650 i al polinomi 3+4x +2x? +6x° +5x*. Les sindromes
de usén

3
u(a) 15 4 6 2 3 4 0
u@) | |1 4 21 4 2 2| 1o
u(a®) 16 16 1 6 6| | o
u(a*) 1 2 41 2 4|5 0
0

Com que la sindrome és nul-la, deduim que no hi ha hagut error.

Anomenem u indistintament al vector 025625 i al polinomi 2x +5x2+6x%+2x*+5x5. Les sindromes
de u sén

0
u(a) 15 4 6 2 3 2 1
u(a 1 4 21 4 2 51 |0
u(a®) 161 6 1 6 6 | | 1
u(a*) 12 41 2 4])]2 5
5

Com que la sindrome no és nul-la, deduim que hi ha hagut error.
1

0 1 1.0 10 1
Tenim rang() # rang 1 |:rang 0 |#rang| 0 1 |, mentreque rang( 0 1 ):rang( 0
1 1 5
5

2. Per tant, t = 2. Resolem el sistema
10 b Y (1) _ (6
0 1 h )\ -5 ] \2 )
que té solucioé ky = 6, /; = 2. Deduim que el polinomi localitzador d’errors és

A=x2+2x+6.

Les seves arrels son 2 = 5% i 3 = 5° i, per tant, les posicions d’error seran la cinquena i la sisena
(o la quarta i la cinquena, si comencem enumerant per 0).

0
1

1
5

)
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Per calcular el valor de I'error resolem el sistema

(25 )(2)-(22)(5)-(3)-(5)

Restant dues vegades la primera fila a la segona obtenim

(53)(2)(5)

Restant la segona fila a la primera obtenim

2 0 €4 _ 3
0 3 es | \ 5 )
Deduim que €4 =5, e5 = 4.

Per tant, la paraula corregida és ¢’ = u— (000054) = (025625) — (000054 ) = (025641).

(n) Si escollim la primera matriu generadora (G’), la informacié que s’ha codificat era 225001. Si
escollim la segona matriu generadora (G), la informacié que s’ha codificat era 561234.

11. Considerem el codi C primitiu de Reed-Solomon capag de corregir tres errors sobre Z11, generat per
I'element primitiu a = 2.

(a) Quina distancia minima hem d’agafar per construir C?

(b) Quina longitud i quina dimensié t¢ C?

(c) Doneu una matriu generadora de C.

(d) Considerem la paraula u = (10,10,5,2,3,9,10,5,1,6). Si avaluem el polinomi u(x) = 6x% + x8 +
5x”+10x% +9x% +3x* +2x3 +5x2+10x + 10 en les primeres poténcies de 2 ens dona els segiients
valors:

u(2")
u(2?)
u(2®)
u(2*)
u(2%)
U(26) —
u(2’)
u(2®)
u(2°)
u(210)
Quants errors té la paraula u respecte C?
(e) Quines son les posicions dels errors?
(f) Quins sobn els valors dels errors?
(9) Quina és la paraula corregida?
(h) Considerem la paraula v = (8,2,9,7,0,5,9,8,2,0). Si avaluem el polinomi v(x) = 2x® + 8x” +
9x% + 5x° + 7x® + 9x2 + 2x + 8 en les primeres poténcies de 2 ens dona els segiients valors:

v(2") =
v(2?) =
v(23) =
v(2Y) =
v(2%) =
v(2%) =
v(2") =
v(28) =
v(2%) =
V(210) —

|
D WO 1IN0 O O oo,

o

O =2DMNNOOo =+ 0w
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(i
0
(k)

Quants errors té la paraula u respecte C?
Quines soén les posicions dels errors?
Quins son els valors dels errors?

Quina és la paraula corregida?

Solucio:

(@)
(b)
()

(d)

da=7.
n=10, k = 4.

20 2t 22 28 24 25 26 7 28 29

20 23 26 29 22 25 28 i o4 oF

11 111 1 1 1 1 1
B 1 2 4 85 10 9 7 3 6
B 145 9 3 1 45 9 3
1 8 9 6 4 10 3 2 5 7
5
5
El vector de sindromes de u és g .
8
7
5
5 S 55 5 5 5 5 6
5 5 6
. 6 R 5 6 56 0
Tenim rang() # rang 6 |+rang| 6 0 |. Perdorang = rang
0 6 0 6 0 8
8 0 08 0 8 0 8 7
. 8 8 7

2, jaque . Deduim que s’han produit dos errors.

(@) RN e

_ ( g ) Pertant, by = -5 = 6 = -5 = 6 s6n la solucié del

O — owoowm

Com hem vist,
. 5 /0 6 . . . 5 , 2
sistema 5 6 L= o | Per tant, el polinomi localitzador d’errors és x= + 6x + 6.

Les seves arrels son 2 = 2' i 3 = 28, Per tant, les posicions d’error son la primera i la vuitena
(comencgant per 0).

Per calcular el valor dels errors resolem

(= 5)(2)-(5)

és a dir,

equivalent a
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20 et \ [ 10
0 3 e )] \ 6 )
que té solucié e; =5, eg = 2 i aquests son els valors dels errors.

(9) La paraula corregida sera, doncs, u—e =(10,10,5,2,3,9,10,5,1,6) - (0,5,0,0,0,0,0,0,2,0) =
(10,5,5,2,3,9,10,5,10,6).

0
3
(h) El vector de sindromes de v és :3
6
9
0 03 0 3 0 3 8
3 3 8
: 3 8 3 8 1
Tenim rang() # rang 8 |+rang| 8 1 |, rang g 1 1*™9 5 1 6 |
! 16 1 6 16 9
6 6 9

jaque, per exemple, det

rang (

y
6
9
(i) Hem de resoldre (

] rang[
0 8
3 1
8 6

) 3, deduim que el nombre d’errors és 3.
0
3
8

3 8
8 1 /1 . Com que 10-3 = 8, restem a la
1 6 b

8

1

7

lo

— O OO = 00 W O

- 0 W
- 00 W

0
) =2+2-6-10 = -1 = 10. Com que tindrem rang( 3
8

0 wo
— 00 W
oD =

10
] = 5 |. Restem a la tercera
)(,2) (5
10
h |=| 5 | Deduimquek=2,4=1,
)(2)

lh = 10. Per tant, el polinomi localitzador d’errors és x 3+2x2+9x+10. Les seves arrels s6n 1 = 29,
2=2"i6=2°% Pertant, les posicions d’error s6n la 0-&sima, la primera i la novena, comengant
per 0.

tercera fila la segona multiplicada per 10. (
3
8

3

8

9
8
fila la primera multiplicada per tres. 1
0 0 5

(j) Per calcular el valor dels errors resolem

20 2t 29 N 0
20 22 28 er |=| 31,
20 23 o7 € 8

és a dir,
1 2 6 € 0
1 4 3 et |=| 3],
1 8 7 €9 8
equivalent a
1 2 6 € 0
0 2 8 et |=]| 3],
0 6 1 €9 8
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equivalent a
1 2 6 & 0
0 2 8 et |=| 3 |,
0 0 10 €9 10

que té solucié eg = 1, e = 3, gy = 10 i aquests sén els valors dels errors.

(k) La paraula corregida sera, doncs, v - e = (8,2,9,7,0,5,9,8,2,0) - (10,3,0,0,0,0,0,0,0,1) =
(9,10,9,7,0,5,9,8,2,10).

12. (a) Definicié d’un codi
Anomenarem C a un codi primitiu, de Reed-Solomon, capa¢ de corregir dos errors, construit
sobre el cos Fae.
i. Comproveu que el polinomi x? + x + 2 € 3 és irreductible i utilitzeu-lo per construir Fa..
$o|uci6:
Es irreductible perqué és de grau 2 i no té arrels.
ii. Doneu I'equivaléncia vectorial-exponencial per a cada element de Fa..

Solucio:
pot. pol. vec.
0 0 00
af 1 10
o a 01
o | 2a+1 | 12
a® | 2a+2 | 22
ot 2 20
a® 2a 02
o | a+2 | 21
o | a+1 1

iii. Doneu el polinomi generador del codi C.

Solucié:

(x-a)(x-a?)(x-a®)(x-a*) =a® +a*x + a®x% + o’ x3 + x*.
iv. Doneu la longitud, la dimensié i la distancia minima de C.

Solucio:
* n=28,
e k=n-grau(g)=8-4=4,
e d=5.
v. Doneu la matriu de control del codi C.
Solucié:

1 a o® o o o of o
H_1a2a4a6 1 o o* of
11 a® o a ot af oAb

1 a* 1 o* 1 oa* 1 o

(b) Procés de codificacio-descodificacio

Codificarem la imatge 2 2 2 . Tot seguit I'introdui-
rem en un canal ternari amb soroll additiu i, després, la descodificarem.
i. Amb la técnica de codificacié sistematica per a codis ciclics, codifiqueu el primer bloc de
I'anterior informaci6 usant el codi C.
Solucio:
Hem de codificar la informacié aa®a®1, corresponent als primers k = 4 simbols. La paraula

codificada sera o*a’ a?aaa?all.

ii. El canal pel qual circulara la paraula codificada és un canal ternari en qué hi ha un soroll
additiu que ens donara el vector d’error segient:
e = (12120000000000000000000000000000. . .).
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Calculeu la paraula que trobarem a la sortida del canal.

Solucio:

a*a’o?alaa’all + 622000000 = oPatalalanlall.

Calculeu el polinomi localitzador d’errors necessaris per corregir el vector rebut.
Solucio:

Considerem el polinomi

5 3,3 5 3,6

u(x) =a® +a*x +a?x% + aPx® + ax* + x5 + x84+ X7,
Les sindromes seran

e ula) =«

s u(a?)=ad

s u(a®)=a’

cu(a*)=0
o 5
5 [0 6] o 5
. « 5 5 « «
Tenimrang() #rang| ; |,rang| o |#rang| o> o’ |,mentrequerang| 5 ; |=
@ o a’ 0 a @

0
« Oés 047 .
rang 5 7 = 2. Per tant, t = 2. Resolem el sistema
a’ o 0

() (0)-(50)-(%)

que ens dona solucié fy = o, /1 = . Deduim que el polinomi localitzador d’errors és X\ =

X2 +alx + a.

iv. Doneu la posicio i el valor dels errors que cal corregir.

Solucioé:
Per forga bruta veiem que A s’anulla a o® i a o', d’'on deduim que hi ha error a la primera i
segona posicions. Per calcular el valor dels errors resolem el sistema

(3 )(5)-)

que ens dona soluci6 e = a?, ey = a?.

. Doneu la primera paraula-codi de la codificacié de la imatge (cadena de blancs, grisos i

negres), després de la correccié d’errors.

Solucio:

2011122201122210.

Quin és el bloc d’informacié que es dedueix que s’ha volgut enviar?
Solucio:

01122210.

(a) Definicié d’un codi
Anomenarem C a un codi primitiu, de Reed-Solomon, capag de corregir tres esborralls, construit
sobre el cos Fge.

Comproveu que el polinomi x2 + x + 2 € F3 és irreductible i utilitzeu-lo per construir Fy..
Solucio:

Es irreductible perqué és de grau 2 i no té arrels.

Doneu 'equivaléncia vectorial-exponencial per a cada element de Fae.

Solucié:
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pot. pol. vec.
0 0 00
a® 1 10
o « 01
a® | 2a+1 | 12
a® | 2a+2 | 22
at 2 20
o 2a 02
o | a+2 | 21
o | a+1 11

Doneu el polinomi generador del codi C.
Solucié:
g(x)=(x-a)(x-a®)(x-a®) =x®+ax® + a’x + a®.

Doneu la longitud, la dimensi6 i la distancia minima de C.
Solucié:
* n=8,
* k=n-grau(g)=8-3=5,
e d=4.
. Doneu la matriu de control del codi C.
Solucio:
1 a o® & o a® of o
H=]l1 a® o* a® 1 a® o* af
3 6 4 7 2

1 a® o® a o o o b

(b) Procés de codificacio-descodificacio

Codificarem la imatge 0oFft 0 0 01 B 2 & . Totseguit l'introdui-
rem en un canal ternari amb soroll additiu i, després, la descodificarem.

Amb la técnica de codificacid sistematica per a codis ciclics, codifiqueu el primer bloc de
I'anterior informaci6 usant el codi C.

Solucio:

Hem de codificar la informacié a0aa®a?, corresponent als primers k = 5 simbols. Agafem
i(x) = a+ax?+a®x3+a?x* i considerem el residu R(x) de dividir x%i(x) = ax®+ax®+a’x8 +
a?x” entre g(x) = x® + ax® + a’x + a®. Obtenim R(x) = a®x? + a®x. La paraula codificada
sera, doncs, la que correspon a x%i(x) — R(x) = ax® + ax® + a®x® + a?x” — a®x® — afx =

a?x +a’x% + ax® + ax® + a®x® + a?x”, que és 0a2a’ alaa’a?.

ii. Multipliqueu la paraula obtinguda per la matriu de control. Especifiqueu totes les operacions.

Quin és el resultat?

Solucio:
O+dP+a+a*+0+af+a+a 0
O+a*+a+a’+0+af+a’+1 |=] 0
0+a®+a®+a?+0+1+a®+a’ 0

El canal pel qual circulara la paraula codificada és un canal ternari en qué hi ha un soroll
additiu que ens donara, en digits, el vector d’error segiient:

e = (01000000000000000000000000000000. . .).

Calculeu la paraula en simbols que trobarem a la sortida del canal.

Solucio:

aca’alaala?.

iv. Calculeu el polinomi localitzador d’errors.

Solucié:
Considerem el polinomi
u(x) =a+a’x+a’x?+ax® + ax® + a®x® + a?x’.

Les sindromes seran
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s ula)=a+fa+a’c®+acd +a® +afab +rafa’ =a+dd+arat+al+rara=a
s u(a®)=a+a?a®+a’a* +aaf +ad? + afat +adfala+at +alt ra’ vl +a’ +1=a
cue®)=a+aal+ra’ab +aa+aa’ +afaf+fd =a+ab+ab+af+1+ab+a’ =
o
. . : a a «
Tenim rang() # rang| « |1, en canvi, rang(a):rang(a a):1. Per tant, t = 1.
a

Resolem el sistema aly = —a i obtenim y = —1 i, per tant, el localitzador d’errors és A = x — 1.
Doneu la posicié i el valor dels errors que cal corregir.

Solucié:

Com que A\(a®) = 0, deduim que I'error és a la primera posicié. Resolem el sistema 1¢; =
u(a), que ens dona gy = .

Doneu la primera paraula-codi de la codificacié de la imatge (cadena de blancs, grisos i
negres), després de la correccié d’errors.

Solucié:

0012110100012212.

Quin és el bloc d’informacié que es dedueix que s’ha volgut enviar?

Solucio:

0100012212.

(a) Digueu tots els cossos primers i tots els polinomis monics que podem utilitzar per construir el cos
finit de 9 elements.

(b) Escolliu un dels polinomis de I'apartat anterior que sigui primitiu.
(c) Amb el polinomi escollit en I'apartat anterior, doneu una taula potencial-vectorial.

C

Doneu el polinomi generador d’'un codi Reed-Solomon primitiu en sentit estricte capag de corregir

un error.

a o~
o =
= = 2 =

Quina longitud i quina dimensi6 té el codi?

Doneu una paraula no nul-la del codi.

Afegiu-li un error i doneu les sindromes de la paraula amb l'error.
Apliqueu I'algoritme per determinar la posicié d’error.

(i) Apliqueu I'algoritme per calcular el valor de I'error.

Solucio:

(a) El cos primer ha de ser Zz i els polinomis han de ser els irreductibles d’entre els seglents:

X2,

X°+1,
X° + 2,
X<+ X,
X +x+1,
X+ X+2,
X+ 2X,
X +2Xx+1,

2
2
2
2
2
2
2
X2 +2x +2.

Observem que, tenint en compte que tots sén de grau 2,

x2 és divisible per x, per tant, és reductible.

x?+ 1 no s’anul-la en 0, ni 1, ni 2, per tant, és IRREDUCTIBLE.

x? + 2 s'anul-la en 1, per tant, és reductible.

x? + x és divisible per x, per tant, és reductible.

x?+ x + 1 s'anul-la en 1, per tant, és reductible.

x?+ x + 2 no s’anul-la en 0, ni 1, ni 2, per tant, és IRREDUCTIBLE.
x2 + 2x és divisible per x, per tant, és reductible.

x2 +2x + 1 s'anul-la en 2, per tant, és reductible.



Universitat Rovira i Virgili 233

« x> +2x+2no s’anul-laen 0, ni 1, ni 2, per tant, és IRREDUCTIBLE.

Per tant, el cos primer ha de ser Zs i el polinomi ha de ser qualsevol d’aquests tres: x2 + 1, x +
X+2,x%+2x+2.

(b) Si considerem Zz/(x? + 1) i anomenem « a la classe de x dins de Zz/(x? + 1), tenim o2 = 2 i,
per tant, o* = 1, amb la qual cosa « no és un element primitiu i, per tant, x2 + 1 no és un polinomi
primitiu.

Si considerem Zs/(x? + x +2) i anomenem « a la classe de x dins de Z3/(x? + x + 2), veiem que
podem construir la taula potencial-vectorial seglient:

vect
10
01
12
22
20
02
21
11

ie]
Q
~

N OO oA W NN = 9

Q

S Lo Qo0 Q0

Per tant, a és primitiu i també ho és el polinomi x2 + x + 2.
Si considerem Zz/(x? + 2x + 2) i anomenem « a la classe de x dins de Zz/(x? + 2x + 2), veiem
que podem construir la taula potencial-vectorial segtient:

vect
10
01
11
12
20
02
22
21

ko]
Qo
~

N o o asTw N =g

Q

Lo oL oo

Per tant, a és primitiu i també ho és el polinomi x2 + 2x + 2.
(c) Escollim una de les taules de I'apartat anterior. Per exemple la primera.

(d) Per corregir un error cal una distancia minima > 3. Agafem d = 3. El polinomi generador sera
9(x)=(x-a)(x-a?) =x?+ (—a? —a)x +a® = x> + a*x + o°.

(e) Lalongitud és 9 -1 =8. La dimensi6 és 8 —grau(g) =8-2=6.

(f) Com a paraula no nul-la del codi podem agafar (a2a*100000), que correspon al polinomi g.

(g) Es pot fer de moltes maneres. Per exemple, podem posar un error a la primera posicié de
manera que ens quedi nulla. En aquest cas I'error seria (a’0000000) i rebriem la paraula
u = (0a*100000).

Calculem les sindromes: u(a) = a® + a?

=a’,u(e®) = +a*=a’.

(h) Busquem el nombre d’errors. Com que 0 # rang( :((52)) ) deduim que el nombre d’errors no
és 0. Com que rang(u(a)) = rang(u(a)u(a?)) deduim que el nombre d’errors és 1.
Resolem el sistema u(a)l = —u(a?), que és equivalenta a’ly = —a’ = o® i que té solucio fy = o*.
Deduim que el polinomi localitzador d’errors és \ = x + a*.
Com que A(a?) = 0, deduim que la posicié d’error és 0.

(i) Elvalor de I'error sera la soluci6 del sistema a’ey = u(a) = o/, que és e = .
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15. (a) Es Z¢1 un cos? Per qué?
(b) Comproveu que a =2 és un element primitiu de Z;.

(c) Volem construir un codi C de Reed-Solomon primitiu sobre Z11 capa¢ de corregir tres errors,
basat en I'element primitiu a = 2. Quina longitud i quina dimensié6 hem d’agafar?

(d) Doneu una matriu generadora de C.

(e) Quantes files i quantes columnes té una matriu de control de C? Doneu les tres primeres files
d’'una matriu de control.

(f) Codifiqueu la informacié 1 2 3 4.

(9) Rebem la paraula u=8297 65425 10 que té sindromes u(2) = 1, u(2%) = 6, u(2%) = 2,
u(2*) = 4, u(2®) = 6, u(2%) = 7. Podeu determinar si la paraula u té errors a partir de les
sindromes? Expliqueu com.

(h) Determineu el nombre d’errors de u.

(i) Determineu el polinomi localitzador d’errors.

(i) Determineu les posicions d’error.

(k) Determineu els valors dels errors.

() Quina era la paraula del codi enviada abans que se li produissin els errors?
Solucio:

(a) Z41 és un cos perque 11 és primer.
(b) En efecte, les seves poténcies sén

20 T4

2T [ 2
22 | 4
2] 8
2[5
25 [ 10
219
27 7
28] 3
2% [ 6
210 1

(c) Per poder corregir tres errors hem d’agafar d = 7. Aleshores la longitud i la dimensié sén
n=q-1=10,
k=n-d+1=10-7+1=4.

(d) Fent servir I'element primitiu a = 2,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11111 1 1 1 11
G_122223242526272829_12485109736
Tl 1 22 2% 26 28 1 22 24 26 28 1714 4 5 9 3 1 45 9 3
1 2% 26 29 22 25 28 2 2% 27 1 8 9 6 4 10 3 2 5 7
(e) La matriu H té 6 files i 10 columnes. Les tres primeres files sén les seglents.

1 2 22 23 24 25 96 o7 98 99 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6

1 22 24 26 28 4 22 24 26 28 1_| 1 459 3 1 45 9 3

1 23 26 29 92 95 98 o 94 o7 1 8 9 6 4 10 3 2 5 7
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(f)

(1 23 4) =(10 5 5 2 3 9 10 5 10 6).

—_ o

1
6
3
7

AN
© o N
®»© o =

w

-

N
SIS, BENN
01O w2

La informacié codificada sera, doncs, 105523910510 6.
(g) Com que les sindromes no sén nul-les, deduim que hi ha hagut error.

1
6 ! 16 1 6 1 6 2
6 6 2
. 2 6 2 6 2 4
(h) Tenimrang() # rang 4 |rang 2 |+rang| 2 4 |, mentrequerang o 4 |=Tang| 5 4 6
6 4 46 4 6 4 6 7
6 6 7
7
1 6 2 1 6 2 1 6 2
En efect 6 2 4 0 10 3 01 8
netecte.| o 4 ¢ |~ f2=f2-6f1 | 0 3 2 |“f2r=10f2 | 0 1 8 |~ f3'=f3-11
4 6 7 3’ =3 - 21 0 4 10 f3' = 4f3 0 1 8 f4' = f4' - 2
f4" = f4 — 41 f4' = 3f4
1 6 2
0 1 8
0 0O
0 0O
Per tant, t = 2.

(i) Resolem el sistema
1 6 b Y (-2Y\ (9
(VI )]\ -8 \3 )
que té solucié =3, p =9 -6/ =9 -7 =2. Deduim que el polinomi localitzador d’errors és
A=x2+3x+2.

(j) Busquem les arrels de A:

A2%) = 1+43+42=6%0
AM2) = 4+6+2=1=%0
M2%) = 5+1+2=8+#0
AM2%) = 9+2+2=2%0
A2 = 4+4142=72%0
AM2%) = 1+8+2=0

A2%) = 4+5+2=0

Per tant, les seves arrels sén 2% i 28 i, per tant, les posicions d’error seran la cinquena i la sisena
(comengant 'enumeracié per 0).

(k) Per calcular els valors dels errors resolem el sistema

(5 2)(2)-(7 ))& )-(5)

Restant deu vegades la segona fila a la primera obtenim
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0 2 es \ (7 N 0 1 6 \
1 4 e | | 6 f1" =61 1 0 e |
f2' = f2 - 2f1
Deduim que e5 = 3, g5 = 9.

() Laparaulacorregidaésc’' =u-(0000039000)=(82976542510)-(0000039000) =
(82976(5-3)(4-9)2510)=(82976262510).

16. (a) Construccio d’'un cos finit.
i. Comproveu que el polinomi x® + x + 1 és irreductible i primitiu sobre Fy.
i. Anomenem « a la classe de x dins de F2/(x® + x + 1). Doneu-ne una taula exponencial-
vectorial.
Solucio:
Es irreductible perqué té grau 3 i no té arrels. Es primitiu perqué l'ordre de la classe de x, que
anomenem «, és g — 1 =7, com es pot desprendre de la taula:

exp. | vect.
010
001
110
011
111
101
100

Q

N o o~ WwN

QLR QLR

(b) Definiu un codi RS primitiu sobre el cos de I'apartat anterior capag de corregir dos errors.

i. Quina distancia minima hem d’agafar? Doneu-ne la longitud i la dimensio.

ii. Doneu-ne el polinomi generador.
iii. Doneu-ne una matriu generadora G a partir del polinomi generador.
iv. Doneu una matriu de control H que tingui com a primera fila les poténcies no nul-les de «.

v. Calculeu el resultat de multiplicar la primera fila de G per la primera fila de H indicant els

calculs.
vi. Calculeu G- H'.
Solucio:
i. Hem d’agafar d = 5. Lalongitudés n=qg-1=7iladimensi6 és k=n-d+1=3.
ii. El polinomi generador sera (x — a)(x — a®)(x - a®)(x —a*) = x* - (e + a® + & + a*)x i+

(aa?+aa® +aa* +a2a+ 2ot +aPa*)x2 - (d?adat +aala* +aclat + ac?a®) x + aca®
x*+a8x% + X2 + ax +ab.
iii.
@ a 1 & A 0 O
G=| 0 & o 1 S
0 0 o o 1 o 1
iv.
1 a o® a® o o af
H = 1 6?2 o o a o b
11 a® o a® o a o
1 o* a a® o af o8

V. a®+a?+a?+af+a*=0.

vi.

®
I
5
[
coo
ocoo
coo
o oo
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(c) Considerem el mateix codi RS que en el problema anterior.

i. Codifiqgueu de manera sistematica utilitzant el polinomi generador el primer bloc d’'informacié
de la cadena de bits
1111100011111000111111111111100010101010101010101010100011111000....

Doneu el resultat també com a cadena de bits.

ii. Calculeu alguna sindrome de la paraula codificada indicant tots els calculs intermedis.
Solucié:
i. « Separem lainformaci6 en blocs de tres bits:

(111)(110)(001)(111)(100)(011)(111)(111)(111)(110)(001)(010)(101)(010)...

» N’agafem els primers k blocs:

(111)(110)(001)
» Els passem a simbols: oy
+ Obtenim el polinomi d’'informacio:
i(x)=a®+a3x +a?x?

» El passem cap a la “part alta”:

x"Ki(x) = x*(a® + a®x + a?x?) = Ox* + a3x5 + X8

Calculem la redundancia:

a®x8 + x5 + a®x* | x* +0®x®+ Prax+a®
—(a?x® + a®x% + a?x*+a®x3 + o x? ) a®x?+ oaPx + of
a®x® + &Px* o x3 +adx?
—(a?x® + ®x*+a®x¥+aPx®+ax )

®x*+a®x3+a2x?+adx
—(a?x*+ax3+a®x% +aPx+ad)
5

aPX+a

Per tant, R(x) = ax + a®.

« Calculem el polinomi ¢(x) = x"ki(x) - R(x) = a® + a®x +
+ La paraula codificada en simbols sera:

5 3,5 6

x* + a®x® + oPx8.

¢ = (a®a?000°a®a?)
 La paraula codificada en bits sera:
c= (111001 000 000 111 110 001)

ii. Calculem c(«) o, equivalentment, calculem el producte de c per la primera fila de H:
5 4 3 5 2 6 5 3 + O52 +a+a=0

cla)=a®-1+a?-a+0-a®+0-a®+a’-a*+a®-a®+a?-af=a’+a
(d) Considerem el mateix codi RS que en els problemes anteriors.
i. Rebem la cadena de bits 001100000000000010100. A quina cadena de simbols correspon?
ii. Calculeu totes les sindromes de la paraula rebuda.
iii. Quants errors té de simbol la paraula rebuda?
iv. Quin és el polinomi localitzador d’errors?
v. Trobeu les posicions dels errors.
vi. Calculeu el valor dels errors.
vii. Doneu la cadena de bits corregida.
viii. Quants errors de bit tenia la paraula enviada?
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Solucio:
i. u=0a?1000al.
ii. El polinomi corresponent a u és u(x) = x® + ax® + x + a?. Calculem les 4 sindromes:
u(e) = af+al+a+af=0at
u(@®) = a®+at+af+af=1
ul@®) = a*+adf+aP+a?=af

vi.

Vii.

viii.

4 2 0

u(a®) Ar1+at+a?=

4

«
. 1 .

Anomenem t al nombre d’errors. Tenim rang() # rang o8 | Per tant, t > 0. | tenim

0
O[4 Oé4 1 4 4

6 o 1 ot 1

rang| 1 #rang| 1 «° |,pertant, t>1. Comque rang( 6 ) = rang( 6

of of 0 1 « 1 «

2, deduim que t = 2.

. Oé4 1 /() Oée . . 6 .
Resolem el sistema = . De la segona fila tenim que fh = a°/, i

1 a6 /1 0
substituint a la primera equacié tenim o*a®l; + Iy = a8, és a dir, (a® + 1)/ = o®. Deduim que
_a® a5 _ 6.5_ 4
h=-57=%=aiquel=c"a’=a".

El polinomi localitzador d’errors sera A(x) = X% + hx + Iy = x* + a®x + a*.

Observem que A(a®) =1 +a®+a* =0ique A(a?*) = a+a? +a* = 0. Per tant, les seves

arrels sén o i .

Tindrem error a les posicions indexades amb 0 i 4, és a dir, a la primera i a la cinquena
posicio.
Per calcular els valors dels errors hem de resoldre el sistema

[ e ) (2 )-(6) )

[+ o))

La soluci6 del sistema és ey = a® i e4 = a®, que s6n els valors dels errors demanats.

La paraula d’errors sera e = (a°0000200) i, per tant, la paraula corregida sera u — e =
(a21000a1) - («®0000°00) = (a*100aa1) corresponent a la cadena de bits

és a dir,

110100000000110010100.

La paraula enviada tenia 5 errors de bit:

001100000000000010100,
110100000000110010100.

17. Definiu un codi RS primitiu sobre Fo/(x® + x + 1) capag de corregir dos errors. En aquest context,
rebem les paraules en bits

011001100001110110100,
110001000100111010000.

(a) Quina distancia minima hem d’agafar per al codi RS? Doneu-ne la longitud i la dimensié.
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(b) A quina cadena de simbols correspon la primera paraula?
(

(d
(

¢) A quina cadena de simbols correspon la segona paraula?

Calculeu totes les sindromes de la primera paraula rebuda i doneu tots els detalls del calcul.
e
f

Calculeu totes les sindromes de la segona paraula rebuda i doneu tots els detalls del calcul.

—

Quants errors té de simbol la primera paraula rebuda?

Q

(h) Sialguna o algunes de les paraules té algun error, quin és el polinomi localitzador d’errors?

i) Sialguna de les paraules té algun error, troba les posicions dels errors.

(
(i
(k
(I

(m) Quants errors de bit tenia la segona paraula enviada?

)
)
)
)
)
) Quants errors té de simbol la segona paraula rebuda?
)
)
) Calculeu el valor dels errors.

) Sialguna o algunes de les paraules té algun error, doneu la cadena de bits corregida.
)

Quants errors de bit tenia la primera paraula enviada?

Solucio:
(a) Hem d’agafar d = 5. Lalongitudés n=q-1=7iladimensi6és k=n-d+1=3.
(b) v =a*a?1aaa®1.
(c) u=a%a?01a’a0.
)

n el primer cas el polinomi corresponent a v és v(x) = x° + &®°x°> + a°X* + a“X° + X“ + a“X + .
d E | | I t 6 3,5 3,4 2,3 2 2 4
Calculem les 4 sindromes:

via) = aP+a+1+a®+a®+al+a*=0
v(ed®) = o®+af+at+ra+atrat+at=0
via®) = a*+atva+at+alra’+at=0
via) = aP+af+a’+1+a+ab+0a=0

(e) En el segon cas el polinomi corresponent a u és u(x) = ax® +a’x* + x® + a®x + o. Calculem les

4 sindromes:
ua) = f+af+aP+al+at=a
u(e®) = a*+af+alf+at+a®=0°
u@® = a?+adP+af+a”+a=a°

1T+1+a°+al+a®=1

u(a*)

(f) La primera paraula no té cap error perqué totes les sindromes s6n zero.

«
3
(9) Anomenem t al nombre d’errors de simbol de la segona paraula. Tenim rang() # rang 35 ,
1
« [0 a3
pertant, t > 0. Aratenimrang| o® |=rang| o® o |=1,pertant, t=1.
ad a® 1

(h) Busquem el polinomi localitzador d’errors de la segona paraula. Resolem el sistema aly = —o® =

a®. La soluci6 és Iy = o2 i, per tant, el polinomi localitzador d’errors és A(x) = x + 2.

(i) Lanica arrel de A(x) és o. Aixo significa que hi ha un error a la posicié indexada amb 2, és a dir,
a la tercera posicié.
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() Per calcular el valor de I'error hem de resoldre el sistema a?e; = u(«a) = a. La solucié del sistema
7 8 s yr o
és e = % =2 =a® que és el valor de I'inic error.

a2 T a2 T

(k) La paraula corregida sera u = (a®*a201a%a0) - (00a80000) = (a®a?a®1a’a0) que correspon a
la cadena de bits
110001101100111010000.

() La primera paraula enviada tenia 0 errors de bit.
(m) La segona paraula enviada tenia 2 errors de bit:

110001000100111010000.

110001101100111010000.
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